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I. 

Das  Problem  des  l^appus  ad  trea  aat  ptarea  lineaa 

im  Zosammenhang  mit  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
durch  die  MeUiode  der  Syniheaia  imd  der  Coordinatea. 

Von 

Herrn  Brändli, 
Gjmnasiallehrer  in  Sr.haf fliauscn. 


$.  1. 

Begriff  des  Problems  im  ttmiem  Sinn. 

Nach  Chaste«  „Geschichte  der  Gcnmetrie^S  übersetzt  vcn 
Sohncke,  S.  35.  besteht  das  geiMDiite  Problem  im  weUero  Slan 
io  folgender  Ortebeetimmang : 

Gegeben  mehrere  feete  Gerade,  gesehiedee  in  >wet 
Gruppea  oder  ii*Selte,  ■imlleht   (^i,  A^,  ^4,,.... 

und  {Bi,  B%  A),  beide  Fea  gleieher  Aniabl  n  Gera* 

der  oder  Seltea;  aaa  eieem  beliebigen  Punkte  P  gehe 
nach  Jener  Geraden  eine  Gerade  ala  Strahl,  im  Ganien  » 
nach  allen  festen  Geraden  swel  Gruppen  Ton  Strablnn 
oder  iwel  StrableDbflachel,  nämlich:  Rg^^R^ 
and  (r|,  r^, ....  r«),  entsprechend  jenen  swel  Gruppen 
der  festen  Geraden  oder  den  beiden  n-Selten;  jede? 
Strahl  Rh  oder  r&  bilde  ferner  mit  der  zugehörigen 
festen  Geraden  einen  der  Grösse  naeh  bestindigen 
Winkel  ak  oder  ßk,  v\  eiche  Winkel  0| ,  a^t       —  tf», ....  a«; 

^,  ,   ßk,....ßn  entweder  alle  ungleich,  oder  nlle 

gleich,  oder  nur  tbe  II  weise  p;leich  sein  kr>nnen,  und 
zfvar  so:  dass  dieGleicfilicit  nur  Statt  findet  zwischen 
den  Winkeln  jeder  Gruppe  unter  sich,  entweder  theil- 
weise  oder  Im  Ganzen,  oder  so:  dass  tbeilweise  oder 
dorchgehende  Gleichheit  Statt  findet  zwischen  den 

ThtU  XXXVUL  t 
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Winkeln  der  einen  Gruppe  und  den  Winkeln  der  andern 
Gruppe;  unter  diesen  Voraussetzungen  also  zu  be- 
stimmen  einen  sotchen  Ort  für  den  gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt  jener  zwei  Strablenbflschcl,  das«  das 
Product  aue  den  Strahlen  des  einen  Büschels  zum 
Product  aus  den  Strahlen  des  andern  ßfiscliele  in 
einem  unveränderlichen  Verbältoisae  stebe. 

Besondere  Fälle. 

Unter  den  Elementen  diesee  allgemeinen  Probleme  können  ancb 
wiederholte  vorkommen;  welcher  Fall  eintritt«  wenn  z.  B.  zwei 
oder  mehrere  feste  Gerade  in  der  einen  oder  in  beiden  Gruppen 
in  eine  /»isanmienrallen  und  zugleich  dir  Winkel  zi>  f8rheri  cliosen 
zusar.imenlallendcM  (ioraden  und  ihren  ältrahlcn  unter  sich  gleich 
werden,  und  in  Foi<:e  auch  diese  Strahlen  in  einen  zusammen- 
fallen, 80  dass  dann  in  den  Producten  Potenzen  zusanunenfallen- 
der  Strahlen  vorkommen.  Den  einfachsten  Fall  der  Art,  wo  tür 
drei  li\ste  Gerade  das  Quadrat  eine«  Strahls,  der  zuij:lcich  senk- 
recht auf  der  zugehörigen  festen  Grundlinie  steht,  /aiih  i^roduct 
der  beiden  andern  ebenfalls  aut  ihren  festen  Geraden  senkrech- 
ten Strahlen  in  einem  bestfindigeo  Verbfiltnieae  etebt,  oder  wo 
ein  Dreieck  entsteht  aue  elnefli  Viereck  durch  das  Zuaammen* 
fallen  sweier  Seiten:  diesen  besondern  Fall  werden  wir  unten 
hervorheben  und  anafnhrllch  bebandeln,  sewebl  ss^tbetisch»  ab 
nach  der  Coordinatenmethode,  mit  der  noch  nihern  Bestimmung^ 
dass  das  Verbftttniss  jener  Produete  aus  den  Strahlen  den  Werth 
1  annehme,  oder  dass  das  Quadrat  eines  Strahles  (Peipendikela) 
l^eh  sei  dem  Produete  der  beiden  andern  Strahlen  (Perpendikel)* 
Den  Werth  l  kann  übrigens  das  Verhältniss  der  Produete  auch 
unter  andern  Umständen  annehmen,  bei  vier  und  mehreren  Gera* 
den,  bei  snsammenlalleDden  und  gelrennt  bleibenden  Elementen, 
wie  eich  von  seihst  versteht 

}.  2. 

Geschichte  und  Zusammenhang  des  Problems  tmt  der  Theorie 

der  Kegdschnüte, 

Nach  Pappus  war  das  Problem  Im  weitem  Sinne  eine  Klippe 
der  Alten  und  blieb  daher  unberflkrt,  hie  Ihm  D^eeeartes  eine 
neue  Berflhmtbeit  verschafle  dadurch ,  daas'die  erste  Anirendnng 
seiner  analytieeben  Geometrie  oder  Coordinaten-GeomeHie  bestand 
in  der  LSeuug  dieesc  Prohlema  durch  diseelbe«  Seit  Deaeartee 
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Mt  das  Problem  dalM»  Mmnnt  unter  dem  Namen  „Problem  itt^ 
Pappns'S  obgleich  es  schon  den  Scharfsinn  eines  Euldides  und 
A  pol  Ion  ins  erprobt  hatte.  Diese  Geometer  des  Alferthums  haben 
die  AHfirnhe  ircrade  nur  für  droi  oder  vier  (leraH^*  L'elr>st,  in  ^vel- 
chem  Falle  der  gesuchte  peometrisclie  Ort  ein  Kejjc'lschiiiü  ist, 
wie  nachher  be^Tiesen  werden  soll,  wornus  weiter  folgende  allge- 
meine Eiaenschalt  der  Keseischniüe  hervorgeht:    Wenn  ein  be- 
liebi<2:es  \  iereclc  einem  FCeL'elscbnitt  einsfeschrieben  ist,  so  steht 
das  I'roduct  der  Fndeniungen  jedes  Ciirvenpunktes  von  zwei 
Seiten  des  Vierecks  zum  Product  der  Entfernungen  desselben 
Poalctes  Ton  den  beiden  andern  Seiten  in  einem  beständigen 
VerhSltniss»  Ntevrton  hat  dieses  letzte  sehOne  Thedrem  e^iirel* 
teit  in  den  Sinne»  das«  ans  den  Cvrvenponkten  auf  die  Sellen 
MieUg  acbiefe  Strahlen  alatt  der  Perpendikel  gezogen  werden, 
nnd  ven  dem  ao  geatelllen  Tbeorem  eben  rein  geometifaelien 
Benreia  gegeben»  obgleicli  Chaalea  daa  Theorem  Ihm  nur  In 
jenem  engeren  Sinne  aeachreibt  Der  Verfaaser  der  Prineiplä 
mathematlea  pbiloaepbiae  naturalla  bedient  siehindi^em 
Werk  jenen  erweiterten  Theorems  mit  Vortlieil  und  <ie«?andthelt; 
die  an  Ibra  nicht  überrascht ,  aber  doch  immer  Bewunderung  ein* 
flusst,  zu  weiterer  Entwickelung  der  KegeUchnMte.    Die  Werke 
über  Kegelschnitte,  welche  zunächst  nach  dem  genannten  Werke 
Newton 's  erschienen  sind,  haben  von  ihm  dieses  Theorem  in 
ent^erer  oder  weiterer  Fassung  entlehnt,  ohne  jedoch  alle  die  An- 
^vendungen  davon  zu  machen,  deren  es  Hihig  ist;  spater  es 
so  zu  sasen  aanz  aus  der  Theorie  der  Ke^eLschnilte  vtM>ehwun- 
den,  weniL;stens  lanp;e  ohne  Folgen  und  F.ntwickciun^  i^eblieben 
bei  der  blossen  unveränderten  Ueberlieferung  an  bpätere  Zeiten, 
als  wäre  es  zu  ewiger  Unfruchtbarkeit  verdammt.   Diese  Unfrucht- 
barkeit, mit  welcher  dieser  Hauptsatz  Jahrhunderte  hindurch  sieb 
fortschleppte,  während  aicb  au»  Ihm  beinahe  alle  Blgenf^chaften 
der  KegeiaehnItte  ableiten  laaaen,  nnd  die  geringe  Wiehtigkeit, 
welche  bin  anf  die  neuere  Zeit  die  aehünen  Sät|te  dea  Deaa?- 
guea  nnd  Paacäl,  die  natOrÜche  nnd  ao  an  sagen  nnniittelbate 
Felgeningen  darana  aind»  au  ▼erdienen  aehienen,  rufen  nach  Chaa- 
lea eine  aehr  wahre  Bemerkung  des  Bailly  in*a  Gedacbtniaat 
die  neeh  durch  manchen  Beispiel  in  Chaalea  Geschiebte  der 
Geometrie  bestStlgt  wird.   Bailly  sagt  nSmIicb:  ,,Ea  acbmn^ 
dass  die  Ideen,  wie  wir,  eine  Kindheit  nnd  einen  anfanglichen 
Znatand  der  Scbwftche  haben;  bei  ihrem  Entstehen  können  sie 
Boeb  nicht  selbst  xeugen,  sondern  verdanken  ihre  fruchtbringende 
Kraft  erst  dem  Alter  und  der  Zeit."   Seitdem  aber  hat  die  neue 
Geometrie  eg  durch  die  That  bewiesen,  dass  obiges  Tbeorem  vom 
eingeacbriebeneo  Viereck  de^  Kegelacbnitta  als  die  allgemeinate 

1» 
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und  Irucbtbringendäte  Eigenschaft  dieser  Curve  zu  betrachten  ist. 
AU  einfache  Folgerungen  daraus  sind  schon  angedeutet  und  hier 
noch  bestimmter  anuflltoii  $  das  bekannte  niystiache  Sechseck 
dM  Pas  cm  1»  dui  Theorem  de«  Oeeargoes  Ober  die  InvelotloD 
von  den  eechi  Paekteo  eioer  TriDeTersalet  die  entolebeo  defdi 
deo  Dvrcbechoitt  mit  der  Corre  und  mit  deo  vier  Seilen  eines 
eisgeseiiriobenen  Viereck«,  das  bcsttedige  VerbllCnis«  des  Qmif 
drats  einer  Halbcebne  (Ordinate)  «am  Prodect  aas  den  AlMcbnil- 
teo  des  conjogirte»  Dnrchmessers,  das  scbOne  Theorem  des  New* 
ton  über  die  «tOf^Miscbe**  Besehreilmiig  der  Kegelschnitte,  dnrdi 
awei  der  GrOsse  nach  bestftodige  Winkel»  deren  jeder  um  seineii 
festen  Scheitel  als  Pol  gedreht  wird  und  deren  eines  Schenkel- 
paar  svm  Ort  des  DnrefascbDlttspunktes  hat  eine  Gerade»  nacli 
Newton  selbst»  oder  eieen  Kegelschnitt,  nach  der  erweiterten 
dynffiuwoiig  der  neuen  Geometrie,  während  das  andere  Schenkel- 
paar zum  Ort  des  Durchschnittspunktes  immer  einen  Kegelschnitt 
hat,  der  durch  die  beiden  festen  Scheitel  oder  Pole  geht.  Eben- 
dahin gehr»rt  endlich  anch  das  iJaupttheorem  über  das  projecti- 
vische  Verhalten  der  Punkte  eines  Ke{?*»!.«chnitts,  ans  tlem  sich 
um?»ekehrt  die  meisten  Kiirensrhatten  der  Ke^f Isrhnitte  alileifen 
lassen»  nitiobegrifiieo  die  obige  vom  eiogeschriebeoen  Viereck. 

So  viel  sar  Einleitung  Aber  BegriflsbeetlmmQng»  Zaeammeo- 
liang  und  Geechichte  onsers  Problems  Im  Allgemeinen»  da  mit 
der  Rückkehr  snm  Anfang  mid  An^angspnnkt  der  KreislanT  die- 
ser Begrlfsentwlcklnng  geschlossen  ist 

{•  3. 

Bet^rmtkmt^  ilet  aUgmmeimen  JVoMems  durch  Aa$  HUerem 
iVeurfeii's  eem  em^efcfttMeiMis  Viereck  des  KegehchmUs, 

Um  die  hier  gesteckten  Grenzen  nicht  au  Qberschreiten,  heben 
wir  aus  dem  weiten  Umfang  der  Bestimmungen  des  §.  1.  Über  das 
allgemeine  Problem  des  Pappus  ad  tres  aut  plures  linea«  zu 

einlHsslicher  Behanfüunc:  bloss  heraus  die  auf  ein  Viereck  be- 
scbriuiktc  Ortsbcstitunninc:  des  Mittelpunktes  P  der  Strahlen,  wo- 
bei wir  um  des  [,'esrliichtiichcf\  (Gewichtes  willen  auffrischen  wol» 
len  die  peonietrischen  Methoden  New  ton 's  und  seiner  Zeit  an 
folgendem  an  sich  wichtigen  Theorem: 

Wean  iron  einem  beliebigen  Paukte  P  eines  gege- 
benen Kegelsehnitt«  nacfc  den  Selten  einen  einge- 
sckriebenen  Vierecks  ÄBDC  Gerade  gesogen  werden» 
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4«r«B  jede  mit  der  sagehorigen  Seite  einen  bestimm- 
t«B  «overfipdorliebeii  Winkel  bildet,  nlmlicb  PQ 
aaeb  AB^  Ptt  aach  CO»  FS  aaeb  AC,  PT  aaeb  BDt  so 
iat  das  Recbteck  oder  Prodact  PQ.PB  der  Geraden 
aaeb  den  eloen  Paar  Gegeaseitea  lam  Prodaet  oder 
Recbteck  PS,PT  der  Geradea  nacb  dem  aodern  Paar 
GegoDeeitea  la  eiaem  gegebeaea  VerbSItnieee. 

Im  Sinn  nn<I  Geist  der  vom  Einzelnen  zum  Allgemeineo  fort- 
schreitenden  alterlhümlichen  Synthesis  untergehe idet  Newton 
beim  Beweise  dieses  Satze»  drei  Falle,  8owobl  nach  der  Art  des 
Vierecks,  als  nach  der  Richtung  der  6Uableo. 

Erster  Fall.  Das  Viereck  sei  nach  Taf  I.  Fig.  1.  ein  Tra- 
pez mit  den  parallelen  Seiten  AC  und  BD,  und  es  sei  sowohl 
M*Q  PR  paraHel  mit  diesen,  und  sowohl  PS  als  PT  parallel 
aa  eiaer  der  alcbt  |Mirallelen  Seiten  Aß,  Non  iat  nach  aNbekaoa- 
IM  Etgenecheften  der  KegeUebaitle  die  Geiade  XX  doreb  die 
mneB  der  paiallelea  Selten  ala  Sebnea  dee  Kegelacbnitta  eia 
Datcbraeaaer  der  Corvo  and  bilflel  aaeb  den  Abetaad  BQ  swlsebee 
den  Theilpoakten  B  nnd  Q  der  nicht  paralleicn  Seiten,  da  nach 
der  VeraBMctsong  PB  vnd  PQ  in  einer  lo  den  paraMen  Sei* 
teo  AC  und  BD  parallelen  Rlcbtnag  llegeh.  Ole  Mitte  der  Strecke 
BQ  eel  O,  00  Iat  PO  eine  eu  jenem  Darebmeeoer  ZXcoBjeghrfe 
flalbaebne  oder  aogeoannte  Ordinate  (ordiniitim  appticata  ad  dia- 
metmm).  VerlSngere  PO  aach  ÜT,  eo  dasa  OK  gleieb  OP,  so 
Iat  OK  Ordinate  aof  der  andom  Seite  des  Durchmeseera  and  K 
der  aechste  Pnnkt  nnaerer  Cnrre  su  den  fönf  Toransgesetaten 
A,  B,  C,  P,  Da  nun  also  die  Punkte  A,  B,  K  aaf  dem 
Kegelschnitt  liegen  und  PK  die  AB  unter  einem  gegebenen  Win- 
kel schneidet,  so  ist  (Satz  17.  und  IS.  Buch  III.  der  Kegelschnitte 
des  Apollonlus)  das  Rechteck  PQ.QK  zum  Rechteck  AQ .  QB 
in  e5npm  sejjc'spnri)  Verhältnisse.  Aher  QK  gleich  PR  als  Dif- 
fereiize^Ti  der  gleichen  (irösseiipaare  OK  und  Ol*,  OQ  und  Oß, 
und  daher  auch  I^echteck  Pf^  f^/i  gleich  T\c<  bte'  lv  PQ.PR,  und 
folglich  auch  Rechteck  IH^.Pli  zum  Rechtecic  AQ.QB  oder  rntn 
Rechteck  PS.PT  in  einem  gegebenen  Verhältnisse,  wie  zu  be- 
weieen  war. 

Docb  ieb  beafame  mlcb,  daaa  viele  Loaec  den  Apollo nina 
wedw  In  ürschrift,  noch  In  der  Ueberaetsong  Balaama  aar  Hand 
babeOy  mn  den  Beweie  den  ao  eben  aogeflibrton  Sattea  aelbat 
aachaoaeblagea ,  wenn  er  ihnen  nicht  schoa  verber  geläufig  iat, 
sei  es  ans  synthetischeo  Hfilfsmitteln  oder  ana  analytischen  der 
Caerdinaten*GeeBetrle,  eine  VoiemaBtinng,  die  nicht  aHaa  aa* 


Digitiiicü  by  Google 


6 


ßränäii:  ßßi  Problem  de»  Pßppus» 


venlolitlidi  aufgestellt  werte  d«r£,  ile  Jener  Sets,  der  oSditte 
Verwandte  vom  Peteessats  im  KieUe,  selbst  in  eeefllkrliciien 
(HaiMUbttclieni  der  Coordinaten-Gemnetrie  fehlt 


Daher  sei  für  alle  Fllle  so  Icon  als  möglich  ein  anderer 
Beweis  jenes  Satzes  hier  versneht 

Lehrsatz.    Weno  durch  irgend  einen  Puolct  Q  innerhalb  oder 

ausserhalb  eines  Kegelschnitts  zwei  der  Lage  nach  [(gegebene 
Gerade  so  cezoo^cn  werden,  das»  sie  die  Curve  treffen,  so  steht 
das  Rechteck  aus  dt-n  Ahsrhnittpn  rfcr  <^inen  Sehne  7.\\\\\  Ivecht- 
eclc  aus  den  Abschiiilten  der  andern  öehne  in  (In ein  hr.stan<iisj;en 
Verbältniss,  oder  nach  Taf.  1.  Fig.  1.  ist  AQ,QliiPQ,QK  ein 
g^ebenes  VerhäKniss. 

Bewti§,  E  r ster  P  all.  Man  verbbde  in  Taf.  t  Fig.  1.»  die  der 
Leser  aas  «ich  seihet  er^nae»  welle,  den  Theilpoiikt  Q  der  Aß 
mit  dem  Centrnm  lU  des  KsgeUchnitts  dnieh  den  Durchmesser 

FIUQG,  dessen  Enden  seien  jPund  G,  ziehe  aus  dem  Curveopuahie 
A  die  zu  diesem  Durchmesser  conjugirte  Haliisehne  oder  Ordinale 
AE=sy,  ^tzen  wir  ferner  für  die  Dnrchmesserahschnitte  ans 
dem  Fusspunlct  E  der  Ordinate  FE=m,  GE=n,  so  haben  e^r 
nach  einer  wohlbekannten  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  y^:mn=sp 
oder  das  VerhSltniss  des  (Quadrates  der  Ordinate  zum  Rechteclc 
der  Durchniesserabsrhnitte  ist  ein  p:egebenes  (Apoll.,  Kegelscbn., 
1.  Bd.,  21.  äatz).  Nun  ist  der  Winke!  AQP  zuischen  AB  und 
PQ  eio  gegebener,  und  sicher  auch  der  Winkel  (r,  ar)  zwischen 
AQ  —  r  und  dem  Durchmesser  F3tQfr  als  der  Axe  der  ar,  eben-  . 
80  der  Wiukel  (a:,  ij)  zwischen  derseiben  Axe  <ier  .r  und  der 
dinate  AE^y,    Es  sind  al^o  gegeben  die  V erhälintsse: 

f^imn^p  und  r< : =i Sin ^d;»y):Sin*(r 
und  daraus  auch  zusammengesetzt: 


Auf  dieselbe  Art  helcommen  wir  aus  QB  =  q  und  BL  aU 
Ordinate  aus  dem  Curvenpuakte  ü  auf  denselhen  Durchmesser 
FMQG  als  Axe  der  x  das  gegebene  Verhfiltniss  ff^i^vz=.p,  des- 
sen Werth  p  derselbe  gebliehen  ist  wie  vorhin,  wenn  FL^^ 
und  GL  =  ¥  vorstellen  die  Durchmesserabsehnitte  aus  dem  Fuss« 
punkte  L  der  Ordinate  BL,  wozu  kommt 


als  ebenfalls  mit  den  fraglichen  Winkeln  gegebenes  Verhältnis« 
und  gleich  an  Werth  dem  vorigen  Ninusverhältniss.  Aus  diesen 
beiden  Verbältoissen  aber  iiekoramen  wir  durch  Zusammensetzung ; 


r*:mji  =  pz  oder  i'^^nmpt* 


(1> 


—  Olli -(o:,  ^;  ;  ^iiii  -(o,  .r)  =  s 
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p*:f*y  =  p«  oder  ^^=^417».  (1) 

NuD  geben  die  GleichuDgen  (1)  und  (2)  r^sjMVmiifiv  oder  du 
Prodact  AQ,ßQ  al«  ein  gegebenes. 

Dleeelbe  Taf.  1.  Fig,  1.  mit  den  nStbigen  EigSniongen  gibt  ftr 

PQ  =  H,  KQsst  mit  Beng  nnf  den  nfimlichen  Durchmeseer 
PMQ€l  und  mit  Hälfe  der  conjugirten  Halbeehoen  oder  Ordinaten 
•m  P  nnd  K  auf  deooelbon  da«  Prodnet  av  oder  PQ .  als 
ein  gegebenes,  wenn  auch  wegen  der  Verschiedenheit  der  Win- 
kel einen  andern  Werth  desselben.  Daher  ist  anch  das  Verhält- 
niss  r^:w>  oder  AQ.BQiPQ.KQ  dieser  ProducCe  ein  gegebe» 
nes«  w.  s.  b.  w. 

Zweiter  Fall.  Sefien  wir  nnn  daa  Viereck  ABDC  habe 
gar  keine  paratlfflen  Seiten  oder  sei  ein  Trapeaoid.  En  ael  aber 
In  Taf.  L  Fig.  %  PS  Bowobl  ala  PT  parallel  an  AB^  und  daher 
dieae  beiden  Strahlen  in  einer  Ricfatnng,  ebenso  PQ  and  PB 
parallel  so  AC»  nnd  daher  in  einer  Richtung.  Nun  siehe  man 
meh  die  Hflilslinie  Bd  parallel  zu  und  verl&ngere  sie  bis  zum 
IhirchschnitC  mit  der  Richtung  ST  in  t  \  diese  Huirslinle  Bd  treffe 
aagleidi  den  Kegelschnitt  in  d.  Ziehe  Cd,  die  PQ  in  r  schneide, 
au  PQ  und  parallel  die  DMN,  die  Cd  in  M  und  AB  m  N 
schneide.  Nun  sind  die  Dreiecke  BTi  nnd  BDN  äliniicbt  und 
darana  folgt  die  Proportion : 

BtiTt^BNiBN  oder  PQtTt^DNiBN; 
ebenao  diese: 

JIr;  DMmsAQ:  AN  oder  Ar:  PSz=.  DMi  Alf  ; 
dvrcfa  Znsammensetaong : 

PQ.RriTi.PS^^  DN.DMi  AN.  BN, 
und  nach  dem  ersten  Falle: 

PQ,Pr:PS.Pi=^DJU.DJ\:Aiy.BJS\ 

nad  daher: 

PQ,(Pr-^Br)iPSiPt-'T(^z=DM,DNiAN.BN 

oder 

PQ.PR:PS.PT=iDM.DN:AJS.BN, 

oder  das  Verhältoiss  jener  Keclitecke  eiu  j^egebeiieö.  Daun  Bd 
iat  der  Richtung  nach  gegeben  mit  der  Richtung  AC  und  PQ, 
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und  mit  dem  Kegelschnitt  auch  der  Durchschnittspunict  d,  daher 
auch  Cd  mit  C  und  d*  Durch  die  AC  und  PQ  ist  auch  gegeben 
die  Richtung  DMN  aus  dem  gegebenen  Punkte  D,  daher  auch 
ihre  Durchschnittspunkte  M  und  iV  mit  den  gegehenen  Cd  und  AB, 

Damit  »st  endlich  flas  Verh;il(nl8s  der  Rechtecke  DM .DN.  AN  BIS 
ein  gegebenes  mul  nacb  <l<!r  letzten  Proportion  auch  ilafc»  ^  er- 
hSltniss  der  Rechtecke  PQ.PHiPS^PT  ein  i^egebenes,  wie  zu 
beiveisen  war. 

Dritter  Fall.  Setzen  wir  endlich  ein  Trapezoid  wie  im 
▼origen  Fall,  nach  Tnf.  1.  Fig.  3.  aher  keinen  Strahl  PQ,  PR^ 
PS,  PT  parallel  zu  irgend  einer  Seite  AC  oder  AB,  sondern 
zu  denselben  unter  beliebigen  Winkeln  geneigt.  Anstatt  dersel- 
ben ziehe  Ptf,  Pr  ])arallel  zu  AC,  und  Ps,  Pt  parallel  zu  AB. 
Und  wetzen  der  gpiirchenen  Winkel  der  Dreiecke  PQf/ f  PKr,  PSs, 
PTt  sind  auch  geiieben  die  SeitcnverhiiltniKsc  PQ:Pq,  PR'.Pr, 
PS'.Ps,  PT'.Pl  und  damit  auch  die  zusammengesetzten  Verhält- 
nisse PQ.PR'.Pq.Pr  und  PS.PT.Ps.PL  Aber  nachdem  oben 
Bewiesenen  ist  das  Verhältniss  Pq.PrxPs.Pt  gegeben,  aiso 
auch  das  Verbältniss  PQ.PHiPS.Pf,  wie  zu  beweisen  war. 


Vm^dirler  Ld&taH  Newi^nU,  (Taf.  I.  Fig.  4.) 

Es  Bei  wie  ira  Vorigen  cegeben  ein  beliebiges 
Viereck,  und  das  Rechteck  PQ.PP  der  Strahlen  aus 
einem  Punkte  P  nach  zwei  Gegenseiten  stehe  zum 
Rechteck  PS.PT  der  Strahlen  aus  demselben  Punkte 
nach  den  zwei  andern  Seiten  in  einem  gegebenen  Ver- 
bttltnisse:  so  ist  der  Ausgangspunkt  P  der  iStrahlen 
auf  einem  Kegelschnitte,  der  dem  gegebenen  Viereck 
tinaebrieben  Int. 

Beweis.  Durch  die  vier  Ecken  A,  B,  C,  D  des  gegebenen 
Vierecks  und  irgend  einen  fünften  Punkt  p  aus  den  unendlich 
vielen ,  unter  obiger  Bedingung  mogJicfien  Punkten  P  sei  ein  Kegel- 
schnitt  beschrieben:  so  behaupte  ich.  der  Punkt  P  liect  immer 
auf  dieser  Curve.  Denn  angenonimeti  «las  Gegentheil,  so  ver- 
binde diesen  Punkt  P  mit  einer  Ecke,  z.  B.  des  Vierecks,  so 
wird  die  AP  den  Kegelscbnitt  in  einem  andern  Punkte  ala  in 
P  treffen,  etira  in  b,  wenn  ea  niGglicb  iat«  Daber  aiebe  man  ana 
dienen  Pnnlitea  p  und  h  naeb  den  Seiten  den  Viereeka  Strablen 
Pf'  P^*  P*»  P^f  ^«  ^9»  ^  ^^^^  gegebenen  Winkeln,  ao 
wird  naeb  dem  verigen  Lebraaiie  beateben  die  Ph»petlien: 


f 
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bk.b^-MMszpg.pripi.pt^PQ.PRtPS.PT  (naeh  der  Voi- 
aoMelioag).  Aber  wegee  der  Aelmlicbkeit  der  Viere«|ce  bkäg, 
PQA8  besteht  auch  dieee  Proporiion:  bkih$^PQiP8\  diese 
gibt  mit  derVorl^en :  bg :  bäss  PRi  PT,  snd  daher  die  gleichwink- 
ligen Vierecke  D^bd,  DRPT  Xhnlich»  so  dass  ihre  Diagonalen 
Dby  DP  zQsammenfallen  mflsMii.  Also  fHllt  b  in  deo  Dnrchsehnitt 
d«r  Geraden  AP  nnd  DP  oder  HUIt  mit  dem  Punkte  P  anaam- 
men.  Daher  mnas  der  Punkt  P,  wo  er  aach  angeoommen  wird» 
noter  obiger  Bedingung,  fallen  auf  den  oben  beatimmten  Kegel- 
schnitt, wie  an  beweisen  war. 

Zusatz.  Wenn  f?aher  aus  einem  gemeinsc ha ft liehen 
Auagangspunkte  P  flrei  Strahlen  PQ,  PR,  PS  nach  drei 
der  Lage  nach  i^egtltonen  Geraden  AB,  CD,  AC  oder 
naeh  den  Seitenricbtimgon  eines  Dreiecks  gezogen 
werden,  so  da»»  zu  jeder  festen  Geraden  ein  Strahl 
gehurt,  mit  ihr  einen  gegebenen  Winlcel  bildet  und 
zugleich  das  Rechteck  PQ.PR  aus  zwei  Strahlen  zum 
Quadrat  PS^  des  dritten  Strahls  in  einem  gegebenen 
Verhiltntsse  steht:  se  liegt  der  gemoiosehnftliche 
Anagangspunkt  P  der  drei  Strahlen  auf  einem  Kegel« 
schnitt,  welcher  die  Geraden  AB^  CD  in  A  nnd  Che« 
rflhrt,  und  umgekehrt:  Wenn  gegeben  ist  »in  Kegel« 
schnitt  mit  sivei  Tangenten  JB,  CD,  ihren  Berflhrungs- 
pvnkten  A  und  C,  nnd  folglich  der  Berflhrnngssehne 
AC»  nnd  es  werden  ans  einem  beliebigen  Curvenpunkte 
PStrnhIen  unter  gegebenen  Winkeln  nach  jenen  drei 
Geraden  gesogen:  so  steht  das  Rechteck  PQ.PB  der 
aneh  den  Tangenten  AB,  CD  gezogenen  Strahlen  som 
Quadrat  PS*  des  nach  der  Beriihrungssehne  geso« 
genen  Strahls  in  einem  gegebenen  Verhältnisse. 

Denn  in  Taf.LPig.4.  fsllo  die  Gerade  BD  snsammen  mit  der 
Geraden  AC,  ohne  Aenderung  in  der  Lage  der  drei  Geraden 
AB,  CD,  ACi  ferner  falle  der  Strahl  PT  snsammen  mit  dem 
Strahl  PS,  so  wird  ans  dem  Rechteck  PS.PT  das  Quadrat  PiS* 
oder  P7*,  und  die'Geraden  AB,  CD,  welche  die  Corvo  in  Je 
swei  Punkten  A,  B\  C,  D  scbnltCen,  kOnnen  aie  nun  in  jenen 
snaammenfallenden  Punkten  nicht  mehr  sehneiden,  sondern  nnr 
noch  berflbren. 

"Erklärung.  Der  iSame  Ko[?eIschnitt  wird  hier  im  weitesten 
Sinne  gefasst,  so  dass  er  auch  in  sieh  8chlie»i»t  sowohl  den  gerad- 
lini^^en  ^Schnitt  durch  den  Kegelscheitel,  als  den  kreisfDrroigen 
äciiniU,  der  paruiiel  mi  zur  kegeliiasis  im  aulrechten  und  sehie* 
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fem  K6g«i»  «1«  deo  krettflSrmigen  Selmitt.  der  astfpimM  Ist  wm 
Kegelbasfi  im  aeliier«i  Kegel. 

Anmerkung.    Die,  Icl/Je  Unterscheidung,  obgleich  hier  über- 
gangen von  Nevrtoi»  und  von  uns  beigefüizt,  kann  jenem  uninug- 
lieh  fremd  gewesen  sein,  da  er  ja  überall  zu  diesen  Be^'eisen 
den  Apolloniu«  anruft,  der  dieses  Alles  scharf  nnter8cheidet. 
Denn,  um  zur  Sache  zurückzukehren,  nenn  der  Punkt  }>  auf  ir<rend 
eine  Gerade  der  Punkte        B,  C,  I)  fiillt,  so  verwantltlt  sich 
der  Kegelschnitt  8ofort  in   ein  Paar  (jcrailer,   deren  eine  den 
Punkt  p  enthalt,  deren  andere  eine  Gerade  irgend  zfreicr  andern 
Punkte  ist,  und  dats  Verhältniss  der  Rechtecke  bekuninit  0  zum 
^^wtba.  Wenn  swei  gegenüberliegende  Winkel  des  Vierecks  ein- 
ander Ba.zirei  Rechten  nrgänzen  und  die  vier  Strahlen  PQ,  PR, 
PS,  PT  reehtHriakiig  eder  acbief»  aber  unter  gleieben  Winiceln 
nach  den  Seiten  geaogen  werden,  und  da«  Rechteck  PQ.PB  den 
einen  Strablenpaare«  gleich  iet  dem  Rechteck  PS*PT  den  an- 
dern Strahlenpaaresy  eo  Uit  der  Kegelechnitt  ein  Krelc.  Daeeelbe* 
findet  Statt,  wenn  die  .vier  Strahlen  awar  unter  ungleichen  Win- 
keln nach  den  Seiten  gezogen  tverden,  aber  mit  der  Bedingung, 
da68  das  Rechteck  PQ.PR  de«  einen  Strahlenpaares  zum  Recht- 
eck PS.PT  sich  verhalte  n-ie  das  Rechteck  aus  den  Sinus  der 
Winkel  (PS,  AC)  und  {PT,  BD)  zum  Rechteck  aus  den  Sino« 
der  Winkel  {PQ,  AB)  und  {PR,  CD),  so  das«  die  Strahlen  und 
ihre  Winkel  zu  den  Seiten  in  timgekehrter  Ordnung  erscheinen. 
In  allen  andern  Fällen  ist  der  Ort  des  I^unktes  P  als  des  gemein- 
ScIiatUichen  Ausgangspunktes  der  Strahlon ,  eine  der  drei  eigent- 
lichen kegelfichnittlimjmi.    Statt  d»'s  <ieiiu'lnoh  Vierecks  AiiCD 
kann  aber  gesetzt  werden  das  voilstandige  \  ierseit,  das  alle  Ge- 
raden der  vier  Punkte  Ay  B,  C,  D  zu  Seiten  bat.   Es  kann  aber 
auch  von  den  vier  Punkten  A  ^  B ,  C,  D  eines  solchen  Vierseits 
einer  oder  ein  Paar  ins  Unendliche  hinausrücken,  uodurch  die 
Geraden  parallel  werden,  die  sonst  in  jenen  Punkten  convergir- 
ten.   In  diesem  Falle  geht  der  l^egelscbnitt  durch  die  flbrigen 
Punkte  und  verwandelt  eich  in  ein  Paar  Paralleler. 

4 

ConsirueUtm  sunt  Probtetn  des  Pappus, 

Aufgabe.  Zu  finden  einen  Punkt  P,  aus  dem  vier 
Strahlen  PQ,  PR,  PS,  PI'  nach  vier  gegebenen  Gera- 
den AB,  CD,  AC,  BD  der  jReihe  nach  unter  gegebenen 
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Winkeln  gezogen,  geben  ein  h csti mmtei»  VerhSltnist» 

4er  Rechlecke  PQ  PR  und  PS.PT. 

Die  (ieradcn  AB,  CD,  nach  welchen  die  das  eine  Rechteclc 
bildenden  Strahlen  PQ ,  PH  gezogen  werden,  schneiden  die  an- 
dern zwei  Ceraden  in  den  Punkten  A ,  B,  C,  D,  Am«  flueiu 
dieser  Punkte,  z.  B.  A,  ziehe  in  heÜeliiger  Richtung  eine  Gerade 
AU ,  auf  welcher  der  gesuchte  Punkt  P  liefen  soll.  Diese  schneide 
die  Gegenseiten  BD,  CD,  die  erste  in  //,  die  zweite  in  J.  Weil 
nun  alle  Winkel  der  Figur  ijcgeben  sind,  so  sind  damit  auch  ge- 
geben die  Vcrhiiltnisse  PQ.PA,  PA  :  PS,  und  daher  das  Ver- 
hftltniss  PQ  zu  PS,  Das  vorausgesetzte  Verhältniss  der  Recht- 
ecke ist  PQ.PRiPS.PT;  dieses  dividirt  durch  das  vorige  gibt 
PRiPT,  dieses  susaibmeDgesetit  mit  PJtPM  gibt  PJtPT,  ood 
diasas  stwuniseBitesetsI  mit  PTi  PH  gibt  eodileb  PJtPH  mä 
damit  aacli  den  Pookt  P,  der  m  flnden  war. 

Zusatz  1.  I);ilier  kann  au«  fi  zu  jedem  beliebigen  Punkte  D 
unter  den  unendlich  vielen  l^unkten  die  unter  obiger  Ortsbe- 
din;_'uri^  möglich  sind,  eine  Tangente  gezogen  werden.  Denn  in 
Taf.  I.  Fig.  6.  geht  die  Sehne  PD  in  eine  Tangente  zum  Punkte 
D  über,  sobald  die  Punkte  P  nnd  D  maammenrallen,  d.  b.  wenn 
,din  AB  doreli  den  Pmkt  D  geht,  also  In  AD  abergeht  lo  die- 
sem .Falle  wird  das  letste  VerhSItnlss  der  bis  snm  Verschwinden 
abnehmenden  Abschnitte  PJ  und  PB  mK  HtiUb  des  vorigen  Be-  ^ 
weises  gefunden  wie  folgt:  Man  siehe  Dg  parallel  sn  PQ»  Di 
parallel  sn  PT,  als  dem  Curvenpnnfcte  D  entspreehende  Strahlen 
SU  AB  und  AC,  deren  jeder  mit  der  zugebSrigfin  Geraden  immer 
seinen  gegebenen  Winkel  biMen  solL 

Nun  geht  unsere  obige  Bedingung»  dass  PQ,PRiP8*PT 
ein  gegebenes  Verhiltaisji  sei,  durch  die  besondere  Lage  des 
Pnnktes  P  bei  D  unmittelhaf .  aber  in  (/l9-l-sr>,A>;(Af -f  ^).|^ 
weleher  Ausdmek  denselben  gegebenen  Werth  hat,  und  wo  F 
vorstellt  einen  Punkt,  dessen  Entfernung  von  D  hte  aum  Vor> 
sebwiodeo  abnehmend  gedacht  wird,  so  dass  x  und  y  gleiehAdis 
and  gleichzeitig  mit  und  Pt  bis  zum  Verschwinden  abnehmen. 
Nun  verschwinden  die  unendlich  kleinen  x  und  y  vor  den  end- 
lichen Grossen  Dq  und  Ds,  ao  dass  wir  haben:  Dq.  PriDt,Pt^ 
gleich  demselben  Werth,  den  wir  ftir  PQ,PRxPS,PT  voraus- 
gesetzt haben;  Dq  und  Ds  sind  nher  durch  die  besondere  Lage 
des  Punkte.«'  /-*  bei  D  iinmittellKir  gegeben  und  dnniit  auch  das 
letzte  Verhältniss  Pr:Pt  der  bis  zum  Verschwinfieii  abnehmen- 
den Pr  und  Pt  oder  die  „ultima  ratio  evanescentiura*'  mittelbar 
bestimmt,  so  «ir  haben,   PQ .  PR  :  PS .  PJ' =s  g  vorausj^e- 

aetut,  PriPl^g.Dni  Üq,  wo  das  Verbältois«  der  onendlich  klei- 
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WHkPtwttA  Pi  flberMtel.lst  in  efai  VciUltniM  mdMm  Ciiwee 
und  erst  dadarah  sar  CoMtraetton  geeignet  eneehelDt  Nea  lieba 
meii  nach  Newton  CfV  parallel  sn  iil>t  tbeile  »te  in  Jenem  letsten 
VerhiHniaa  der  JP  und  Ph  in  B  nad  aiebe  DE  als  gesncbte 
Taageafe,  weil  CP»  derea  Eadpaakt  F  auf  der  Ricbteag  BD^  nad 
daa  veracbwlndeod  kleine  /£f»  naendlich  nahe  ao  /),  zu  einander 
uod  zn  AD  parallel  sind  und  daher  auch  in  E  und  P  in  deneel- 
bea  Verhiltoiaa  getheilt,  das  als  lefztc^:  Verfafiltniss  der  bis  zum 
Verschwinden  abnehmenden  JP  und  PJi  aus  dem  letzten  Ver- 
bSItniss  :  Pt  abgeleitet  wird  wie  im  vorigen  Beweis  JPi  PU 
aus  der  Bedingung  PQ  .PHiPS,PTssg  und  deo  äbrigea  gee* 
metriacbeo  BedinguogeD. 

Nocb  anmittelbarer  liaat  aieb  aber  nach  Taf.I.Fig.5.a.  die 
Tangentenriebtaag  DE  ana  dem  einmal  gefandeaen  lefsten  Ver- 
biltnlaa  PriPt  beatbnmen  wie  folgt:  Man  alebe  Mq  parallel  an 
PR  ana  einem  beHeblgea  Poakte  ^  der  CD  la  beliebiger  Länge» 
dnreb  ibrea  Endponkt  JV  eine  Gende  Cr  parallel  an  CD,  aas 
einem  beliebigen  Punkte  %  der  BDF  die  Nr  parallel  an  BDF,  ae 
daaa  Mq-.Nt^  Pr  .  Pt  =  g.  DsiDq,  d.  h.  die  Länge  der  iVr  nach 
Maassgabe  des  letzten  Verhältnisses  Pr:Pt;  durch  den  Endpunkt 
£i  eine  Gerade  K  parallel  zu  BDF:  der  Treffpunkt  L  der  Gera- 
.  den  G  und  K,  verbunden  mit  Z>,  gibt  die  gesuchte  Tangente  des 
Kegelschnittes  im  Punkte  D.  Der  Leser  möge  in  Taf,  L  Fig.  5. 
die  nüthigen  Ergüoauogeo  aelbst  machen. 

Zusatt  3.  Daraua  kann  auch  naeb  Taf.  f.  Flg.  6.  die  Orte* 
eorve  dea  Pnnktea  P  beatlmmt  werden.  Dnreb  irgend  einen  der 
Wer  gegebenen  Piinkte  A,  B,  C,  D»  a.  B.  durch  Af  aiebe  eine 
Tangeate  AE  der  Orlaeunre  and  durch  Irgend  einen  andern  Punkt 
B  eine  Parallele  BF  zu  deraelben,  deren  Treffpunkt  mit  der 
Carve  F  aei';  dieser  wird  aber  n^pfunden  nach  der  Analysia  der 
vorigen  Aufgabe.  Dann  häifte  BF  m  aus  dem  Beriibronga- 
punkt  A  der  Tangente  AE  ziehe  AG  nach  der  Mitte  G  der  pa» 
rallelen  Sehne  BF  unbestimmt  lang,  so  ist  AG  eine  Durcbmes- 
aerrichtung,  zu  welcher  die  Sehne  BGF  conjugirt  ist.  Die  AG 
treffe  die  Curve  in  //,  dann  ist  AU  eine  Durchmesserlänire,  welche 
mit  dem  Parameter  p  gibt  die  Proportion  p:  AH  =  BG^:AG .GH, 
Wenn  kein  Durchschnitt  Statt  findet  zwischen  AG  und  der  Curve, 
oder  wenn  AU  unendlich  gross  wird,  so  ist  die  Ortscurve  eine 
Parabel  und  der  zu  AG  gehörige  Parameter  (latus  rectum  oder 
BG^ 

ereetnm)  bt  -^q»  Wenn  aber  die  Punkte  A  und  H  auf  derael- 

l>en  Seite  von  G  liegen  in  endlicher  Entfernung,  so  ist  die  Orts* 
curre  eine  Hyperbel ;  eine  ElUpae  biogegen,  wean  A  und  0  an 
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beid«!  Mton  tm  G  Degm  in  •ndlidier  EiilftraiiDg;  m  dem, 
dami  der  WinM  AGB  «in  reebtar  nnd  «uMerdem  das  Qua- 
drat Jr€r*  ikicb  dam  Recbtacfc  AG,  GH,  in  welcbem  Falle  ein 
Ktei«  aicb  «rgibt.  Damit  iat  alao  auaainandergesefot  die  Avfgabe 
der  Altan.de  qnatnar  lineia,  die  vod  Eublid  anfgeatallt  nnd  in 
der  LSanng  begonnen,  von  Apallonlaa  fertgefübrt  worden  tat» 
Ond  iwar  gibt  dieser  Zaaatz  die  ÄuflGaung  niebt  dnrcb  Reeb- 
ming.  aondera  darcfa  geomctriaebe  Conatmction,  wie  aie  die  Alten 
nnalreblen. 

Uff«  lV»fr/em  des  Papfu$  im  Kreise  und  tutg^/Mi  beidkrünftt 
amf  drei  Gertide,  me  der  ¥Vertk  des  VerkSdimsses  i  t#l« 

Schon  oben  in  §.  4.  im  Zusatz  zum  umgekehrten  Lehrsatz  des 
Newton  ist  das  Problem  des  Pappas  aafdrei  Gerade  bescbränkt 
worden.  Eine  noch  engere  ße^rSnzunc?  desselben  liegt  darin, 
wenn  jenes  die  Ortsbedingung  des  Punktes  P  enthaltende  Ver- 
bSltnise  des  Rechtecba  sweier  Strahlen  zum  Quadrat  des  dritten 
Strabia  den  Wertb  1  annimmt»  d.  b.  weno  daa  Recbteek  aweler 
Strablmi  gleicb  iat  dem  Quadrat  dea  dritten  Strablea  nnd  zngleieb 
die  Strablen  auf  den  festen  Oeradeo  aenfcrecbt  eteben.  Ancb 
In  dieaer  Baach r&nicnng  der  Aefgabe  gebt  im  Altgemebien  ein 
Kegeledniitt  ala  Ortacmre  aoa  deraelben  bervor;  wenn  aber  noeb 
beatimmler  die  drei  laaten  Geraden  ein  gleicbacbenkligee  Dreieck 
bfldea,  ao  spricht  aleb  daa  Ergebniaa  nnaerer  Ortabealimmang 
ana  In  dem  Lebraatae: 

Der  geemetriacbe  Ort  des  Pnaktea  P,  deaaen  Ent» 
fernnng  von  der  Grundlinie  einen  glelcbacbenkligen 
Dreiecke  daa  geometriaebe  Mittel  iat  awiacben  den 
Entfernnngen  deaaelben  Punkten  von  den  gleleben 
Scbenkela»  gibt  ala  Ortacnr?e  einen  Kreia«  welcber  die 
beiden  gleleben  Sebenkel  In  den  Baaiaecken  berflbrt* 

Beweis*  £e  ael  alao  in  diesem  Ende  in  Tat.  I.  Fig.  7.  ab 
gegelien  angenommen  der  Punkt  C  mit  der  Beatlromnng,  daaa 
aelae  Entfernung  CD  von  der  Grundlinie  AB  des  gleicbaebenbil- 
gen  Dreieeiw  daa  geometriaebe  Mittel  aei  swiaeben  aelnen  Ent- 
fernungen ,CP  und  CQ  Ton  den  Scbeokeln  AG  und  BG  des 

Draiaeks,  daaa  alao  besCebe  die  Vorausaetning  G!^=  CP. CQ, 
und  ea  aei  au  aueben  der  Ort  dea  eo  bestimmteo  Punl[tea  C 

Nun  ist  Winkel  a  =  DCQ  =  DCP=  ABG  =  BAG  wegen 
der  Perpendikuiarität  der  Scheoicei;  aus  der  Voraussetzung  aber 
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folgt  die  Proportion  CP:CD=  CD.CQ  ;  also  io  den  Dreiecken 
CDP  und  CDQ  ein  Winlcet  gleich  ond  die  einschliessenden  Sei- 
ten in  gleichem  Verhfiltniss,  womit  hergestellt  ist  ihre  Aehnlich- 
keÜ«  Zagleich  sind  ADCPnnd  BDCQ  Kreissehnen  Vierecke,  und 
zwar  speclell  solche,  wo  eine  Diagonale  zugleich  Durchmesser 
de«  iini^*ohrieli(Pnen  Kroise« ,  woil  «egen  der  Perponclikpl  Cf^,  CP, 
CQ  ein  Paar  (iVfjermiukel  Hechte  sind,  vroraus  <iie  in  der  Figur 
mit  denselben  Buchstaljen  bezeichneten  Winkel  gleich  sind,  und 
daher  die  Dreiecke  ^/>/^uud  BDQ  ebenTalls  ahnlich;  aber  auch 
Winkel  ACB  ^  y ^ ß  =  ABG  —  BAG  oder  gleich  dem  Win- 
kel an  der  Grundlinie:  was  den  Ort  des  Punlvtes  C  constituirt 
alis  den  Kreis  auf  der  SehüG  AiJ,  welche  abschneidet  das  Seg- 
menty  das  den  Peripheriewinkei  a  =  ABG:=JJAG  ia  sich  fasst; 
sogleich  berührt  der  Kreis  die  Schenkel  AG  und  BG,  wie  zo 
bevreiseo  war.  ' 

Umkekmng  de$  vorigen  Satzes, 

Ist  gegeben  ein  Kreis  mit  zwei  Tangenten  und  ihren 
Berfihru ngsp u n kten,  also  auch  der  Berührungssehne 
ABl  80  ist  die  Entfernung  jedes  Peripherieponktes 
von  dfer  Berfibrungsselitie  das  geometri«ebe  Mittel 
swiaeheii  aeinen  Entfernungen  von  den  Tangenten. 

Der  Satz  Toni  Huhenqoadrat  des  rechtwinkligen  Dreiecks  oder 
vom  Qua«!rat  der  Ordinate  auf  den  Dnrchniessor  bildet  am  besten 
den  Eint;an<4  zu  einem  besondern  Falle  unser«  Satzes  und  damit 
auch  den  Lebergang  zu  unserm  al!i:rrii(Mnpn  Sat^e  selbst.  Wer 
den  nämlich  an  die  Enden  des  Dtiicliniessers,  auf  welchen  die 
Ordinate  gefällt  ist,  Tangenten  gelegt,  zugleich  die  Durchmes- 
serrichtung parallel  mit  «ich  selbst  verschoben  bii*  an  die  Peri- 
pherie, so  lautet  der  Satz  vom  Quadrat  der  Ordinfite,  weil  durch 
jene  Verschiebung  die  Durchmeaecrabschnitte  die  Alaasse  abge- 
ben für  die  Entferanngen  des  Peripberiepunktea  von  jenen  (paral- 
lelen) Tangenten,  folgendermaasaen : 

Die  Entfernung  jedes  Peripheriepunktes  von  einem 
Durchmesser  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen 
den  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  Tan- 
genten in  den  Enden  des  Durchmessers. 

Nun  Hegt  die  Vefaaa— itawng  iiabe»  dasa  der  Sali  allgeareiaar 
gelte  in  olrfgtr  Paaaang.  Data  iat  der  Bewein  folgender  t  Wird 
nocb  io  Taf.I.Fig*&  der  Fnaapunkt  D  der  Ordinate  CD  verbm- 
den  mit  den  FBoapanktea  P  ond  Q  der  Perpendikel  auf  die  Tan-, 
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Sentoo«  io  baben  wir  venu  Hg e  der  PerpendiM  zir«i  KreicMliBao» 

Vierecke  CDAP  und  CDßQ  mit  ihren  Diagonslen  AC  und  DP, 
BC  und  DQf  die  mit  den  «Seiten  die  Paare  gleicher  Wiokel 
machen,  die  mit  denselben  Buchstaben  a  and  ß  lie/oichnet  aiii4» 
bei  A  und  P,  bei  A  und  />;  dasa  aber  auch  die  Winkel  o  und 
ß  bei  A  und  B  einzeln,  denselben  Buchstaben  entsprechend ,  eio- 
ander^gicich  sind,  folgt  aus  der  F/igeii8chaft  der  Tangentenscbneo- 
trinke!,  so  dass  aus  der  (»leirfifieit  der  Winkel  folgt  die  Aehn 
lichkeit  der  Dreiecke  CDP  und  CIJQ  mit  der  gemeinsohafflfcbei» 
Seite  CD,  worauf  eben  Alles  ankain  cur  £rseuguog  der  atetigen 

Proportien  PCiCD^  CDiCQ*  wo  aar  beaeeren  Geberaicbt  der 
Jeder  Seite  gegenfiberatebeode  WiDkelbucbafabe  oben  daraof  ge- 
,  aetat  werde,  «mI  dieae  PropertioB  lat  die  Bebauptong,  die  an 
bewelaen  war, 

Aw»miMmg  des  vorigen  Salzet  muf  tUu  Kreiss^nemnere^ 

Schon  oben  in  §.4,  ist  nach  Ne«*ton  hervorgehoben  worden 
der  Fall,  wenn  als  die  dnTvh  das  Problem  des  Pappua  bestimmte 
Ortscarve  der  Kreis  hervorgeht  ans  dem  Viere' k  Darauf  kom- 
men "ir  hier  wieder  zurück,  nicht  r»ur  des  näheren  Nachweises 
wegen,  Motulcni  weil  der  Uewei«  jenes  besonderen  Falles  nur 
eine  wiederholte  Anwendung  unsers  so  eben  bewiesenen  iSatzes 
ist.  Ist  nämlich  in  i'af.  II.  Fig.  9.  ^»egehen  das  Kreissehnenviereck 
ABKL  mit  den  Tangenten  an  den  Fcken,  der  iiinitc  freie  Punkt 
C  anf  der  l*eripherie  des  umschriebenen  Kreises,  aus  C  auf  die 
Seiten  der  Figur  geföllt  die  Perpendikel  CD  =  f,  CG=:g,  CE=h, 
CF=zk  und  aof  die  Tangenten  in  den  Eciten  deraelben  Figur  die 
Perpendikel  CP=m,  CQ=:r,  Cü^n,  CF==s,  so  gibt  die 
widerfaelte  Aliwendang  dea  obigen  Sataea  feigende  Reibe  ven 
Crleicbongen  s 

4 

/>sair»  g*=zmt,   h*=ur,  A*=ju; 
deieb  Miiltiplleatioii: 

mnr$z=f*k*,   ifh^ssmnrs  oder  fk=gh, 

md  io  Werten: 

Daa  Prodnct  der  Eatfemnngen  einea  Pnnktea  auf  der 
Peripberie  dea  Krelaea  top  eioem  Paar  zugeordaeter 
Seite»  einea  eingeaebrlebeDen  VIereeke  iat  gieleb 
dem  Prodnct  der  EotferBengeD  deaselbeii  Paektea  ven 


I 
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•ine»  odef  andern  der  tbrigfen  Peere  tageordne' 
ter  Seiten. 


Zu»ummenktm§  4iue»  Satte»  mit  dem  Saiz  des 
vorn  t)redmei  der  Diagonalem  eme$  Xreissehmemmeretite, 

Ein  atigemeiner  von  jedem  beliebigen  Viereck  ABCD  gel- 
tender Satz  sagt  in  Bezug  auf  einen  Punkt  E  seiner  Ebene  ans 
die  Gültigkeit  folgender  Flfichengleichong  zw  ischen  den  Dreiecken» 
deren  gemeinschaftlicher  Scheitel  £  und  deren  Gegenseiten  sind 
die  secbe  Strecken  nwiechcn  den  vier  £cken  A,  B,  C,  Dt 

^EAC.^  EBD  ^i^EAB.^  ECD  +    £ÄC.  A  EAD 

eder  (die  Fignr  weggelaseen): 

x,AC.^,BD  =  m.AB,n,CD-^p,BC.q.AD, 

vfo  X f  y,  m ,  n,  p,  q  der  Reihe  nach  die  Perpendikel  aas  E  auf 
äCm  BD,  AB,  CD,  BC,  AD  vorstellen,  die  aber,  nm  Ueberln* 
dnng  zu  vermeiden,  in  der  Figor  weggelassen  sind.  Non  gilt  die» 
ser  Satz  «icher  auch  vom  Kreissehnenviereck  för  einen  belie- 
bigen Punkt  E  auf  tler  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises 
nnd,  damit  iiadi  dem  l^ehrsatz  des  Ptolemäus  bestehe  die  (ilei- 
chuni?  AC.BD^  Aß.(.D^ßC.Al),  imiss  notbwendig  a-y  ^  mn 
szpq  sein.  Die  Gleichheit  der  Per|iendikel -Prodocte  gilt  also 
für  alle  drei  Paare  zugeordneter  Seiten,  d.  h.  auch  für  die  soge- 
nannten Diagonalen ,  wie  auch  aus  Taf.  II.  Fig.  9.  leicht  gezeigt 
werden  künute,  was  nicht  geschehen,  um  ihre  Ueberladung  zu 
vermeiden.  Noch  ein  lien  eis  zu  unserm  6aU  ergibt  sich  aus  den 
pro jccti visch  gleichen  St rah  1  b üscbeln  im  Kreis,  nämlich 
in  Taf.  11.  Fig.  10.,  wo  p,  u,  e  der  Reibe  nach  die  Perpendi- 
kel aus  m  auf  PA,  PB,  PA,  i^jff  vorstellen,  nnd  gültig  Ut 
die  Proportion; 

SinwiP^     Sin  mP'^  mP.  Sin  mPA      mP .  i^lnmPA 

m^B^^tümPB         mP.SinmPiS  -  SFTSnnSP'B 

oder  ^  =  ^  oder  pv=^qu, 

also  wieder  die  in  Hede  stehenden  Producte  der  Perpendikelpaare 
anf  zugeordnete  Seiten  des  Kreissehnenvierecks  einander  gleich. 

Noch  ein  Fall  Am  Kreiserzengung  aus  dem  Viereck  dorch  dne 
i^oblen  den  Pappns  ist  oben  in  §.4.  nach  Newton  hervorge* 
hoben  werden,  nimlicb  der  beeondere  Fall,  wo  die  vier  Strehlen 
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zwar  unter  ungleichen  Winkeln  nach  den  Seiten  f^ezogen  werden, 
aber  mit  der  Bedingnng,  daas  in  Taf.  I.  Fig.  3.  PQ.PK.PS.PT 
=  Sm(PS,  AC).S\n{PT,  BD):S\niPQ,  AB).S\n{PR,  CD),  also 
In  imig^kehrtor  OrdniiDg  der  Strahlen  und  Seiten.  Dieae  ist  aber 
aar  eine  aadefe  SioMeänag  de«  Sataee  der  gMclien  Peipendifc^ 
ptedpcte  im  Kteieaehaeiiviereck,  deän  die  >eiReiende  Bedin- 
gmg  gibt  aaeii'Md  naeh,  iremi  p,  g,  9,  u  d»  Reibe  nach  die 
Perpendflcei  auf  AB;  AC^  Ci^>  BD  veiatelleils 

t^GeeeefFS,  ilOv«Coeee(P7,  BDf^ 

=sSin(i^Ä,  JC).Sin(Pr,  BD)iS\Ti{PQ»  AB),S\u{PR,  CD) 

oder  pü'=gm  wie  eben. 

■  «  ■  « 

■ 

Schon  oben  \m  §.  2.  ist  angedeutet  der  Ztisammerlhah^  unscrs 
Satzes  mit  dem  r?es  Desarjjnes  i'iher  die  Involution  dpr  nf!rh« 
Punkte  einer  Transversale  durch  einen  Kegelschnitt  und  die  vier 
Seiten  eines  einijeschriebenen  Vierecks.  Sind  nun  in  Taf.  II.  Flj*.  1!., 
£ur  näheren  He^r9ndung  dieses  Zusanuncnhanücs  oder  vielmehr 
zxkJ  AMeitung  des  einen  Satzes  ans  dem  ainicrn,  n  und  die 
Darchschnittspuiiktc  zwischen  der  Transversnle  und  dem  einen  Paar 
zugeordneter  Vierecksseiten  AB  und  EU,  lerner  b  und  b'  fflr 
das  andere  Paar  AÜ  und  BE^  endlich  c  nnd  c'  die  Durcbsöhnitts- 
pnnkte  zfvischen  Carre  und  Transversale^  so  fipricAit  -iich  das 
lovointiooetbeorem  aater  andern  aas  in  folg^ndltt'  GlelebiiBg: 

kl 

Werde«  avn  ana  dem  einen  Carvenpunkte  e  gefliUt  die  Perpen- 
dikel m  auf  ABt  dann  n  auf  DE,  p  änf  AD^  q  aar  BE\  aua 
dem  andern  Carvenpuakt  in  dereelbeii  IMmmg  die  Perpendi- 
kel wif,n\p't  q*  aaf  dieselben  Seiten*  ae  ist  m  =  a«,SiD«» 
n^t^e>Smß,  p^Ac.Sin/y  ^=d'c.Sind,  ire  tttß$y,B  die  Win- 
kel swiseben  der  Tranaversale  and-dea*ieinaehien  Vierecksseliea ; 
ebenao  m'  =  tuF,  Sin  a , '  n' = e V.  Sin  ß,  p' 6e'. Swy,  q'  =  Sind. 
Nun  gibt  unsere  dUge  Ibvolotlonsgleicbang,  terboaden  mft-  det 

Sin  a Sin Sin /Sind  =  Sin  «Sin/?:  Sin Sind»  • 


« 
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^  öc' £lio  « 1  a  V  Sin  i3 :     Sin  y ,  6  V  Sin  d. 


Wkd  noptOiar  MMvflrMile'gcdMrt'  ai»:d«B  Je«lg«li«ttotteiiji0iialBl 
tfl  bMIlMB  4b»P«tpeDiiikalm'»  f»S  jp'»  ^'  uwotIimM»  «»Ami) 
vctmlfo  miMMr  Proportion  das  bailiDdi^  VerMltliiM  HMir  Pi»!» 
ducto,  nimlioli  iii'.nf?pV'^«r  o<^.9la».<i'0^Siii|Sf64:^»SiilyJ'fl{4Siii^«' 
auch  aar  Folge,  hat  die  Boatlfidigkeit  dfa  Productenverblltaiaae« 
ffi.n:p.9  oder  iic.Sin«.o'e.StD|};6c.Siay.6'e.iSlin  womit  bewie- 
aea  tat  die  alig|(ni«iile  Eigaoaehafl  «ler  Kagehiehaitte  vom  bcatftn- 
digeo  VerhJÜtniaa  der  in  Rede  stehenden  Perpendiicelproducte. 


5.  8. 

Das  Meciproke  des  Satzes  von  den  Entjertmtujen  zwischen 
Curvei^ünk^f  xwei  festen  Tangenten  und  ihrer  Merührungt» 

sehne  (am' 


Es  seien  in  Taf.  II.  Fig.  12.  gegeben  zu  einem  Kegelschnitt 
xwei  teste  TaiiL,'(M)len  Al'\  HF  iiiit  (Inn  Rernli ruijg>j|>uiilvten  A 
und  B  und  dem  Trcflpunkt  F,  eine  dritte  freie  Tangente  sei  PQ^ 
ilie  (iie  beiden  festerj  schneidet  in  P,  Q:  zu  beatitumen  die  Be-. 
zieljunLM.Mi  zivigehen  den  Entlernuugen  AC  und  BD  der  festen 
Berührungspunkte  A,  B  von  einer  freien  Tangente  Pii  und  der 
Entfernung  FJ  des  ic^tea  Treffpunktes  F  von  deraelben.  Nun 
iat  nichts  leichter,  als  diese  Beziehungen  zu  linden,  wenn  ^ir  zu 
Hülfe  nehmen  die  pi;ojeetivischen  Eigeo^cbafteu  der  Kegelächiiitts- 
tangenten.  Es  sind  nämlich  ^  Taf.  11^  I<^ig.jl2.  seibstver^tiipd- 
lieh  die  zwei  Proportionen:  ,  .,  ..,„  

.  FJ:AC=FP'.AP^ 
^  FJ:BD=FQißQ; 
und  daraus  die  zasammeagesetsfet 

FJ^iAC.BD^FP.FQiAP.ßQ    '  ? 
ode^  ^  , 

FP  BO        \  .  .     •  •  •  . 

FJ^,AC.BDz:^jpljq^,  ; 

abanaemt  aina  weita.  ftais-  Twagaatia  P,Qfi  'in  . dar  j^igor  f^f^f^ 

ceiaaaen,  ■  «  :  .  - 

FP  BO 
FJ,^iAV,.BD,  =  ^^-^, 
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IIa»  Ist  mah-  iIm  «igatthrton  projecttvkMb^n  £lgeii«eliaft«D  der 
KegelMWtt»tiiH|ent«a  s- 

oder 

FPBQ_FP,,BQ, 
AP  FQ-Jf\'  FQ,' 

aUo  auch 

FJ»:  AC.BDr^  F/«:       .  Äl>,  =  coiistanteV 

d.  h.  die  anpefuhrteii  Doppeivertiäitnisse  (ur  alle  freien  Tangenten 
PQ^  P,Qn  ^$Mu  s.  f.  Ton  befttafidim  iii  Werthe.  Daran««  der 
Satz,  das  Reciproke  zn  dem  auf  d.Ks  Dieirck  beschrankten  iSevv- 
tonschen  Satz  in  §.4.:  das  Quadrat  des  Abstände»  zwi- 
scbtin  dem  Treflpunkt  zweier  festen  Tangenten  und 
einer  beliebigen  d  ri  tten  Ta^igentc  steht  zu  dem  l%ccbt- 
•ok  der  Eotfernungeu  zwischen  den  festen  Berüb* 
rangspunkten  .und  deraelbtn  Tan'fient«  in  einem  be- 
ständigen Verhi&itnisse. 

>  • 

Oben  in  §.6.  hat  die  Ortsbestimmung  des  Pappus,  anf 
KrelM  und  gleichschenkliges  Dreieck  beschränlct,  den  Werth  des 
frajiiichcn  beständigen  Verhällnissej?  zur  Folge  gehabt.  INun  könnte 
es  sclieinen,  auch  der  reeiproke  vSiilz  führe  für  den  Kreis  auf 
deTiselben  Werth  1  des  Iiier  in  i?ede  stehenden  hcsthndisen  Ver- 
hältnisses. Dass  es  aber  nicht  so  ist,  das  veraidasst  uns,  den 
zwar  schon  in  voriger  aligeineiner  Eigenschaft  der  Kegelschnitte 
eingeschlossenen  besondern  VaW  des  Kreises  hier  noch  besonders 
hertorzuhebeii,  für  den  itir  zudem  einen  neuen  Beweis  gefunden 
sa  kaben  glauben,  beaenders  sar'Erbiirtiing  der Tfaataaobe,  daen 
da«  fraKÜeke'VierMiltniee  nSekt  1  ist,  aendem  einen  anteen  Werth 
bat,  and  endttdi  snf  BeaHmiMing  dieeea  Wertbea  aelbat. 

Es  sei  also  in  Tnf.  ]!.  Fi'_r  l'5  cpseben  ein  Kreis  aus  dem 
Centrum  M  mit  dem  Uaibmcsser  MG~r,  den  festen  Tangenten 
AF t  BFy  den  ßerührungspiinktcn  A,  Ii.  nl^r)  der  lierührungs- 
sehne  AB,  mit  ihrem  Pol  F  als  dem  'I  reffpunkt  der  Tangenten, 
dazu  eine  freie  dritte  Tangente  PQ,  die  testen  I  angcnten  in  P, 
Q  acbneidend,  ihr  nerührnngspunkt  6';  der  Abstand  de»  l^ules 
F  vom  Centrura  AJ  hioget^eu  FMzz:.c\  der  Abstand  de»  Berüh- 
ruogspuuktes  G  der  freien  Tangente  PQ  von  der  festen  Polare 
•der  BerOhrungasebne  AB  sei  GB^p\  der  Abataad  des  leaten 
BerflbroBgspiiQklet  A  wni  dar  PQ  ferter  ^dCasti;  der  Abstead 
dea  ander«  fiaateo  BarObrnngapanktea»!?  v#a  deraelban  PQ  end* 
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Ildi  BD^9\  ^  4«r  AliftBiM!  dei  Mm  Beithrngipiiiirim  €1  vrni 
der  rMten  Tangente  AF  «ei  GH^ACzam\  der  AMand  dee- 
selben  G  von  der  andern  festen  Tangente  BF  endlich  GX^BD^tt 
denn  auch  AP  =  GP  nnd  =  BQ  als  Tangentenpaare  am  Krvias 
so  liest  »ich  ans  diesen  Voranssetanngen  b^^reisen  die  Aebn- 
lichkeit  der  Dreiecke  FJM  und  EGM  mit  dem  gleichen  Winkel 
JFm=^EaM  =  »  oder  die  Proportion  JFiFM  =  EG :GM.  Es 
Ist  nämlich  FJL  senkrecht  auf  PQt  ebenso  der  Berflbrungshalb* 
meeaer  MG  senkrecht  auf  PQt  daher  FJL  parallel  zo  GM^  ebenso 
LM  parallel  zu  PQ  und  gleich  JG y  MN  paraHet  an  AB  uad 
gleich  OEt  und  daher  nach  und  nach: 

m^JFssFt-^JL^FL—GM^eCü^^'^r, 

e^FM,  JFiFM:sCQB»^lf  j 

p^GB^  GN^EN^  GIi^OM=^  ,Ces^—^  * 

T^GM,  EGiGM^Cwa---, 

c 

nnd  damit  bewiesen  die  Proportion  JFiFM^EGiGM  oder 
mie^pir  oder  die  Prodactcngleicbung  cp=zrm.  Nim  ist  nher 
in  §.  6.  beniesen  Gl^=  GH.  GK  oder  |>*s=ii9^  also  m^^tt^* 
nfir*=cht9,  oder  m*:icD=c^:r',  d.h.; 

Im  Kreis  ist  das  Quadrat  des  Abstandes  ftwiseben 
dem  Treffpunkt  sweler  festen  Tangenten  nnd  einer 
freien  Tangente  aum  Reebteek  der  Abetinde  swlsehen 
den  festen  BerUhrungspnnklen  nod  derselbe«  freien 
Tangente  in  einem  bestlndigen  Terhiltnieee»  and 
awar  ist  dieses  Verhtitnisa  wie  das  Quadrat  des  Ab- 
standes avrlsebett  dem  festen  Treffpunkt  und  dem  Cen« 
trum  zum  Quadrat  des  Halbmessers,  welches  Flftcben- 

▼erhftltnies  oder  quadratische  Verhältniss  sich  auch' 

I* 

fibersetzen  iässt  in  das  lineare  FMiOM  oder  c:^» 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Bealehungen  ergibt  sieh, 
das  an  §.4.  rociproke  Theorem: 

Ist  gegeben  ein  Kegelschnitt  mit  einem  umschrie- 
benen Viereck  oder  einem  Tangcntenviereck:  so  steht 
das  Rechteck  aus  den  Entfernungen  awei  er  Gegen  ecken 
ron  einer  freien  fünften  Tangeute  aum  Rechteck  der 
Entfernungen  der  swei  andern  Gegenecken  ven  dersel» 
ben  freien  Tangente  In  einem  heetindlgen  Verbllt* 
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Bisse,  das  aber  heim  Kreis  nie  den  Werth  I  annimmt, 
so  iia«ö  in  liie^eai  Faiie  nie  ein  Proiiuct  gleich  einem 
andern  ist 


j.  9. 

CmrUumiemamo^ü  %Mm  Saiz  4e$  Newton  und  teme» 

Eeeiproken. 

Zum  SchkMf  noch  die  CoordinateiiMaiyeis  in  Wetticampf 
gaieUt  mit  ttoa^n  synthetischen  and  neogeometrischen  Metho- 
den, luerat  am  Lehrsats  dea  Newton  §.  4.  vom  Kegelschnitt 
ud  dem  eingeschriebenen  Viereck.  Die  dort  aufgestellte  Orts- 
fcadiogaag  dea  die  Curve  beschreibenden  Paiilitea  P  gibt aofort  die 

GMcirang  ^j^-p^—ff  oder  ^*^=^,  wo  die  Perpendllrel  oder 

scliiefen  Strahlen  PQ  =  m ,  PR  =  7i,  PS  =  p,  PT=:q,  durch  O'ie 
laafeoden  (  oordiuaten  jc ,  y  des  Punktes  P  aii^pedriickt,  lineare 
Fnoctionen  dieser  Coordinaten  vorstellen,  so  dass  wirldich  die 

BediagangegleicbiiDg  ^^=g,  wo  je  swei  aoleher  lioearer  Pudc« 

tioßen  zum  Prodoct  verbunden  sind ,  eine  quadratische  wird  in 
Bezug  auf  die  Coordiiiaten  x,  y,  iiml  also  im  AllgLMiicinen  einen 
Ke(»elschnitt  vorstellt,  der  durch  üie  vier  Ecken  des  gegebenen 
Vierei-ks  geht;  denn  wenn  «  =  0  ist,  so  niuss  auch  f/  oder/;  =0 
»ein,  und  wenn  m=0  auch  p  oder  q  =0.  Die  Curve  must»  also 
dorch  die  vier  Ecken  geben ,  da  nur  solche  .Pnokte  je  zwei  der 
Strahlen  oder  Perpendikel  zngleieli  so  0  maehen. 

Hier  iBt  ulicr}jai)[>t  zu  bemerken,  dass  immer  jnyi gpg  =zO 
Torstelit  die  (ilei(  hun:^  iler  Curve  zweiten  Grades,  die  durch  vier 
f^urcbschnittspunkte  der  Geraden  geht,  deren  Gleichungen  sind 
m  =  0,  71  =  0,  p  —  Ot  q=zQ,  Mit  Hülfe  dieser  einfachen  Zeichen 
iasst  sich  auch  leicht  obij^er  Satz  Newton's  umkehren,  wie  folgt: 

Die  Cwne  «weiten  Gradea»  die  dem  Viereck  der  Geraden 

ai=j-f  aja:  +  6i  =0,  n—y^a^x  j  6,2  =  0,  p  =  y  +  o,x  +  65  =  0>  ' 

+  <»4ar-f  64=0 

VMchiMoB  iat,  hat  Sit  Gleieliimf : 

mn  +  gpq  =  0. 

Üw  Perpeadikel  ans  dem  beachreibeDdeii  Punkt  (ßc,  y>  aindi 

"'^vW^'  ^^V^^'  ^=vt|^*  ^^'vrfe 


Dlgitized  by  Google 


22 


Brand  Ii:   Das  PrB^ttm  des  Pappus. 


INt  Pinkte  (.t,  y)  der  Onm  mftiM  Mdi  4!»  4ardi  die  G«f 
««nglflieluiig  mH'f^if^sO  ftatgedrdokte  Bedtngang  eifMIen ,  und 
also  geben : 

oder 

die  Prodncte  der  Perpendikel  ^ugeordneter  s>eitei)  iri  ^>e8tändiuen» 
Verhälini(i«$,  wat»  »ich  ani  beliebig  »cbitifo  strahlen  autideidiea  iämit. 

Auch  der  lum  Newtonechen  reciproke  Satz  vom  Kegel* 
sebnUt  und  dem  umscbriebenm  Viereck  Vdsst  »ich  durch  eine 
ebenso  einfache  Coordiitatenanaiy«!«  erledigen  nie  fbtgt: 

Wenn  das  Producl  der  Al».stände  vi.  n  ciuer  freien  Ceratlt'ii 
van  zwti  festen  Punkten  B  zu  dem  Praduct  der  Abstände  fi,  q 
derselben  Geraden  von  zwei  andern  festen  Punkten  C,  />  in  eiaeoi 

bestfindigen  Verhaltnisse  steht,  so  dass  j^— ^=^,  so  umhfillt  die 

freie  Gerade  als  Tangente  eine  Curve  des  sweiten  Grades,  welche 
die  vier  Geraden  berührt  au«  dar  Verbindeng  d«s  A  «der  B  mit 
C  oder  ü.  Denn  wis  snnSebst  den  Grad  der  UmMlIhMigseafve 
betrifft«  so  n-kd  sie  gefiinden  irie  folgt«  Wir  setzen  tt,  ß  §h 
Geerdinaten  des. festen  Pnnktes  At  ferner  ff  d  als  Coocdkialen 
den  lasten  Punktes  B,  dann  s,  £  als  CnordMaten  des  featea 
Punktes  endlich  O  als  Coordlnaten  des  festen  Punktes  B 
ond  y  -f-cfj:  4-6=^0  ab  Gleiohung  der  freien  Geraden  mit  den  yef* 
änderiichen  Parametern  a  und  0.  Dann  i>ind  die  Perpendikel  ans 
den  festen  Punkten  auf  dieselbe  der  Reihe  nach : 

_«+«(?+*     _y+^±^      «  +  +  *  _'?+'»*+* 

•  •  * 

und  die  Bedingung  iat: 

Die  rerSnderlicben  Parameter  a,  b  der  Geraden  y-f-Aj;46=0 
oder  der  Tangenten  znr  gesitebten  nnibfMen^en  Ovrr«  bi^sfwi 
nach  PIficker  und  Chasiea  Tangeatialcoordinaten,  und  da  un- 
sere  Bedincungsgleichunsr  in  Hezu<;  auf  diese  offenbar  vom  zwei, 
ten  Grade  Ist»  so  ist  die  Gleichung  der  umhüllenden  Curve  in 
den  Punktcoordinaten  .r,  i/  ebenlalls  vom  ziveiten  Grade,  wie  zu 
beweisen  irar.    Was  dann  ferner  die  -  f^rflhrung  der -Geraden 


aMiOTbw.:J,.JIi»>C»  J>  4hiiiel^'«NM0Pd  mkOlMd  Gurr*  ^^Mk, 
M  gkwhMiit  ^  AWio4  slriift1iett  dem  feBteii^Pnfct.v^ 
.'ji  wiA^dOT  TMgMie  «it  dtM.AHtettd  dot  laaten  Praktos  ^  «dvr 
B  vb»  derMiben  MnlL-^  Db  €drv6  brntfilvt  also  dl*  j^etdvD  Mta- 
den  oad  J/>,  «benso  die  beiden  Geraden  SC  wd  CD»  d.li. 
«1*  ist  4eHi  VUftrM»  JJRCU»  -ein^idcliiMM.   


Der  KeifeUchnitt  im  ntußtichs eiligem,  ih^^dtg  hcstimmt  als 
Ort  ^Mk  doe  JMkm  def  Miß^^ 

«Ali»  JherpeMiikelffroiiuet*  tum  QMtOt^f  im  «IHlKeM  ^fifpenüh 
keli  den  f4''erlh  i  hat  ,  oder  wo  ein  Perpendikelproduct  gleich 
dem  Quadrat  dfiß  ^riltpn  Perpendikels,  m , synthetischer  Mnt- 

.  siifeltetju 


k  - 


sei  alüi»  In  Taf,  1|.  Figr  14.  gegeben  eip  Dreieck  ABU  uud 
in  aeioer  ßbeiie^  der  Pbnict  C  «o,  beetimmt,  daee  «eine  Eotferiiuug 
C£  TOfD. einer  CirondÜ,«ie  AB  Ab/s  f^eeibetrische  Mittel aeiäwifcheo 
aclqep,  Eotfernangen,  Ci!  un4  CG  von  -den  beiden  andern  jS^it^ 
AH  «nd  ßH  edef  daee  »la  Vpraueaetsapg'gehe  die  ajtetige  Pro- 

Zm  Vergleicliun^  und  Vermitlliing  .dieacir  Baiftii^vmif ,  mit  Frühft 
rem,  naipepipcli  ,niit  j.  6.^  uud  zur  Herj^tellung  beliebig- vlfiüer  ae 
beätimniter  Corvenpunkte  C  dient  folgende  HfilCBCooatriicttion :  aus 
einer  bestimnittn  Lage  C  des  Curvcnpunktes  iverde  p/^rallel  jqaiJt 
der  Biasectrix  HAJ  des  Drei«  ckswiiikels  J^jS?c2pe  die  ^^cht^flg 
CD  gezogen  und  darauf  von  C  aus  abgemessen  CD  sa  CJ£  =  p 
als  eine  iiestimnite  GriJsst'  der  EntrcrTnint;  oinPs  CnrvenpunJkte» 
C  vou  rIer  GrundJinle  AB  des  et-'«;eljciJtM'.  Ur^'iccks  ABU ,  dann 
durch  das  Ende  D  «lifser  Strecke  JK  ttenkreclit  zu  (ierHeliien 
und  folj^Iich  auch  zur  Jiissectrix  ///!/,  bis  an  Hie  DreieckKseiten 
A/l  «inH  Ij//  III  J  uud  A„  uodnrch  aus  dem  ungleiciisciti^cn 
Dreieck  AI>H  abgeleitet  ist  das  gleichseht  i  LliLre  flJKy  das  den 
Winkel  JIIK~'la  mit  jenem  gemein  hat.  Durth  dieise  liiehung 
der  ursprüngücheai  i^  rpondikclri(  htuiig  CE  in  die  CD  mit  unver- 
änderter Strecke,  da  die  SeiteuricUtuiJgen  All  uud  ßU  und  da- 
her auch  die  Perpendikel  CF  und  CG  darauf  ebenfalls  unverändert 
geblieben  aU  «aali'flieMuug  und  Maae,  «ad  durah  die  llr«haiig 
dar  «MdM«  AB  in  dfte  JK  dea  glaicbaclienkiigen  OveieelM»  iat 
dar  tevenpuaitt  aurdahgeflUirt » ^aaeh  f.  «of  dloea  Peri|die- 
fi«f««bt  €*  daa  «aler  d«n  oa«««' BfiBngungen  Malehaiiden  Krei^ 
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.wmt'  nni  ^ie  Uow  «ffiiiMi  Dreiedi«.  CEF  wd  CBG  u\i  dm-  Soi- 

teBproportion  CFiC£ CE:CG,  oluM  Gleichheit  der  Wtek«! 
zwisoben  diesen  proportionäleo  Sdteo, 'verwandelt  in  die  fibnlichen 
CJVF  uadtCDGt  wobei  ^sa  merken,  dass  der  Kreis,  als  Stell- 
vertreter unserer  OrtsGorvo  für  vier  Punkte,  ein  Centrum  M  aaf 
der  Biosectrix  NM  bat  und  di«  S«ten  AM  tmd  BMIn  J  wd 
berührt. 

Die  Wer,  onaercr  ursprfloglicben  Ortocorve  and  dem  Hliirs- 
kreia  gemeinacbaftllcheD  Pnnfctto  C  ergeben  aicb  Icieht  aus  der 
Beatlmmaiigy  daaa  immer  die  EnCTeniung  CE=p  swiaeben  einem 
iMiliebIgen  GarTenpunkt  C  und  der  featen  Grundlinie  AB  tea  nr- 
sprf  nglichen  Direieeka  ABH  glaieb  aein  moaa  der  Entfamimg  CD 
jiwiaciiaB  demaelben  Carvanpunkt  C  und  der  bewaglicbeii  Grund- 
linie JE  dea  veränderlichen  gleicbaebenkligen  Dreiecks  HJK, 
Es  ist  nätniich  der  Ort  dea  Punktea  C,  der  von  zwei  Geraden 
AB  und  JK  gleichneit  entfernt  ist  nach  unserer  Bestimmung, 
nichts  anders  als  das  Paar  Gerader,  die  die  beiden  Nebenwiti. 
kei  der  Aß  und  JK  hSlften,  win  Tal.  II.  Fig.  14.  zei^t.  Man  ziehe 
also  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  der  festen  Grundlinie  AB, 
aber  immer  zwischen  den  FtkIph  A  und  B,  eine  Gerade  JK  bis 
an  die  iSeiten  AB  und  BB  und  senkrecht  zur  Bissoctrix  JfAf, 
errichte  in  ./  oln  Perpendikel  J3f  auf  A/J  bis  an  die  Bissecfrix 
in  M,  beschreibe  ans  ;V  mit  dem  Halbmesser  NJ  einen  Kreis» 
der  die  AB  und  BB  in  J  und  K  berühren  und  zuEjIeich  ein  erster 
Ort  sein  \vird  für  vier  Curvenpunkte  C  auf  einmal ;  ein  zweiter 
Ort  für  diestlhori  vier  Punkte  ist,  «io  gesagt,  das  Paar  Gerader 
rPC  und  CPC,  die  die  Nebenwinkel  der  und  JK  hKiften, 
und,  ebenso  leicht  zu  construirent  rechte itiklig  zu  einander  sind. 
Also  schneidet  ein  solcher  Kreis,  dessen  Centrum  auf  der  Bis- 
sectrix  H:}J,  und  der  die  Seiten  AU  und  BB  berii!)it.  unsere 
Curve  immer  in  vier  solchen  Punkten,  dass  zwei  Verljindui)2;s- 
linten  derselben  rechtwinklig  zu  einander  sind.  Diese  vier  Punkte 
aind  Übrigens  die  einzigen  gemeinschaftlichen  zwischen  dem  ge- 
nannten Kreiae  nnd  nnaarer  Cnrve,  die  nach  dem  fräber  in  J*  4, 
Zuaatz  und  in  §.  6.  Bewieaeneo  wederein  Kreis,  noch  einebohere 
Ciirve,  aondem  nur  ein  anderer  Kegelachnllt  aein  kann^  denn 
wenn  nocb  mehr  Punkte  dea  Kreiaea  unaerer  Curve  angebSrten, 
ao  mfiaaten  aich  Krela  iind  Kegelachnitt  In  mebr  ala  vier  Punk- 
ten achneiden,  waa  unmSglfeb  iat.  ' 

Als  zwei  {iremfhlle  unserer  (^irvenpunkte  aiind  nach  Taf.  Il|. 
Fii;.  15.  /u  hetrachton  die,  w«  eine  Berührunt!ssehne  AD  de» 
steilvei  ti  <  lenden  Krri  vos  durch  die  Cirundliuicnccke  A,  und  eine 
andere  Bh  dieser  lierübruagaaebneo  durch  die  andere  Grund- 


jiii^cü  by  Google 


Bränäil:  Das  Fnklem  des  Fappuw^  25 

linieoecke  B  des  gegebenen  ungleichseitigen  Dreiecks  ABU  geht 
I»  dea  ••Ben  CIraMpmikte  A  USkm  aitei  Conretipiiiilrt»  sasamvio 
kl  ^noB  «IsIMei*  BeiOlifungspaDlEt  swisfehMi  Cnrve  «Blrer- 
liBlfBdm  KübIb».  il£f  isftülM  Tugesto  sa  heidto  in  diesem  Poofct; 
AMi,  sSMkraeht  auf  itiSTih  ^  Ms  sn  die  BIssscirit  BM^  ist  Be- 
lihniogshftlbnesset  des  staMyertreteMcB  Krsises»  nod  hat  also  die 
Biohtang  dcr  '<Nensais  aar  Carrs,  weaa  aseh  ^^AxikX  RtÜib- 
«aagsnlttslpaiilit  aad  daher  AMi  nltht  Knauaasgahalbüssflsr  isL 
Der  Kreis  am  Mi  hat  daon  uisssr  A  nur  noeh  die  zwei  Punkte 
Ci  aod  C|  mit  der  Cnrre  gemein;  ^ie  liegen,  wie  Taf.  III. Fig.  16. 
zeigt,  atif  den  Geraden  ACx  und  »  welche  die  Nahenwinkel 
zwischen  der  Grundlinie  AB  und  der  Berfihmngssehne  AD  des 
heruhrenden  Kreises  um  Mi  hälUten.  Ebenso  ist  B  Berührungs- 
punkt, BH  Tangente  an  Curve  und  Beruhrungskreis,  £jlf,  senk- 
recht auf  BH  in  B  bis  an  die  Blssectrix  UM ^  Halbmesser  des 
berfihrpnflen  Kreises,  M  Ontnim  df ^selben  ;  ausser  B  hat  der 
beriihi ende  Krci-^  um  M  nur  nocli  die  zwei  Punkte  C  und  C  mit 
der  Curve  gemein:  sie  liecjen  auf  den  Geraden  und  BC,  die 
die  Nebenwinkel  zwischen  dtr  (iruiKÜiuie  AH  und  der  Berü'hrungs- 
sehne  BE  des  berOhrenden  krcisi  s  \\\\\  M  hälfteo.  Wie  die  Be- 
rtihrunp:s8chnen  AD  und  i?jEr  als  ürundliiiien  der  gleichschenkligen 
Dreiecke  ABU  und  BEH  getuoden  werden,  ist  wob!  nicht  nöthig 
zu  bemerken. 

Noch  unmittelbarer  ergehen  sieh  AH  und  BH  als  Tangenten 
aaaeter  Carve  mit  des  BeitfhmngspaiikteD  ^  aad  B  aas  der  Be- 

dhicangsgleichung  C&^CF.CG  sa  Taf.  IL  Fig.  14;  deaa  ia  Ul» 
iadem  maa  sich  von  swsi  Selten,  sowohl  von  ohea>  als  tod  aotea 
her  in  Besag  auf  Aß  ■Ihett/ wird  CE^Q,  CFstO»  daher 
Ci^si9^0,CG^Q»  and  deehelh  die  Bedhigusgigleiehaag  be- 
riiedigl;  Bei  B  i^hleht  dasseihe  aad  es  Ist  CEs^O,  CGstO, 
Mmt  CB>aaOs=CF.OaB>  aad  die  Bedingungsgleicbnng  ehimfiHs 
befriedigt,  so  dass  vorerst  wenigstens  A  end  B  als  Curvenpnnkte 
aafgeaeigt  sind,  da  sie  die  Ortsbedingung  erßiilen.  Aber  gleicb- 
aeitig  nShern  sich  die  Curvenpunkto  C  ¥00  swei  Seiten  her,  bis 
snm  Versshwinden  der  Enttarnungen,  nicht  nur  den  A  und  Bf 
sondern  andi  den  Richtungen  AH  und  BH,  da  nach  der  Bedin- 
gung gleichzeitig  CF  mit  CE  oflrr  CG  mit  CE  bis  zum  Ver- 
schwinden abnehmt'!!  mtiss,  und  zwar  sowohl  für  ein  pos«itive*» 
oder  oberhall»  A/i  liegendes  (.'Ey  als  auch  fdr  ein  negatives  oder 
unterhalb  AJJ  liegendes  CK,  womit  Aßl  utid  /;//  als  Tangenten 
aufgezeigt  sind ,  nach  allgemein  anerkannten  («rund&ätzen.  Die- 
ser Beweis  gilt  auch  für  den  allgemeinem  Fall  in  $.4.  Zusatz,  wo 
das  Verhältniss  zwischen  dem  Rechteck  zweier  Perpendikel  zum 
Quadrat  des  dritieu  Ptirpeudikulä  eiu  beliebiges  ist.    Noch  zwei 
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dvrrciipiiiikie  tind'  iiiiftelb«ff  geg«tai  te  'wi  nli  iem  DraMc 
ABH,  nftmlloli  d»r  Mlttelpuolct  C  d««  «higecdirieboM  KraiM 
in  TiC.  Iii;  Flg.  mid  der  MiHilpilit  C  dM  ingCMbfiebMiM 
Kf«i«M,  der  die  Riciituii{reit  AH  nuA  SB  ib  ibran  TeriingennK 
g^n  Md  die  GniMHiiite  Asirieelieo  deA'ficfee«  il>iMd  A  bertttt 
Denn  in-  b^Men.  FiUes  buhen  iffr  C£»CFaiC4?  niid  dnfcer 
CB^^CF^CG  D«ob  der  llediogod]R«nMter  Ortsavve.  Aber 
mit  Jedei»  dieeer  P^nfcte  ist  eine  «anee  Qnnteine.  ten  Cnma» 
ptfwlifea  und  ein  «tellvertretender  Kreis  ge^^en.  iNea»>  wenden 
gefiniden  u  ie  folgt«  Ans  dem  Centmin  C  des  dem  Oieieelc  ABJS 
eiefeechriebenen  eder  de^  auf  4k»  bescfiriebeiie  Art  angeschrie* 
benert  Kreises  fölie  man  da«  Perpendikel  CE  auf  die  («ruDdlinle 
AB,  liäiflte  den  Winicel  DCE  durcli  die  CP,  mo  HCDM  Biraeo- 
tfix  des  DreieelMivinlcels  AIJß  =  2a;  die  CP  treffe  J/i  in 
durcb  P  ziebe  man  JPK  rechtuinidig  xu  HCDM,  und  C7^C 
reichtwinldig  bu  CP,  ist  J/^Al  Beriilirangssehne  des  die  Seiten 
AH  BH  herühreniien  Kreise*^,  JM  recht«  inHia;  in  J  nuf  AH 
bis  ^.V  tiil)t  der»  flalhnicj.ver  des  unsere  vier  (  urvenpunicto  C 
auf  CP  und  C/^*  cnlliahenden  IsLreisie»  für  kejida  taMe.  Und  da» 
mit  wieder  acht  Cun  enpuni^te  ^efuudeii. 

Da  AH  und  i^//  Tansrenten  an  unsere  Curve  i»  A  und  B 
sind,  also  Aß  Keriilirungssehne  derselben,  so  ist  HO  durch  die 
Mitte  O  der  AB  eine  zu  ^^/^  conjiir^irte  i>urchnief)fierrk:htuiig, 
und  es  ist  daher  zur  volliiren  HeättiuHinmi?  unserer  Curve  Alles 
daran  gelegen,  r.n  finden  die  Curvcnpiiukt«'  itul  //O,  d.h.  kii  be- 
stimmen die  Liinge  dieses  Durehincs^er«  uud  mit  der  IHlitte  <le«- 
selbeii  auch  das  Centrum  der  Curve,  ferner  den  zu  HO  cunju* 
gtrten  Durchmesser  parallers»  AB*  Nun  gibt  es  eine  einfacbe 
HalfsGoostmetlen  nur  SeeHnHiong  der  Currenpunbte  Hkht  nur 
aoC  der 'Derebmeesetrlebtnng  ifO«  sondern  e«f  Jede«  beKebifpen 
*   d«»6b  B  gebende»  Bieblaog  J»Q  «neb  Tat  III.  ff  ig.  17.  Msn  wSUm 
nnf  der  Hieseebrlz  HB  des  Winkele  ABB  einen  beliebige»  l^iAl 
B,  flaie  «OS  B  nnf.  ^iSr  oder  BH  die  Perpendikel  if^edv  B4C 
alt  Hslbmeteer  des  die  Seiten  AH  «nd  BH  bctibnenden  UBICm 
kreieee,  weleber  die  HQ  ebrs  in  X  edmeiden  mbr6,  mm  X  ftlle 
XT  eenkreebt  nef  die  Bergbrnngeeebne  JX,  «ne  denwelbea  JIT 
Me        seefcrecbt  «ef  die  GrendUnle  Aß^  messe  M  XZ  »k 
fon  X  ans  die  Strecke  XV^XY,  ziehe  dutsh  W  wq  AB  ^ 
Perallele  WV,  die  die  AH  und  BH  in  W  und  f/  sehneldn*, 
siebe  WX  und  aus  /<  die  ^Cperallel  su  WX^  der  Punict  C,  we 
i4C  die  iVQ  trift.  ist  der  gesuchte  €erver;piink(.    Der  Beweis 
dieser  Cun^truction  beruht  eigentlich  auf  der  Theorie  ähnlicher 
Kegelschnitte,  die  dent  Wtofcei  AHB  eiageechiieben  sind,  des- 
sen Sebeokel  AH^  BH  gemeinsame  Tangenten  derselben  eind. 
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dessen  Scheitel  H  ihr  Aehiiliclilceitspunkt;  die  ConstructiaD  k«yn 
aber  auch  elementar  bewiesen  vrerden  wie  folgt.   Bv  Mi«  * 

hxLm,  i'A^n,   WJi^9>  4C=iqt,  C?Jf=r, 
CTssTWi,  CG=^ni,   VX:=zp,    C£=pi,  OBriiT^, 
ao^«B|ebt  idie  Gleioliiniir  |i*=3mtt  ii%ßh.§»6.  und  <U«  Propo^tioatn 
mirrii  ^qiq^  =p'Pi  nm  der 'ParaH^^n  wllleA» 
ntngr^r:ri:Z=:pip^  aus  gleichen  Gründen,  ^ 
iMitM|iit  =s.fr:^ri  ofi^spg*-  dOTeb  SSta$mmmmmiMmig,' 

Weil  nun  nach  §.6*  besteht  die  Gleichung  =  nin,.  so  ist  auch 
|9i*=fR|7t|,  wi«  SU  beweisen  irarj  oder  C  ehi  Paukt  der  gesuch- 
ten Citrve  und  X  der  entsprecbeiide  Punkt  der  fihnlichen  Kdlfe- 
curve.  Die  nmi  eelhetverstliivllicbe  TaT.  Ul  Fig.  Iß.  se^  dieselbe 
Conitfruction  mit  Besog  anf  den  Curvenpunkt  C  der  Dorebmee- 
eerriehtnng  ßO,  ^ 

Vorhin  ist  aus  der  alliicnieinen  i  heorie  der  Kegelschnitte  an- 
gerührt und  angenomnieo  worden  die  Thatsache,  die  nicht  nur 
gilt  fiir  unser  auf's  Enirste  hi-schrärikte  Prohkn»,  öondern  auch 
för  das  Weitere  im  Sinne  des  Zusatzes  «u  §.  4.,  wo  das  Verhält- 
Diss  zwischen  dem  I^echteck  zweier  Perpendikel  zum  Quadrat 
des  dritten  Peirpendikels  ein  beliebiges  iist,  dass  nämlich  in  Tai".  IV. 
I  iii.  lU.  die  Berührungssehoe  AB  der  Tangenten  AU  und  ßJJ 
und  die  BÖ  ans  dem  Treffpunkt  JB  dieser  Tangenten  durch  die 
Mitte  O  der  AB  zwei  eonjugirte  Ricbtungeii  sind«  oder  dass  BO 
alle  SU  AB  parallelen  Sehnen  unserer  Cnrve  bSlftet.  Die  Grund- 
llehkeH  der  llekhbde  mlangt  aber  dleea  itieiit  nnr  ep  uninitlelbar 
aae  dar  allgemeinen'  Theorie  def  KegeliehnitteeBtunebiiieo,  sen- 
dcni  ine  Besondere  ^e  be«reiieii  taue  «lein  hier,  gevade  irorUnfee»- 
d«n  4}rMidso<z  4ef  'Curtiaabeaebfeibiiiig.  üieeer  Fetderiing  mm 
«pird  gMigi  onf  fetgende  stemlicb  eialaehe  Weiae,  nit  ,fl«Ue  der 
T«f.IV.  Vig.  19.,  in  der  wir  «cUcat  den-  CurvenpunM  C  reebls 
vee  BO  leit  der  Vornusset/uni;.  daes  seilte  Entfernung  von  AB 
•ei  CEzsip,  von  AH  aber  CF^u,  von  BH  endlich  CG=^v, 
und  das«  diese  .drei  Grossen  eingehen  nicht  nur  die  hier  in  die- 
se»  Paragraphen  geltende  bcsrhränkte  Beatiebung  7/r  =  ]  oder 
p*-=ttVr  sondern,  wie  gesagt,  die  nach  §.4.  Zusatz  erweiterte, 
wonach  j/^:uv  =  fi  odfr  =zz  tjuv ,  d,  h.  d;is  (Quadrat  der  Ivitf'er- 
irang  CJtl  des  Curvenpunkte.«»  C  von  di  r  (irurHllinie  Aß  sali  ziiiii 
Rechteck  CF.  CG  der  Entfeniuuiien  «lesselben  Panktes  von  den 
beiden  andern  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  ABH  in  einem 
beständigen  Verhältnisse  steheu«  dessen  Werth  g  gegeben  sei. 
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Am  Mb  betttamton  Caiv«D|Nuili»  C  mlMs  von  SO  Mtaii 
wir  ab  die  Lage  eine«  iweiten  nach  fragliclieB  Poaktoe  Cao,  ilaae 
doreh  jeeea  ersten  gexogen  wird  die  Gerade  ilCOCBparaliel  la  ÄB^ 
aaf  dereelben  abgeneeaen  OC  ttnkf  tob  J5FO  gl^ch  dem  gege- 
.  benea  OC  reebta  voa  deraelbea«  wodnrcb  wir  augleleb  bdkem- 
nen  anf  ACOCB  waa  folgt:  OCzsiOC^d,  AO^BO^e, 
ACOC^ßCOC^e^d  and  ACssßC^e—d,  wo  AundB 
wieder  auf  Aü  und  ßH  liegeo.  Aua  der  aan  aelbatverattadiicbea 
Taf.  IV.  Fig.  10.  läset  sieb  unter  diesen  Vor«iu66etzangen  liewei- 
sen,  daas  C,  links  von  BO^  ebenfailH  ein  Punkt  unserer  dnicfa 
obige  erweiterte  Bedingung  boatioNBten  Curve  iatt  d.  h.  dass  aacb 
C&ssg.CR.CS  oder  p^ssg.gi,  wo  Chz=s  gnd  C5=«  ange- 
nommen wird.  So  bekommeo  wir  nämlich  fiir  unsere  Perpendiiiei 
nnmiitelbar  folgende  trigonometrische  AuadrOcke: 

CF  =  tt  =  (c       Sin  J «   CG  =  0  =  (c  —  rf)  6iu  iB^ 
CB^Mssicd^ShtA,  CiS  — < (e-f-^Sin IT, 
und  daraus: 

eiE.  CiSstf =(c—df)(e-|>il)SinilSlnB 

—  CF.  CG  =  Kl?  =  (c  —  <i)  (c  -f  d)  6in  A  Siu  U , 

daher:  gtiszguo^p'^f  d.  h.  der  Pankt  C  linke  von  BO  ebenfalia 
ein  Curvenpunkt  and  damit  bewiesen  der  Sats,  dass  BO  alle  an 
AB  parallelen  Curvensebnen  ACOCB  hilftet  oder  daas  BO  und 
AB  eonjugirte  Richtangen  aind  und  BO  folglich  eine  Durchmas* 
aerriebtoni^ 

Int  nun  nach  Taf.  III.  Fig.  18.  hestininit  die  Dorcbmesserlänge 
COC  auf  der  Richtung  HO  und  bestimmt  die  Mitte  P  auf  CQ 
so  ißt  eine  (Gerade  durclj  parallel  m  Aß,  der  zu  COC  eon- 
jugirte Durchmesser  der  Richtung  nach,  auf  der  nur  noch  die 
Curvenpunkte  zu  bestimmen  übrig  sind.  Doch  diese  besondere 
Aufgabe  geht  anf  la  der  ailgeroeineren  t-  aaf  einer  gegebenen,  sur 
Grundlinie  AB  parallelen  RIehtaag  au  heatimmen  die  Punkte  un- 
serer Corvo.  Die  Analyaia  dieser  Aafgabe,  die  man  aleh  in 
Taf.  IV«  Fig.  90.  gelSat  denkt,  iat  folgende  t  ACB,  parallel  aar  6roa4- 
liole  ABB,  habe  von  dieser  die  Eatfemaag  CE^p  nnd  enthalte 
den  Corveoponkt  C  mit  der  Bedingnng  pßs=m9,  wo  CFsxu  aad 
CG^v  voratollen  die  Entfernungen  dieses  Panktea  vea  den  Sei* 
ten  AB  nad  BB  dea  gegebenen  Dreieoka.  Daaa  gebca  die  Aih- 
achoitte  der  ACB  im  Cnrvenpankte  C  die  trigoaometriaehen  A«a« 
drSeke  i4C7s«Coaec/l,  l?C=so€oeec0  aad  beide  anaammen  die 
Oleieboag: 
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iiCosec  A  -f  cCoaec  B=d^  ACB, 

nA  die  BddhigQiigsgleiGtiDng  gibt : 

u  Cosec  A .  V  Cosec  B  =  p  Cosec  A  .p  Cosec  B=f.g 

oder  Xti-Sfg^d,  ar,,Xjf=fg  oder  xr'— rf«+/ir=sO, 

neicbe  letzte  quadratische  üleichuns^  nach  einem  bekannten  Lehr- 
sätze zu  Wurzeln  hat  die  Ausdrücke: 

mit  (lert'n  C  r>ii>^truction  aii(  Ii  gefunden  ist  der  Curvcnpunkt  C  aaf 
der  zttr  lirundiinie  AEB  parallelen  ACB.   Nun  ist 

fszpC^wsAssAA  und  ^  =  pCeeeeB=ilB 

ood  die  Construction  unserer  quadratischen  Gleichung  ist  eius 
mit  <ipr  (  onstructioii  der  Proportion  f'.xzzzal  —  deren  äussere 

Glieder  /  und  ff  gegeben  sind,  während  die  Summe  d  der  inneren 
allbekannten  Glieder  und  d-r-^  ebenfalls  bekannt  ist.  Man  er- 
liebte  elso  auf  ACB  ia  den  Enden  A  md  B  die  Perpendikel 
AK^AA=f,  BLssBBssg,  siebe  dnreb  die  finden  dieser 
Peipeedilcel  die  KL,  aus  der  Mitte  M  der  KL  den  Halbkreis 
KCCL  mit  dem  Ualbneaser  LM^KM.  Dieser  scbneldet  die 
ACB  hl  swel  Corvenpnnkten  C,  C,  wegen  der  Sbniicben  Dreiecke 
ACK  md  BCL  and  der  daraus  felgendeo  Proportlen  BLiBC 
=ACiAK  oder  giaf^^d^ssf.  Im  Grensfalle  dieser  Constmc* 
the  fidlen  die  beiden  GatTenpuakie  C  der  ACB  in  einen  Varfh* 
nngspuslrt  dieser  Geraden  als  Tangente  des  Kreises  nttd  der 
Cwfe  zusaainien  und  die  beiden  Halbmesser  JfC  In  einen  Bertlb- 
raBgsbalbroenscr«  se  dass  wir  beben  t 

MC==^iAK-^IiL),  kL  =  mC=Ak^  BL=f-{^gnnd  ACzzzBC 

«der  den  Berfihrungspunkt  C  anf  der  Mitte  der  ACB,  und  daher 
ngleich  auf  der  Richtung  HO  oder  der  Mittellinie  des  gegebenen 
Dreiecks»  die  verbindet  den  Scheitel  H  mit  der  Mitte  O  der 
Graadlinie  AEBtst^.  Diese  gibt  nach  Taf.  iV.  Flg.  21.,  wenn 
Smelit  wird: 

äOzzm,  CO=x,  CHzsm-x,  AAHB-st^a,  Z.AHO^a-'fp, 
^BBOsza-i-if,  AÜ=iBO=c,  ^Büti=ii,   p  =  xS'mii, 

AB=b,  BB^u 

die  FUehengleichung : 

ÜABB:^  ^  ACB^Ck  BCa^^ABC,  ee-f  6«+ S«V»»SenSin^ 
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oder, 

it*—  (« — «)  8ln  (o  —  9) ,   f  =  (m—  ar)  Slo  («  +  9) , 

gesefit: 

fl  (1«  —  ar)  Sin  (er  +  ijp)  +  b(m  —  x)  Sin  (a  —  9?) 

aber 
o4cr 

a(fii— d?)Sio(a-i-9>)=:6(iii-jr)Sin(ff<-7}  o4«r  aSin(fit-|-9)=68in(c(— 9), 
ond  daher: 

oder 


ff. 


(a-i  ry  ^)(m -a-)Sin(a  4- 9))=:*aiiSin^; 
aber 

am  Sin  (oc -flgo)  =  üffi  Sin  fft  ond  daher  Sin(rr 9)  = -Slnu, 

II 

am  ams  'b  m  S  afj 

a-f  c 


m  cm  ümSinu 

Für  den  andero  Carveopuukt  C  auf  //O  haben  fvir : 

at-^bu — 2cp  =  2cmSin/i,   (a — (m  +  arj  =  aw. 


am  nt 


  r/1  V  (ti6  cm    cm  cr/iSiPft 


.  j  ^    J  y  GoOgl 
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Die  Formel  für  x,  enthalt  im  Nenner  c  —  STatj  die  Pedint^nni;, 
nnter  welcher  die  Uurrl)me*serl»nge  auf  der  Richtung  HQ  un- 
eudJicl)  wird.    Diess  findet  nämlich  Statt,  wenn  dieser  Nenher 

c— V«6  =  0  oder  c  ^\fnb,  d.  h.  wenn  die  halbe  litrundliinie 
c9tAO~BO  da«  f»eom«trische  Mittel  ist  jsiriscben  den  beiden 
andern  Seiten  a=.BH  und  ö  =  AH  de»  gegebenen  Dreieck«.  In 
diesem  Falle  ist  unsere  Ortscurve  des  Punktes  C  offenbar  eine 
Parabel.    Ein  ^ahlenbei«*piel  Tür  eine  solche  ist: 

AB==2e=:n  oder  ez=f^,  BH=a^i,  ^lf=6=9 oder 6=  VlI^* 

Ctot  Ellipse  hingegen  Ist  unsere  Uliacorve,  wenn  c  <  ^^äb  ood 
ctn  '  "  -  ' 

^daberir,=^ —         positiv  wird.  Zahlenbebpiol: 
c — V  ab  , 

6^13,  2esl9,  es?^,  c>=86|,  ab^m, 

iro  entschieden  c*<^  a6  oder  c<V^o6.   Eise  Hyperbel  endlich 

geht  henror,  wenn  c>  V«6  nnd  daher        —  negativ 

c —  V  ah 

wird,  und  folglich  oberhalb  AB  liegt,  während  bei  der  Ellipse 
ttoterhalb  dieser  Gruadllvie.  > Zahlenbeispiel  für  die  Hyperbel: 

a^i,  h^U,  ^^19.  »74.  , 

wo  entschieden  (7|)*  S  4.13  oder  56^  >  5^^  Die  ßedlngong  der 
l'arabel.  wonach  c^V  «6,  zeigt  nni^,  dass  Ci*  au  diesem  Kegel- 
schnitt 'i'a[)i;üi) tcopaare  a  und  6  gibt»  deren  halbe  ßeruhrung^-i 
f»ehue  c  das  geometrische  Mittel  ist  zwischen  den  Strecken  der- 
selben von  den  Beruhrungspuukten  bis  ;Eum  TreffpiinkL  Dass 
aber  der,  Satz  nicht  allgemein,  .sondern  nur  filr  besondere  Lagen 
der  Parabcltarii^cntea  ^ill,  dalür  ist  da^»  schlagendste  Beispiel  äet- 
Parameter  c  (die  zur  Axo  rechtwinklige  Ordinate  aus  dem  lirenn-, 
punkte)  und  ihr  Pol,  der  a,ni  /der  pirectrix  liegt,  im  Durchi^chnitt 
nU  d«r  verJ,äugertep  Aie,>  Di/S.  Tangsotsn  aufi  diesem  Punkt  an 
die  Citrve  sind  reebtfvinklig  .s«  einander,  gleieb  tang,  jeti«  sei  tf, 

.HO  ist  ihr  Product  a^  =  26-^,  also  niohtvvrte  oben  c=z\  u6  oder, 
weil  b^tiy  c=za. 

Die  UurchmesSerlSöge  aaf  HO  Ist:  ' 
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ab 

halber  Durchmesser,  wo  ^^"^  ^^^^  vierte  Proportionale  zu  den 
drei  6eUeo  c,  a,  b. 

Dw  Ittlbe  DBrebmeeeer  1^,  parallel  rar  fSraiiiiliiile  AB,  md 
ra  M  mf  4er  Riehtang  BO  conjoglrt«  ist  gegebte  dnrcb  die  Pro* 
portion : 

«4f,:c*=sJ«:»«  oder 

oder 

^1— i 


Diese  Grtaen  J  and  39  werden  aber  leichter  nach  Tat.  III.  Fig.  18. 
und  Taf*IV.  Fig.  20.  ale  iiacb  diecen  Fermeln  eonatmirt. 

Noch  erübrigt  die  Bestimmung  solcher  Curvenpuiikte,  die  auf 
beliebigen,  von  A  und  Ji  ausgehenden  Hichtiin^n  liegen;  diese 
lässt  sich  um  so  leichter  ausführen,  als  sich  die  prnjectiviscben 
BeziebungeD  swiscben  den  Ponbten  unser«  Kegelschnittes  nnd  den 
svrei  Tangenten  AH  and  BB  TernHteln  laaaen  mit  anaerm  Ve- 
eela  der  Cnrvenbeacbrelbung.  lat  nimÜeb  lo  der  selbatreTalinil* 
lieben  Taf.lV.  Flg. 88.  angeroein  CF,CGiC&  =  g  ^  ein  gege- 
benes VefbSltnfaa  oder  «esp*»^,  and  Terbimden  der  ConrenpoiAtt 
C  mU  den  Bertibrangapnaicten  A  nnd  B  der  Tangenten  AH  and 
BH  dvreb  die  Geraden  ACD  and  BCK,  die  jene  la  Ü  and 
trei^>  so  haben  wir  affanbar: 

■ 

KhiKNtsptv  nnd  AKiUK^pCoBn^AiftCmviC, 

DM:DP=sptu  und  BZ>:i71>=;7Cosec^:«CoaecC, 

Aß  BD  _  p».Co8eci<Co8ecB 
'UK'tiD~  «aCoaecSC 


«)  SIsha  Apolinnins,  KagoMmitto,  III.  B.,  IT.  a.  1«.  Satt. 


Digitized  by  Google 


Brdnäii:  Dm  Proötem  des  Pappus,  35 

AK  BD  _     p*S\n*C  p*c* 
HK  HD^mü Sin ASit^B^  uonb* 

oder,  fro  JB^c,  Bü^a»  AUssbi 

HK  BD     abmü     abg    .     HK.BD  abg 
Ai  BD"^^^^  AK  'm-'W* 

oder  das  projectivische  Doppelverbfiltnf'ss  der  rier  Abschnitte  ein 
beständiges.   In  unserem  besonderen  Falle  ist  ^=1,  weil 

BK  BD    n  c 
CF,CG=iC&  oder  p^  =  uv,  und  daher  '^^''SiD^ü  *3' ' 

Ist  niin  i^egeboD  AD  und  damit  das  VerhSltniss  ßjj^  — 
BK  ob 

ist  das  VerbSitniss  ^^jj     -^.k  und  damit  die  Riehtang  i^f  aaeb 

Termittelt»  so  dass  der  Dorchscboitt  C  der  AD  and  BJtdan  ge- 
aocbtan,  auf  AD  liegeodea  Corvenpunkt  gibt.  Aebalicb  wird  gie> 
fanden  der  Corvenpankt  C  auf  der  als  gegeben  angeBommenen 
BK,  womit  die  vorgelegte  Aufgabe  als  erledigt  an  betraebtea  tat 
Nur  merke  man  sieb  för  die  Conatmclion»  dasa 

ab  .    d  g  .  e6 

^.k^-^.k,  wenn  <f=— 

oder  Fierte  Proportionale  an  den  drei  Seiten  e,  a,  b  des  gegebe» 
nen  Dreiecks  ist. 

TamgenieneonstrueUo». 

Sei  in  Taf.  IV.  Fig.  93L  wie  bisher  Immer  AB  ond  BB  ein 
Paar  fester  Tangenten  an  den  nach  dem  ▼orlgen  atlgemeinern  Ge- 
eets  bestimmten  Kegelsebnitt  mit  den  Benlhrongsponkten  A  und 
B,  so  dass  die  Entfemangen  Cü=iu,  CF=r,  CP=p  eines 
iMliebigen  Curvenpnnktes  C  von  jenen  festen  Tangenten  AH  und 
BH  unA  ihrer  Ren'ihrungssehne  Aß  orneeben  die  Beziehung  eines 
be^tändiireTi  N'crhältnissc«;  zwischen  dem  Qundrnt  dpf  Fntferniirj^ 
und  dem  Reckteck  der  Kntfernuneen  u  und  c,  und  daher  geben 
die  (ileichnniz:  p'^inr  ~  <; ,  ^vo  p,  u,  v  veränderlich,  hingegen  g 
einen  Iteständigen  efv^^eftenen  Werfh  diese«  Verbfiltnisses  vor- 
fiteiit  Wird  nun  der  so  besstimmte  Tiirvenpunkt  C  verbunden  dnrcb 
AC^  BC  mit  den  feisten  Berffhrungspunkten  A  und  B  und  diese 
Geraden  verlängert  bi^  an  die  festen  Tangenten  BN  und  Äff  oder 
nach  D  und  diese  Durchschnittspunkte  verbunden  durch  die 
Gerade  ED  und  diese  verlängert  bis  zom  Durchschnitt  T  mit  der 

TbcilXXWUl.  '  8 


Digitized  by  Google 


8rän4U:        ProHm  da  Fappus» 


RicbtuDg  der  Berahrungmlme  AB^  so  ist  CT  die  Taogente  de« 
Kegeleebnitto  im  Popkte  C. 

Beweis.  Bei  ApoMonius  Kegelschnitte,  IV.  Ruch,  im  An- 
fang und  die  Theorie  der  harmonischen  Pole  und  Polaren  im  Kegel- 
schnitt, rait  Anwenduncf  auf  den  Punkt  T  als  l'ol  uiitl  auf  HCF 
als  Polare,  t^egen  des  Vierselts  CDIIE  und  seiner  harmonischen 
Eigenschaften,  die  übrigens  leicht  zu  vermitteln  sind  mit  unserm 
Gesetz  der  Curvenbescbreibupg,  wie  wir  bei  Taf. IV.  Fig.  22.  und 
im  Anfange  dieaee  f.  8.  an  Tafl  It.  Fig.  12.  gesehen  beben.  * 

Beaondmr  Fall  die§er  Catuimeiion,  DwehmeuereonsUiteUom, 

Die  nächst  lie^zcnde  Anwendung  dipspr  Tangentenconstruction 
ist  wohl  die  aut  den  Mittelpunkt  F  des  dem  Dreieck  ABC  ein- 
geschriebenen Kreises  in  Taf.  V.  Fie;. '24.,  wo  aber  der  besondere 
Fall  eintritt,  dass  F  ein  l^mkt  dci^jenigen  Kegelschnitts  ist,  des- 
sen Punkte  in  obiiien  Zeichen  die  Beziehung  eini^ehen  p^~uVt 
oder  wo  die  Entfcrrjunt»  />  eines  beliebigen  Curvenpunktes  C  von 
der  (irundlinie  AB  des  Dreiecks  das  geornetrische  Mittel  ist 
zwischen  den  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  beiden 
anderen  Seiten  AC,  BC  desselben.  In  der  selbst?er8tiiDdllchen 
^Taf.  V.  Fig.  24.  ist  FT  die  Tangente  des  »aber  bestimmten  Kegel- 
%cbn!tts  im  genannten  Punkt,  eltettso  Tff  die  Tangente  derseltien 
Cunre  im  Mittelpunkt  ü  des  ftossern  der  Grundlinie  AB  enge- 
scbflebenen  Kreises,  der  sugleicb  die  Seiten  AC,  BC  auf  Ibren 
Terlängemngen  berflbrt.  Ferner  ist  G  die  Mitte  der  Cnrrensebne 
FH  nnd  daber  TG  ein  Durcbmesser  der  Cnrve;  im  Dnrebschnitt 
J  swiseben  der  Mittellinie  CN  als  einem  andern  Ditrebmesser  and 
dem  Durcbmesser  TG  ist  der  Mittelpunkt  der  Curve.  Die  ange- 
filhrten  Umstinde,  verbunden  mit  dem  weitern,  dass  CF  innere 
und  CT  äussere  Bissectrix  des  Winkels  ACB  und  seines  Neben* 
winkele  oder  Aussenwinkels  ist,  machen  den  fnrvenpunkt  F  und 
den  Corvenpunkt  B  mit  den  Tangenten  FT  und  BT  zu  neuen 
iMsdeutsamen  Verbindungsgliedern  zwischen  Elementar- Geometrie 
und  Kegelschnitts -Geometrie,  welche  Bedeutung  noch  erbüht  wird 
dadurch,  dass  aus  diesen  Gesichtspunkten  noch  nfiber  vermittelt 
werden  die  ohf»n  schon  vorläulii:  L'efiindenen  Bedin^wn|ren ,  unter 
denen  ans  tinscrni  fiesetz  der  (  iir\ pfihe.Kcbreibung  die  einzelnen 
Arten  der  Kegelsclinitte,  nämlich  Parabel ,  FJlipse,  Hyperbel  her- 
vorstehen. Wird  nliinlirh  in  Taf.  V.  Fig.  24.  der  Durchmessf^r  TO 
parallel  zur  Mittellinie  (^iS  des  Hrpierk«.  so  rückt  der  Durch- 
scbnittspunkt  J  nl.«  Mittelpunkt  der  (  nrve  in  s  Unendliche  hinaus, 
80  dass  wir  es  in  diesem  FaJie  offenbar  mit  einer  Parabel  zu 
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lb«D  luAen*  Sehen  wir  mm  nlber  wä,  wm  dieee  äxn3kn»  w^* 
ter  voniueeCit  in  Beseg  eof  die  GrOeeenlietiebuiigeii  der  Seiten 
des  Dreieclie  ABC  anter  einender,  eo  ergibt  sich  neeb  ood  nach 
felgendee:  Winhel  NGOts^V^Ä-S),  das  helsst  gleich  der  hal- 
ben DiffereM  der  Winlrel  an  der  Grundlinie  AB,  Daraus  folgt 
nach  and  nach  unter  den  Annahmen  * 

ßlSz=zAN=zc.  BC=a,  AC=b 

diese  Reihe  ?(in  Beziebongen  ans  der  selbetverstiadliehea  Figur; 

Heil  iiacb  den  Gleicbuogen  Mulhveide's 

CoB^(A  —  B)=^{a'^ü)HmiC, 


26c   .    2bc  Aabc 

f 

weil 


OT^AO^AT^f^^  +  ^b  - 


BO:AO=  BCiAC=:a;b,  BT.AT^BCiACszaib, 

Nun  gibt  die  für  die  Parabel  geltende  Annahme  TG  parallel  an 
Ci^  die  Proportion:  NOiCO=OTiOG,  oder  wo 


in  die  Pioporüoo  eiogesoUt  gibt: 

(o— 6)<?.2a5CosiC_  iabc  .  2c* 
TU        T+T"  ^^•(a+6)Coe4C 

oder 

(a — 6)  c :  2a6  Cos  I C  =  3a6  Cos  iC:  (a  —  6)c» 
und  daraus; 

CasW«--^^,^^-  oder  CosIC^-jj^-^^, 

wenn  c=Va6  und  damit  befriedigt  wird  die  Formel: 

(ai6-h2c)(a4^6-2c)    (a-f  6)»~4c»_(a-f6)»~4a6_(<i-6)« 
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Im  imm\h^  ErgelmiMe  gdangt  aan  dwdb  die  HdlMUito  CK 
pmBd  to  CS.  U  wMmm  Fdto  tot  «imttch  GK  eia»  mit  GT  «ad 
iC  nil  T  ttder  J^r^sO,  ao  daM  wir  haban: 

Ärs3/^!r-i^Ä=ü  oder  Ar=iliV+iir=c  +  :^=%t^5 


und  daher: 

oder 
oder 


iVÄ  =  l^G .  Cotg  d  r=  c  Tg  iCCotg 


<a  4  6)  »ad— «)TgiCCoa« = 0 


(a  +  6)  CoH  iCSii)  ^  —  (ü  —  Z*)  Sin  iCTos  ^  =  ü. 
2(a-f6)cniCo8*iCSiD4^— 2(a— 6)cmSiBiCCo8iCCoa^=0« 

wo  CNssm  and  Coa^= -jjjjp ; 

(a  +  6)a*SloCCosSC— Ka~6)(a«— 6^)SinC  =  ü,  * 

Cos^iCss^^  oder  Co84C=^^^» 

was  ivieder  voraussetzt  c=  a6  oder  die  halbe  Grundlinie  c  gleich 
dem  geometrischen  Mittel  aus  den  btfideu  andere  Dreiecksseiten 
BC=a  und  ACzrzb. 

Dieselbe  Hülf^linie  GK  hilft  auch  bestimmen  die  Strecke  iV^/ 
zivischen  dem  Fusspunkte  N  der  Mittellinie  CN  auf  der  Grund- 
linie AB  und  dem  Centram  J  der  Curve,  nämlich  aus  folgender 

Proportion: 

JNxGK^NTiKT,  wo  GK^NG.Coawt^x^tT%kfiCMmt^, 

so  das^i  nach  dem  Obigen: 

JA :  c TgiCCosec^=^^^|^ :  ^^^^  c Tg iCCotg^ 

oder 

(a +^')c«Tff     Goseck  (a4-6)cTgiC' 


(a-f6)cTgif;    2(a-f6)c»mTgiC 
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oft 

WO  il=  —  oder  vforte  PropoftioiMle  la         e.  Ist  iiiiii  P 

nähere  Cuirenpunkt  aul  dem  Durchmesser  CNJ,  ao  haben  wir 
nach  Seite  30.  die  Gleichung: 


QDd  dalM?  flir  den  flalbnaMer : 

n«  .  »I         ^      ,    cm       cmVa6  mSTab 

wie  aaf  Seite  31.  Fenier  eingibt  sieh: 

^«  .  ttra         ,    cm  dm 

und  des  Prodoct  aoe  CJ  und  NJ  endlicb : 

mtm     cdm*         m'^üö  _„ 

eo  daM  enseie  BrgebniMe  die  ftobe  hatten,  nieb  irelcbec  der 

Carfenhalboiesaer  PJ  eein  muss  das  geometrieebe  Mittel  ivriBebeii 
CJ  und  PiJ  und  gefunden  werden  kaaD  doicb  eine  Ceaetmotioa, 
die  leiebter  iet  ala  alle  Mbereo. 


Der  %u  AB  panilele  umd  %u  CNS  eot^tUfirU  DttrdkmegMer, 

Oben  auf  Seite  29.  und  31.  ist  an  Taf.  IV.  Fig.  20.  gezeigt  wor- 
den i  in<>  '\Ietbode,  sowohl  die  zu  Aß  parallele  Durchmefiserllin^e, 
aJ»  irgend  eine  zu  derselhen  Hiciitun«;  jtaralleh;  >i(!lirieül;irjge  zu 
constrniren.  Noch  leichter  wird  die  Con».tructinn  dieser  Durch- 
uiesäeriujige  aut  unHerni  jetzigen  Standpunkte.  Wird  nämlich  lo  « 
Taf.  V.  Fig.  24.  aus  der  Ecke  A  des  gegebenen  Dreiecks  ABC 
'  gezogen  AHL  parallel  aum  DordnBesaer  CiK/»  ane  dem  Curven« 
eeotmi  J  die  an  AB  parallele  end  an  CNJ  conjugiite  Ouieh* 
neeaemebtaDg  JBQt  hm  snni  Doiebeeboitt  QmH  derSeitearicblaBg 
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AC  als  einer  CorfeataBgenle,  ao  ist  |^  der  Pel  wr  AHL,  wo  L 
ein  Cnrvenpuokt»  weil  ßt=AL  und  R  Derebeehnilt  swiechen 
AL  und  JQ.  Nun  ergibt  sieb  eofort: 

♦  JQiAN^CJtCN  oder  JQ^  c    dm^  ^  cd_  ^  f 

^  ^     VI  d  —  c     a-^c     ab — c* 

ond  da«  Product  aus  JQ  und  JR  iat: 

JQ.JR^JQ.ANi^^^^:=^7^» 

wie  oben  auf  Seite  32.  gefunden  fQr  die  Länge  9'  dea  ao  AB 
parallelen  und  zu  (^.'AV  conjugirten  Halbmeaaera»  der  also  wieder 
das  geometrische  Mittel  ist  zwischen  «IQ  und  JR  und  daher  andi 
iaichCer  zu  coostruireo,  als  früher. 

Auf  dieselbe  Weise  eonstruirt  man  an  der  selbst?erstlndKelieB 
Taf.V.Fig.25.  die  Dnrcbmeaserlingen  auf /C7  parallel  aurBissec- 
trlx  CFOGB  und  auf  der  dazu  conjngirlen  Riehtnng  TGJ,  deren 
GrSaaeDbeatimronng  durch  die  Elemente  des  Dreieelts  aber  hier 
zu  weit  föhrcn  würde.  Auf  dieselbe  Art  verilhrt  man  auf  Jeder 
lieltebigen  Durcbmeaaerrichtung. 


{.  11. 

C09riiitmUmjfUiiaHai4ß  4e9  KegOtehUtU  am  r«f.  K  Fig.  M. 

w 

Nach  den  vorangegangenen  Untersuchungen  Icann  es  nidil  mehr 
zweifelhaft  sein,  welches  Coordinaten^ystem  das  bequemste  ist 
liltr  die  Goordinatenanalysis  unsers  Ortes,  da  AB  als  Berührangs- 
sehne  der  zwei  festen  Tangenten  AC  und  /?C  und  die  Mittellinie 
CD  als  Durchmesser  der  Turve  iinniittolhar  nis  coitjncrirte  Rieh" 
tungen  tjei'eben  sind  und  als  Coordiuatt'niixen  die  eintachste  Glei- 
chung für  die  Curve  unsers  Ortes  in  Aussicht  stellen.  iSei  also 
in  Taf.  V.  Fig.  26.  die  Cf)  Axe  der  x,  die  AB  Axe  der  »/,  und 
wie  trüher  JÄ  =  'ic,  CD~-  AC~h,  BC=:a  und  P  ein  sol- 
cher Punkt,  daas  »eine  t>ritteniui)g  Pk  s  von  der  AB  sei  das 
geometrische  Mittel  zwischen  seinen  Entfernungen  PH=pt  PG—q 
von  den  AC  und  BC  oder  bestelle  die  Gleichung  ^=pg.  Setzen 
wir  den  Coordinatenwinkel  CDA=z^  und  die  Coordinaten  des 
Punktes  P  wie  Figur  zeigt  PJ=sxszLD  und  PLssJD^y,  wo 
EPLF  durch  P  parallel  m  AB  und  L  der  Durcbsebnitt  awiseben 
CD  und  EFf  ferner  Eh^hF^u  und  EP=iU^jf,  FPssti^y; 
so  gHbt  die  Proportion  LFiBD^CLtCD  in  diesen  Zeiohen: 
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ii:c=m — apim  odw  «=  — ^; 
daraus  folgt  ferner: 


c(iii  — a:)  1.  - 

FP  =  II  +  y  =  + y  =5  i  (cm  -  e«  +  Jny). 


Diese  Wertbe  benotit  tnr  BestimiiiiiDg  jener  Perpendikel  geben: 

PÜ^p  Ä  P£,  Sin  A = (cm  — cx— m ^)       =  («» — €«p  —  my) 
PCÄ^=«>.SlBir==:(cm— car+mjf)        - (cm-H»+my)— . 

■ 

Diese  Ergebnisse«  eingeföbrt  in  die  Bedingungsgleiehang  ^sspq, 
filbffen  an  der  Curvengleiehnng; 

Sin^ = [«*(m  -  «)«  -  my]  ^^jp^ , 

oder 

aftaf*  Ä  c*(m — my , 
oilei  geordnet  nach  deo  Coordinaten: 

(«* — c^«* + «f  my«  rtn« 

eder 

2c*m  c*m*  _  c*m»  c^/n' 


Wird  nnn  gesetst  »  statt  '-f  so  ist  der  Anf«ng8|Ninkt 

der  Coordinaten  versetzt  in  den  Mittelpunkt  der  Curve»  und  wir 
haben : 

als  MitlelpQnktsglelcbvDg  besogen  auf  ein  System  conjngirter 
Dmchmesser,  wo 

^       aht^m^          nhnfl       cdm^     'it»  —  (lOc^      c*d  , 

(a6-c«?-(d^*~(d-c)«'  *  *-<r6-c«~"a"-c'"**"-7 
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od«r  vtwle  PropiirtloiMle  tu  welche  Ergebnisse  anfe 

SdiOnete  AbereioetiflineD  mit'  denen  der  frflheren  Syotlieeie  anf 
Seite  3a  Ter.  V.  Flg.  24.  und  Seite  31.  nnd  32.  TetlV.  Fig.  %\. 
Aaeh  die  Entfernang  de«  nrsprOngllclien  AnTangepunktee  D  in 
Taf.  V.  Fig.  96.  ?em  Mittelp«nlct  der  Curve  oder  die  Streek« 

NJ  z=z  ■^•■^■^  —  fi^g  ^*  ^ig«'-^  stimmt  gans  überein  mit 

dem  zweiten  C^liede  des  Binoms  ar  -f        ^  unserer  ursprQngli- 

eben  Gleichunp;,  welches  bo/pirhuet  die  Strecke,  um  welche  die 
Axe  der  ?/  verschnhi-n  werden  miiss,  um  den  Anninaspunkt  der 
Coordinatcn  in  »len  ;Mitfcl[mnkt  zu  versetzen.  Wird  in  der  ur- 
sprünglichen Gleichung  gesetzt  $f  =  0,  »o  folgt; 

(V^^c)  cm 

was  wieder  fllicreiostimmt  mit  Seite  30.  Taf.  \\\  Fig.  21.  In  den 
Ansdrdcken  M  und  für  die  conjugirten  flalbmesserlfingen  sind 
SQgteich  die  Bedingangen  ausgesprochen,  unter  denen  aus  onse* 
rer  Ortsbestimmung  die  verschiedenen  Arten  von  Kegelschnitten, 
nftmlich:  Ellipsen,  Hyperbeln,  Parabeln  hervorgehen.  Diese  sind 
wie  oben  e=V^öb  Air  die  Parabel,  e<  ifab  ffir  die  Ellipse  nnd 
i;>  Ve6  Ar  die  Hyperbel.  Im  Fall  der  Parahel  geht  nnsere  tir' 
sprünglicbe  Gleichong  aber  in: 

«e»mar+«iy=c*m»  oder  3f«=c»— — ;t«— (4m— a?)=^', 
-e 

wo  00*— f  d.h.  der  Parameter  die  dritte  Proportionale  sur  bal* 

fit 

ben  Grundlinie  c  and  sor  Mittellinie  m,  mid  «'  statt  |in— x  ge- 
setzt ist.  Die  Glelchangen  fBr  AC  nnd  BCIn  unserem  ursprüng- 
lichen Coordinatensystem  sind: 

m     c  m  e 

und  es  Ifii^st  sich  leicht  leige»,  dass  diese  Tangentengleichwigea 
sind,  wie  folgt: 

fH 

c 

aus  den  Glciebungeo  der  Gerade»  AC  nnd       eingeeetst  In  die 

ursprfiogliche  Corvenglelcbung ,  gibt  nXmlich: 
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(nfßm       m  \*        m*      ^_  abc^m* 

/   abc         \*  ,  q6c* 

(a6c  IF  («6— +  {ab—  c^jc»^»  =  a6c*, 
«iVc«T  2fl6c(o6--c*)f/  +  06(06— c«)y«Ä  ii6c*, 

oder 

M  daa«  die  Gerade  AC  oor  einen  Pmilcl 

I               r/t  _ 
«f=  +  c  und  ar=:OT  .c=:0 

müder  Cvrve  gemein  bat,  und  ebeneo  die  Gerade      nur  den  Pnnkt 

3f  =  ~  e  und  «  =  m  -f  -  .  (— e)  =0, 

wie  zu  beweisen  war. 

Zeigte  ohcn  schon  die  Form  der  nrepHInglichen  Curvengfei» 
cbung,  der  das  Product  xy  Apt  Coordinaten  fehlte,  durch  diesen 
Umstand,  daas  in  Taf.  V.  Fig. 26.  die  AB  und  die  CD  conjugirte 
Riebtangen  der  Cnrte  eind  and  also  mit  Recht  i^ewählt  wurden 
als  Coordinatenaxen,  so  zeigt  der  andere  Umstand,  dass  dieselbe 
Corveogleichung  kein  y  der  ersten  Potenz  f^nthalt,  die  C/>  sogleich 
als  Dnrchmesserrichturin;  und  bestätigt  mit  der  Tangenteneicren- 

Schaft  der  AC  ond  BC  noch  mebr  jene  Wabl  des  Ceoxdinaten« 
Systeme. 

■ 

GliMmm^  der  Tmiffenien  FT  und  BT  m  den  Müielpttnkim 

F  und  H  der  dem  Dreieck  ABC  eingesehriebenen  Kreise  nach 
Taf,     Fig*       im  urtprüußlicheu  CoordiHotens^ietH  der  j4B 

tmd  CN, 

In  diesem  sind  die  Coordinaten  iWapf^jr  «nd  FK^NP=y 
das  Punkte»  F  gegeben  dareb  die  Propoitipneo : 

8» 
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NKtCN^OFiCO,  FKtNOssCFiCO, 
wo  nach  frfibdfeo  £rg«biiii4ieo  und  Vo^auM^tsuogen : 

CN=m, 

CO=?2^'.  IfO=^^.  CF=^^; 

also : 

4q6cCo8^C       2af/ Cos  jC 
^^•'»-(a+A)(«+Ä  +  2<j)'     a  +  6 

oder 

'   rrr-  .  («  -  6)  c  _  2a6  Coe  j  C ,  2a6  Cos  |  C 

^*--o  +  i»  +  2c'  a  +  6  ""a  +  6  +  2c*     a  +  6 

oder 


Wird  noch  gesogen  PF  parallel  tu  C3V  bis  auf  die  Aß,  ferner 
die  Tengente  TF  veilftngert  ble  L  mf  CI9,  so.eind  die  Dreledie 
XfiV}*  «ed  FFT  Ibnlieli  and  geben  die  Proportion  LNiNT 
t^PFtPT,  wo 

PT-ATT- Arp-^±i>f  4e^4-ane«^.26c^. 
nleo: 

a-6  ~"a+^+2c'(a-6)(a+6+2c)  ^^'^  ^-^2a6+«<;+6c 
Endlieh  ms  iVf  nnd  LN  die  Gleichnng  der  LFT,  niiriieh! 

oder 

oder 

-f  «c -I- 6c)s:   (a-*- ^)  s^  s  <a -|-6)cm. . 

Ebenso  gibt  ,die  bOhere  Analysls  dnrob  Ableltnng  ans  der  Cnr- 

vengleichung 

fttr  den  Berabrnngepnalrt 
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Jf/  tot  _  , 

die  Taogeiiteogleicbaag : 

wo  X,  Y  die  laofenden  Coordinaten  and  x,ff  di«  des  Berflbruugs- 
pooktes  «ind.   So  bekommen  «rir  n&mlich: 

/¥        2cm        2fl^fac  +  Ac  (0—6)0     («  — 6)fii 

*^*"a  +  6  +  2c^*  a  +  6  +  2c  a  +  6+V'c  +  6+2i?"'^ 

(M+«?-f  6c)X-f  (a--6)i)iF=s-^  ^^^^2^  . 

(2a6  -f  ai;  -f-^c):!    {a—h)mY^  (a  -|-  6)  cm, 

wie  obeo  durch  Synthesis. 

Ist  Q  der  Treffpunkt  zwischen  TU  und  r'iVJ,  80  «lind  C, 
iV,     barmonUcbe  Punkte  und  gebpn  die  Proportion : 

oder 

Ig  f.  (a^lß)cm      i^nb—ac — bc)m  {a-\-  b)  cm 

i^ieicbaog  der  THQ  diese; 

*    .    jy  inc-\-bc—1ab)x  ,  (a— 6)y  , 

(iic+6c— äa6)a:+(a — 6)iny  =  (a -1-6)011. 

Denken  v?ir  uns  in  Taf.  V.  Fig.  25.  aiM  ^  Dich  CNJ  die  MÜ 
paiattel  ni  ^fi»  so  folgt: 

1717:  OlTs  CH:  CO 

«der 


wenn  HVwa  CNJ  feraUel  naeh  AßT  gtiogy  ist  Dann  folgt  aacb 

o— 6      0  +  6  — 2c'  (a— 6)(af  6  — 2c)* 

aad  ITF  ist  gegeiMo  dvreh  die  PropoHioo: 

BV;ffO=:zCN:CO,  oder  ÄF:CÄ— CO  =  iii:-^Co»iC, 
oder 

„,^.2tf6Coa|C    2o6CosiC  MCob^Ö 

oder 

„        4<iftcCo8^C    2a6  Cos   2c/m  ^nrn 

daraus  die  Tangentengleiehaog  im  Poolcte  JSi 

fV        2cm     ^  2^6  —  af  —  Ac      _  v  (« — 6)  cm  ^ 

^^•"ac-a-^^  *  27- a  -  äT  +  ^  '^^a +6  - 2</  *  a+6  -2c 

,             o  /X    1  /      AN        (2g6— we— ^c) .2cm -f- (a— 6)»cm 
(ac  +  6c — 2a/>)  ar  +  («—  6)  niy = ^  a-^ö^^e  ' 

(ac  +  6c-2a6)    +  (a  -  6)  1115^ =^  TFÄ^^^Äc  ^  ' 

(oe  -I-  6«— 2a6)«    (a — A)mjr  ss  (a  +  6)  cm ; 
Mie  oben  durch  Syntiiesb. 

Axenriehiungm  tmd  jipeentämge». 

Sind  nach  OI»ii:cm  nicht  nur  zwei  conjugirte  Durchmesser  nach 
Lnt^c  und  tiriisso,  sondern  sogar  zwei  Paare  solclicr  ieiclit  gefun- 
den ,  so  ergeben  f»ich  nach  der  !Methode  von  Chasles,  (»e schichte 
der  Geometrie,  Seite  42. ,  Note  43  der  Uebersetzung  von 
Sohncke,  leicht  Grüt^^c  und  Richtung  der  Axen,  welche  Con- 
structim»  am  einen  oder  andern  Pa.nr  conjugirter  Durchmesser  aus- 
geführt werden  kann.  Vergleiche  noch  das  ebengenannte  Werlc  von 
Chasles  2!$eile386.,  wo  maiisgebt  dite  Entwieicelang  derselben 
ConstmeCion :  Durch  den  Endpunkt  A  des  einen  der  beiden  eon* 
jugirten  Halbmesser*  siebt  man  eine  Ctemde  eenkrecbt  gegen  den 
sweiisB  Halbmesser  mid  irigt  anf  dieser  Gsiaden  ?on  A  ans  swei 
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AtMchnfHe  auf,  jeden  gleldi  dem  iweit«!  UMm^twt;  Bad- 
prnikte  B  whI  C  dleMr  Mden  Abadmitte  verbindet  mm  mit  dem 
MittelpaDkte  M  der  Conre  dercb  die  Geraden  MB,  MC\  dea 
Winkel  BMC  and  eetnea  Nebenwinkel  bStflet  man  durch  airei 
nene  Gerade,  die  die  Richtnngen  flir  dfe  Iteiden  Axen  der  G^e 
aaieeben.  Die  Samme  MB-^MC  wird  der  grossen  Aze  und  die 
Diferens  MB  —  MC  der  kleinen  Axe  gleicb.  Eine  andere  Ent- 
wiekeloDg  dieser  Constniction  siebe  im  „Problem  des  Mydorge" 
▼en  Gymnasiallebrer  BrSndli.  Scbaffhansen  1860.  8.aO. 

♦  §.  12. 

Erkiftrung.  Nack  Stelner  S.  157.  der  „Systematlaeiien 
Entwicklong  der  Abhiiigigkeit  geometrischer  Gestal- 
ten.'* Berlin  1832.  heisst  ein  Kegels9hnitt  einem  Tiereek  har- 
monisch umschrieben,  wenn  er  der  Ort  eines  freien  Punktes 
ist,  der  die  festen  Ecken  des  Vierecks  in  einem  Imrmonischen 
StrahlbOschel  projicirC. 

Eben  so  heissen  die  festen  Ecken  des  Vierecks  in  Bezug  auf 
den  zugehürigeo  Kegelsichnltt  vier  harmonische  Punkte,  ohne 
auf  einer  Geraden  sso  Heiden. 

Ein  Kegelschnitt  heisst  einem  Vierseit  harmonisch  ein- 
geschrieben, \venn  die  vier  Seiten  der  Figur  als  feste  Tanjjen- 
teil  des  Kegelschnitts  jede  fünfte  freie  Tangente  desselben  har- 
monisch schneiden.  Ebenso  heissen  die  vier  festen  Tangenten  in 
Bezug  auf  den  zugehr*ngen  Kegelschnitt  vier  harmonische 
Tangenten,  ohne  einen  StrahlbnRcbel  zu  bilden. 

Ans  diesen  Voraussctxnn^ea  ergibt  sich  noch  leicht  fiir  die 
•  vier  harmonischen  Punkte,  wenn  man  den  fünften  freien  Curven- 
punkt  mit  irgend  einem  jener  vier  zusammenfallen  und  ihn  seine 
eigene  Projection  sein  lässt,  so  dass  die  Tangente  in  demselben 
Projcctionsstrahl  ist.  Folgendes:  Die  Tangente  in  jedem  der  vier 
harmonischen  Punkte  ist  den  drei  Strahlen,  welche  er  mit  den 
drei  ilbrigen  bestimmt,  der  vierte  harmonische  Strahl,  und  zwar 
demjenigen  Strahl  zugeordnet,  welcher  durch  den  dem  jedesma» 
Ilgen  Plinkte  sugeordnoten  Punkt  geht.  Die  Tangenten  in  je  swei 
sugeordneten  Punkten  und  die  Gerade  swiitcben  den  swel  ttbiigen 
Punkten  gehen  dureh  einen  Punkt.  Erfllllen  umgekehrt  vier  Punkte 
eines  Kegelschnitts  eine  der  swei  Bedingungen,  so  sind  sie  harmonlach. 

Lasst  man  ebenso  den  Berübruogspuukt  der  lüniten  freien 
Tangente  zusammenfallen  mit  dem  Berührungspunkt  irgend  einer 
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dar  vier  Me»  bamioiiiflclieB  TasfMite»,  «o  daas  jaaa  filafte  Taa- 
ganta  sa  ainam  Paukt  suaammeoacbw  indet,  der  zusammaDfiUll  aiift 
ibrem  DaiciMeboUtepunkt  u.  s.  f.,  so  folgt:  Der  Berührungspunkt 
einer  jeden  der  vier  festen  harmonischen  Tangenten  iat  zu  daa 
drei  Punlcten,  in  irakhen  sie  von  den  drei  Cibrigea  gaacshaitten 
wird,  der  vierte  harmonische  Punkt,  und  zwar  danjenigen  sage* 
ordnet,  in  welchem  die  jedesmalige  Tangente  von  der  ihr  zuga* 
ordneten  geschnitten  wird.  Ferner:  die  Berührungspunkte  je  zweier 
zugeordneten  Tangenten  und  der  Durchschnittspunkt  der  zwei 
übrigen  Tanf2;enten  lio^f  n  in  einer  Geraden.  Frfnilen  umgekehrt 
vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts  eine  der  zwei  Bedingungen, 
so  sind  sie  harmonisch.  Vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts, 
deren  Berührungspunkte  harmoniReh  sind,  bestehen  selbst  als  har- 
monische. Vier  harmonische  Tangenten  eines  Kegelschnitts  haben 
vier  harmonische  Kerührungspnnkte.  Alles  dieses  zeigen  die  Figu- 
ren 24.  u.  25.  auf  Taf.  V.  ganz  deutlich,  und  zwar  unter  der  bewun- 
deren Bedingung,  dass  in  den  harmonischen  Strahlbüscheln  A  und 
B  das  eine  Paar  zugeordneter  ^Strahlen  AF  und  A/J,  BF  und 
BH  rechtwinklig  und  die  Winkel  des  andern  Paares  zugeordne- 
ter Strahlen  AC ,  AB  und  BC,  RA  hälften.  Ferner  sind  die  vier 
harmonischen  Punkte  ABFII  die  Lcken  eines  Kreissehnenvierecks. 

Ist  nun  ABFH  ein  beliebiges,  einem  Kegelschnitt  ainge- 
schriebenes  harmonisches  Viereck,  an  dessen  Ecken  Tangenten 
construirt,  auf  dieselben  und  die  Curvcnpunkte  angewandt  der  Sats 
von  den  Eritlornimiren  zwischen  Curvenpunkten ,  Tangenfenpaarefi 
and  Saiten  des  Vierecks  als  BerÜlirungasehDan«  ao  ergibt  aich  der 

Lekrtait,  Iat  einem  Viareck  ttiasehriaban  ein  harmantaehor 
Kagelachnitt,  ao  Ist  daa  Praduct  der  Entfernungen  elnee  beliabi* 
gen  Cnrvenpanktea  yaa  iwai  caerdiDirten  Seiten  glaicfa  dam  Pro» 
dact  dar  fintfarnangaii  daaaelben  Ponktaa  von  Ja  swai  andern 
aaefdtDiftan  SaHeii» 

Beweis  au4>  Tal.  V,  Fig.  27.  durch  projcctivische  Eigenschaf- 
ten: Es  seien  a,  c  drei  Punkte  eines  Kegelschnitts  und  die- 
selben projicirt  aus  dem  vierten  Punkte  P  desselben  Kegelschnitts 
durch  die  Strahlen  A,  B^  C\  ans  dem  fiBaften  Punkte  P,  durch 
die  Strahlen  A* ,  B',  C  und  alle  dieaa  Elemente  als  fest  ange- 
nommen, hingegen  m  als  freier  aachatar  Punkt  dar  Carre,  und 
deraalbe  ebenfalls  projicirt  aus  denselben  Punkten  P  und 
darcb  die  Strahlen  jlf  und  ilP,  ao  gibt  die  projectiviaeba  Elgaa* 
acbaft  der  Kegelsehnitte  die  Proportion: 

•     ^iB,M)  Sin  (i^ ,  C)  ^  Sin  (Ä* ,  AI )  Sin  iB\  CO 
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Sin(.4,^_     Sw(A',  M') 
Sin {H,M)~-*"  6in (Z^* ,  itf ') ' 

wo  der  coMfaato  CoeflicMot  l  gegeben  Ist  doreli  die  Gleicbung 

gin(/<,  C)  Sw(A',  C) 

Dieser  Cocfficient  k  kann  den  Werth  I  annehmen  unter  der  Be- 
•Jin^ong,  dass  Winkel  C)  ==  Wiiikel(il',  C);  Winkel  (/?,  C) 
=  Winkel         C),  nas  einen  Kreis  voraussetst  In  diesem  Felle 

baUei)  wir: 

SinfJ,  Sin(il*,üfO     .     iVSinC^,  Jf  Sin(i<',  jlT) 

Sta(Ä,  ilf)  -  Sin  (Ä*.  ilf )  ^^«^  ¥siÄ(Än«)  ]rSMS7Äö 

^  «^«r  PV^w*  (l*l>*  im  KreieeehnenYiereek  aPPjb 

irt  das  P^oduet  ans  den  Entfernungen  eines  Periphericpunktes 
fia  sirel  ooerdinirCen  Seiten  gleich  dem  Prodoct  aus  den  Ent. 
fenraDgen  desselben  Pnnktes  von  Je  svrei  andern  ceordinirten 
Sälen,  wie  schon  oben  in  §.  7.  gefunden. 

Der  rvvtite  FaU,  no  k  den  Werth  1  annimmt,  ist  die  Bedin- 
nms  dss«  '^'"M'  ^      ^\n{A'^)      SinM,  D)     Sm{A' ,  1^ 
•     Sin  {B,  C)  -  Stu  {B\  C)  -  Sio(Ä,  />)  -  ^B\T\ 
Sio(^',  D)     SinM,  T,)         ^  , 
=  Sin(Ä',  /))  ~  Sin(^,  7*,) '      ^      gemelnscbaftlichen  Strahl 

4«  beiden  BOschei  P  und  P,,  und  2  ,  die  Tangente  in  P,  hin- 
pgtn  T  die  Tangente  In  Torstellt  Diese  iiedingung  setzt 
imea  einen  den  Viereck  mPPfi  eeisehriebeoen  harmonischen 
lUnlicheilt  eed  fOhrl  els  SeUvesergebniaa  den  eben  ausgespro. 
cbeaen  Lebfsata  bjarbei:  denn  die  barmonieehe  Proportion  fflr  den 
iNin  CbvTenponkt  m  und  eeine  Projectiooeetrahlen  M,  9f  nach 
Paed      gibt  nee  Taf.  V.  Flg. 37.  nach  end  naehs 

Sin(.4,  Jtf),Sin(/<\  M')  M.SxnjA.ni)  M' .^'miA' ,  M') 

Sis(Ä,  M) '  Sin  iB',  M')--*  ^  JU.Sw{B,  Jtt) Mr^\^{B'.M'r^ 

(Htet  ^J^=^l  oder  pq=iw,  wie  zu  beweisen  war. 

Ist  der  CpefHdent  l  nicht  1,  sondern  ein  anderer  Werth,  so 
Wft  anf  dieeelbe  Weise  der  allgemeine  Satz  Newton  s  vom 
dogetehriebenen  VIereekdes  Kegelachnitte  nach  {.  3.,  wie  er  bei 
alsa  Schriftstellern  Aber  neae  Geometrie  sich  findet. 
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II. 

Grondsoge  der  Theorie  der  hyperbolischen  Fanctio- 
nen  und  dßr  Anwendung  derselben  zur  Ausziehung 
der  Wurzeln  und  xor  Auflösung  der  Gleichungen. 

dem  Herausgeber. 


{.  1. 

Da  die  Wiebtigiceit  der  Theorie  der  hyperboliechen  Fonctio- 
neu  für  die  Aiialyme  «ich  immer  mehr  heransEostellen,  mir  aber 
die  bielMrige  Entwickeloog  dereelben  und  namentlich  ihre  An- 
wendung anr  AunOsung  der  Gleichungen  noch  in  mancher  Ruck* 
eicht  einer  Vereinfachung  und  Verbesserung  ffchig  au  sein  scheint; 
so  halte  ich  es  ftir  zweckmässig»  In  diesem  Aursatse«  ohne  irgend- 
wie auf  VollstSndigkeit  An8))ruch  machen  zu  wollen»  an  seigeo» 
wie  Inach  meiner  Ansicht  dieser  Gegenstand  darsualellen  sein 
dfirfte  *).  Bemerken  will  ich  filr  jetzt  hier  nur,  daas  der  Um- 
stand, dass  die  hyperbolischen  Fonctionen,  —  wie  Cbrigens  nach 
der  Natur  derselben  von  vorn  herein  zu  erwarten  war  und  eigent- 
lich sich  von  selbst  verstarul  —  eben  so  gut  wie  die  Lojjarithnien 
zur  Ausziehurif;  der  Wurzein  gebraucht  werden  können,  nicht  Im- 
mer mit  der  erforderlichen  Besfinuntheit  und  Deutlichkeit  hervor- 
gehoben wird;  und  rficksichtlich  der  Auflösung  der  cubigchen 
Gleichungen  bin  ich  der  Meinung,  dass  ein  besonderer  Vortheil 
der  in  Hede  stehenden  Functionen  gerade  darin  liegt,  dass  man 
bei  iVirer  Anwendung  die  cardanische  Formel  ganz  entbehren  kann, 
sich  also  von  dtrselben  auch  mittelst  der  hyperbolischen  Functio- 
nen  ganz  unabhängig  machen  muss.    Dies  wären  etwa  die  we- 

 —I  — -  p 

*)  Man  vcrgl.  die  sehr  ▼erdleattlichea  Eatwickeioagea  von  Harra 
Matsha  la  Till.  XILX VII.  309. ^nd  von  B«rni  Groana  ia  den  anton 
flosQffährwdwi  Si:hrift«a. 
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^entlichsten  Momente»  den«n  ieb  hei  den  folgenden  Entwickelan- 
^'eu  vorzogsweUe  einige  Beachtung  wünschen  mSchte., 


f  2. 

Wenn  e  wie  ^ewühriiich  die  Banis  der  natürlichen  JLogarith- 
meo  aiid  q>  eine  beliebige  veränderliche  Cirü«i$e  bezeichnet;  so 
heissen  die  beiden  Functionen 

— g- —  and  — g — 

nipeeliv«  d«r  hyperbolische  Gosinas  und  der  byperboli- 
sebe  Sinvs  von  9*  und  werdeo  doieb 

n            -t-         «»  ey~g-y 
1)  .  .  .  .  Gos^ss  1 — $  5109s — 2 — 

bnciehnet,  indem  man  sieb  sur  Unterscbefdmig  von  dem  cykli- 
«eben  Coelnoe  vud  Sinus  cos 9  und  sie  9  bei  der  Bezeicbnang 
der  byperbotiscbea  Cosines  und  Sinus  grosser  Anfangsbucbsta* 
beM  bedient. 

BekaiiDtlich  kunnen,  indem  wir  für  jetzt  hier  nur  reelle  Werthe 
voo  9  betrachten  wollen,  fdr  jedes  reelle  fp  die  Functioeen  «1^ 
rad  trf  io  die  eonvergirenden  unendlicben  Reihen: 

—•  —  1  ,  _ 

e  l  +  i.2'"l.2.3"*"i....4 

entwickelt  werden,  woraus  sich  mit  Bezu?  auf  1)  unmittelbar  die 
beiden  folgenden  aUgemeiu  gültigen  Gleichungen  ergeben: 

Co.jp  =  l+^  +  j^  +  j^+  

ass  denen  man  sogleieb  erkennt,  dass  Cos  9  stets  positiv  Ist, 
od,  wenn  9  von  — 00  bis  wSebst,  von  400  bis  1  abnimmt 
sid  von  1  bb  4  oe  wftclist;  dagegen  ist  S^in^  negativ  oder  posi- 
tiff,  jenaebdem  9  negativ  oder  positiv  ist,  und  wächst  von  —00 
kis  -l'Oe,  wenn  q>  von  —-00  bis  -f*^  wächst.  Es  iiann  also  Co« 9 
bloss  positive  Wertbe  aiMiehmen,  die  nicht  kleiner  als  die  Einheit 
find;  dagegen  kann  Sin 9  jeden  beliebigen  negativen  oder  positiven 

riitii  xxxTiu  4 
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Wertk  aoaelHNmi  welche  Eigenscbaflen  der  byperboliscbeo  Coei- 
Dus  und  Sinu8  man  b«l  4«r  Asiifllidiuig  itieaer  FunetieMi  weM 
Ml  beacbt«>^ 

So  wie  tu  der  Theorie  der  Kreiefiioctionen  bildet  mao  ans 
den  hyperboHachen  Cosinnasen  ond  Siouaaeo  oeiie  hyperboliaelie 
Fanetlonen  nach  den  Formeln; 

D.  a.  w.,  waa  hier  natürlieh  nicht  weiter  erlftnterk  au  werden  hraae^l. 


^.  3» 

Au«  deu  beidfn  FundameDtalformeln 

Co«9,= — ^ — ,    Sin^s  g — 

lassen  aicb  leicht  eine  Illenf{e  Ton  Relationen  zvrischeii  dienen 
Functionen  ableiten,  von  denen  wir  Jedoch  nnr  einige  der  wich- 
tigaten  entwieiceln  wollen. 

Weil 

Coa(—  g — =  — g — , 

Sin  (—  9>)  =  5 —  SS  1 — 

ist;  so  ist: 

3)  .  .  .  .  Coa(<~9)s=Coa9,  Sia(-*9>£B^8in9. 
Ferner  iat  nach  den  Grnndformein: 

eise: 

4)  Cos  9* — iSin  9=^=1 

and 

Co«       6m  9*  =   2  * 


Digitized  by  Google 


ne6st  AnweiuHm§€H.  51 

felglicb,  w«U 

ist: 

6)  Coaf»*-f  SlD^ssCoiV 

Aua  der  Gleichnng  4)  folgt: 

indem  man  das  obere  oder  ootere  Zeichen  nimmt,  j^Aollilem  ^ 
positiv  oder  negativ  ist. 

Weil 

Cos9Sin9  =  — 2 — .  =  j — 

oin  2^  Ä  s  

•  •  j 

ist,  80  ist: 

7)  2Co«9Siii9»  =  Sln29. 

Ferner  M  eiehr  M  Gmadfemihts 

Co«(9)  +  ^)»  g  =  ^  1  

_  - 

—  2  2      +  ~2      *      2  • 

6in(9 -J-i|;>  =  2  s  ^  

—  i  ^ 

g-»  .  e»+e-i> 

5= — j  1— +  — ^  y-r; 

4* 
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also:  .  >< . 

£>eUt  mao  in  diesen  FarmeiA  ~-  ^  iür      so  wird :  ^ 
Cos(q»— ^)  =  Cos9)Cos(-^^)  -f  Sln^SkiC— t)* 

SiD    — ^)  =  Sio  9  Coe  i-^^)  +  Cqe  v  Sin  (—  ^) ; 

ttiao  nach  3):  •  ,i  .  "  .  t  t  s 

(  Co8(9— t/;)  =  Co8(pCo8^ — SioopSinii;, 

9>  .  .  . 

(  ^in  (9    ^)  =:  Sin  9  Co«  ^  —  Co«  9  Sin  if» ; 
folglich  nach  8)  und  9): 

iCos  (9:£:t/^)  =  Cosa)  Cos  if/J:  Sin  0  Sin 
SiQ(9 i:  ^)  SS  Sin 9 Coa i|> ±  Coa^SiD ^. 

Hiernach  ist: 

€o8K4»-|.^)— OoaK^-^)  ±:2Sitil9)SiDi^. 

Sin 4(9+^)  -f  Sini(9>— =  2SiniyCoa4^, 

atao»  wenn  man  &tt  i 

reapective  ' 

aetat:  .  \  ■ 

Cos^ -f  Cosi^  =2CaaK9  4  ^)Co8     — ^) , 
Coag?  — Co8V'=:2Sia|(9)4^)Sini<9— 
Si  D  9»  4  Sin  t  ae  3  Sin     4  ^)  C&B^ip —^), 
Sin  9  —  Sin  ^  SS  2  Coa     4  %t)  Sin  i(9  ~  1^)* 

Nach  10),  6).  7),  4)  tat: 
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H^d^l  Aimenäurtgen. 

=  Coa  2^  Co«  9  -f  Sin  2^  Sin  9 

=  (Cos 9«  +  Sifi  9«)  Cos  9  f  28in  9« Cos  9 
?s  (2  Cm9*  ^  1)  C089  -f  2<CiW9S—  1)  Ci»9 

.  ►  -  •  - 

=  SiD  29  C06  9  -|-  Co»  29  >*Sio  9  , 

s  SSiD  9  Cm  9^  -1-  (Ciw9«  -|-  Sio  9*)Siii  9 

=  2Sin9(6in9^+.l)  +  (^Sin9«  -|.  1)8109  ;  . .  - 
=^4SiiK9if  331119;   , 

60  das«  mao  also  die  beiden  folgendeu  Uleichungen  bat: '  ' 
I  Co«9»— |C©i9— |Co»39  s=0, 
l  SiD9a+|Sio9-iSiD39=0j 

iiDd  WMm  iBaQ*i9  Air  9  «etat:  '  ' 

*  • 

:sioH>— i^0  9a>a. 

Die  aus  dem  Oblf^n  bekannte  Formel  " 

Ii. 

Cob29  =  Coa  9* -f.  Sin  9* 

luinn  man  nach  4)  aucli  auf  lotgende  Art  darstellen: 

Coa29  =  2Coa9S-1^2Sin9<+l>        •  .. 

Woraus  sieb,  wenn  man  ^9  (tir  9  setzt,  die  Ausdrückfi. 

Cos  9  =:  2  Cos  49^  1     2  Sio  i9*  f  U 


13) 


\  Sio|99-i-£i 


14) 


Cosi9«V^^4i,  Si»i9=iV^5^^p^ 


ergsbeQ*  dM  obore  fidet  anttr«  Zoicbon  genommen,  jienaehdem 
9  positU  odor  negativ  ist. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  man  diese  Theorie  c^aiiz  eben  so 
darchführen  kann,  me  die  Theorie  der  Kteisfunctlonen,  was  noch 
weiter  za  entwiciieln,  oonfitxe  Weitläofiglceit  sein  würde.  Uaopt* 
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«ichlieh  «iod  ab«r  der  spItocoD  Aptrfiidttigwi  «o«  »och 

einig«  Fomielti  nOthigt  4ie  wir  im  folgenden  Paragnpbeo  ent- 
wickeln  wollen. 

r 

{4. 

Dnrcb  Mnltipllcation  erhält^  i^Wy 

(Cos «p  ±  Sin  <p)  (Com  ipi    Sin  ^) 

also  nach  10): 

m 

(Cm  9±  8io  9)  (Cm  9|  ±SiD  ^)  SS  Cm(9 -f  7i)  J:SiB(y  ■(■  Vi)  t 

■ 

und  dnreb  encceesiTe  Anwendung  dleeer  6leiclittDg  ergiebt  nicb 
eogleleb: 

16) 

(Coe9i:3in9)(Coe9tJ:Sin9}kX<^^^Ui9|)..~(Cfe9^i±Shi^~i) 
=  €oe(^-f  9i  +       •  •  •  •  +  yn-i)  J:Sin(y  +     +  9»  + . . . .  +  <pn-i). 
Seist  man  hierin 

9  —     =  9«  =  ••••  =  9«-i* 

•o  ergiebt  sieb,  unter  der  Voraiweelnwn|[,  daee  n  eine  positive 
ganse  Zahl  ist: 

17)  (Cos  9>  ^  Sin  97)"  s  Coen^;  ±  Sin  n9>. 

Nnn  int,  wenn  auch  leroerbin  n  eine  positive  gaaie  Zahl  be- 
seicbnet : 

(Cosgj  ^  iSin  qr)" 
(Co»  (p  :t  Sin  <p)"(Gos  9    Sin  9)'» 

««^(Cos^i^Sin^)», 

weil 

(€o89>  +  Sin9))(Co«9)TSin9)=:rCos9)2— Singj»=  1 
ist.  ?iacb  17)  ist: 

(Cos  9    Siu  9)"  »  Cos  Ji9)  =FSann4P » 

also: 


56 


(Cos^i:  Siiiy;^"  =  Go«i«SP  ^  Sin  119» 
isd  fotgli^li,  w^l 


18).  .  .  (Co«9>l:Sifi9)-"=  Co8(— ri(p)dbSin(— ng>). 

Nach  17)  und  IQ  tot  alio  filr  j«dM  poaitiT«  oder  negative 
gaase  n:  i 


Bezeichnen  onn  m  und  n  beliebige  peaitive  oder  negative 
gaaie  Zahlen,  ae  ist  bleraacb: 


und  folglicb»  weil 

CoB  nup  ±  Sin  mip  =  (Cos  q>  db  Sin  97)'" 

ist: 

(C#«^«»J:8i»^9)»=(Coi9d3ain9>".' 
Alao  iat,  «veea  n  eine  positive  ganze  Zahl  beseicbnet. 


«In  Werth  der  »ton  WarjMl  aus  der  Grösse 

(Cosqp  JiSinqp)*" 
oder  ein  Werth  der  Grfose 


isit 


(Cos  <p  i  Sin  9>)"  =  Co«  ng>  ±  Sin  ntp- 


(Coa'^VdkSln^V)- 

sr  Cos  n  -  9  db  Sin  II  ^  9  =Ä  Od»  mg)  i:  Sin  «9 » 
n  n 


oder  (Coa 9^  Sin  9)* . 


V(Cos9:tSln9)« 


Weil 


Cos  9' 


Sin9*:=l 


oder 


Sin  <p* 


Coa9^— 1, 


and  daher  inuner 
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ist;  80  ist  die  Grüs^e 

deren  erster  Theil  stets  (lasitiv  ist«  immer  positiv,  was  eben  so 
natürlich  auch  von  der  Grösse 

■ 

gilt,  so  das»  also  nach  deui  Ohigeii  die^c  Griiäüe  jederzeit  den 
positiven  Werth  darstellt,  welchen  die  Wurzel 

II  m 

V  (Cos      Sin  9)*"   oder  (Cos  9  J:  Sin  9)  " 

immer  bat 

Man  wird  in  diesen  Formeln  sogleich  die  Analogie  mit  den 
entsprechenden  Moivre'scheo  Formeln  von  den  üreisfunctioneu 
erkennen. 

{.  5. 

Jetzt  lässt  sich  schon  zeigen  >  wie  man  sich  der  hyperboli- 
schen Functionen  zur  Ausziehung  der  Wurzeln  ;)ller  Grade  be- 
dienen kann.  Zu  dem  Ende  sei  a  eine  beliebige  positive  von 
Null  verschiedene  Zahl.  Da 


also 


und  folglich 


ist,  so  ist 


ond  man  kaon  folglich 
21)  


(a-l)«JO, 


1 
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->''t/en,  wu  tp  positiv  und  negativ  genommen  t^vrdeii  kann.  Nun 
i«t  aber,  wie  man  «ogleicb  übersiebt: 


aiso  kann  man,  venin'i^e  der  Gleiehuni;  4),  und  weil  (iet  hyper- 
bolische 8iou6  jeden  Werth  von  — oo  bi^i      oc  aonebinen  kann» 

a*  —  1 

22)  ,  .  Sin  (p  = 

»et/en,  v*o  <p  immer  gleiches  Vorzeichen  mit  dem  Bruche  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  haben  muss.  Daher  kann 
9»  immer  so  bestimmen,  dasa  den  beiden  Gleichungen: 


23)  Co«  9  —  .    Siü  9>  =  " 

lagieieb  genügt  wirdl  Offenbar  ist  aber 

aa+I  ««—1 

•=~2^  +  "2r  • 

alao 

folelich,  tvenn  uir  immer  nur  die  positiven  Wertbe  der  Wuraeln 
ioH  Auge  fassen: 


m 


u"  =  (Cus  rp  -J-  Sin  y)»  ; 

also  nach  dem'  vorhergoheadeo  Paragraphen: 

84)  «•  «Cos~9  +  Slfi%, 

MCh  welchen  Formeln  eich  also  jede  Wnnel  durch  hyperboliache 
Functionen  hereehneo  liest. 

Zur  Berechnung  der  (jlrösse  <p  hat  man  nach  23)  auch  die 
folgend«*  Formel : 

Naeb  14)  bts 

aleo  nach  23): 
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Cos  i9*  =         '  •    Sin  i^'^  = 

uud  folglich: 

I  j  +  1        .  a  —  1 

defm  daaa  man  nicht 

,  ••CzeD  tef»  erhellet  sowohl  anmittelbar  aus  dem  Ohigen,  als 
aacb  danitte,  weil  uater  dieser  Vetaeseetaang 

also  nach  23) 

2Siiii9>Coai9=—Sio9> 

aeiD  fvflrde«  da  doch  nach  7)  bekanatlich 

2  Sin  i  9>  Cea|9  =  Sin  9 

iat  Aub  26)  folgt  endlich  noch  die  sur  Berecbnang  von  9  sehr 
bequeme  Formelt 

27)  Tangiy  =  ^- 

Da  man  mittelst  der  hyperbolischen  Functiooee  Wuraela  »ller 
Grade  ausziehen  kann,  so  kann  man  dieselben  natHrflch  meh  M 
der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  benntaen,  wae  hier 
nicht  weiter  erläutert  zu  werdee  brenebf. 

S.  6. 

Der  Anfhlenng  der  cohlecben  Gleicbangeo,  welche  vrir  an« 
avf  die  Form 

dp* -I- -1- 6  s  0 

jrchracht  denken,  ulEis  bekanntlich  immer  möglich  ist,  liegen  die 
beiden  aus  der  Theorie  der  Kreisfunctionen  bekannten  Gleichungen: 

cos^^'  -  »cos^qp  — icosg)  =  0, 
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und  die  aus  13)  bekanoten  Gieicbunapen  zwUcben  den  hyperbo- 
lUcllm  Functionen : 

Coni9*— |Cn»i9-lCM«»  SS  0. 

Sio  i9>> -f  I  ^i»  i9>  ~  T^in  9  =  0 

XU  Grande.    Indem  wir  aber  die^icn  Gleichungen  noch  einen  bO' 
liebiiien  Factoi  <o<lQr  UivUoi  r  boiDOgeo«  wollen  wie  si«  notor 
Formen : 

/cos      •     3    co»|9  cony 


uod 


r    /  ~4r»     r    ^  4r» 
/Sini(pv  .  ^    Sioly    Sin^;  ^ 


betrachten. 

Wenn  mao  die  tileicbung 

:r»  +  «j?f  6  =  0 

mit  der  Gleichung 


r 

vergleicht,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 


3      .        cosqp  coely 


r 


Damit  r  reell  soi,  muss  u  negativ  sein  ,  nnd  damit  mitteUt  der 
zweiten  <?leic*hung  q)  bestininrt  werden  kann,  mnss 


aUu: 

276*  = 
^  4o»  < 


1 
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Mfa.  ,Ut  BiMi  <»  der,  iler  Gleichung  cos4)9  =  — 46r'  genögeode 
Werth  voD  9,  welcher  «wischeo  0  und  n  liegt;  e^  elnd.  vreil 

ist,  flberbaupt 

»,  «1—2»,  0-1* 

drei  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  geuügende  Werthe  ven 
9>,  und  08  Ut: 

—2«  <  »^2«  <  —  «, 


also: 


+  — 3 —  <  +  «• 

!o  Fig.  1.  fiiiid  daher  die  mit       A^,  A^  beielcbneten  Intervelle 

diejenigen,  in  denen  sich  respeGtive  die  Bogen 

3*     -3—.  —5— 

endigen,  woraus  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  im  Allgemeiiieti 

(0  00  —  2n  0)  -f  29r 

cos  ^  •   cos  — 3 — ,   cos  — ^ — 

aSmmtlich  unter  einander  ungleich  sind;  also  sind 

cosico  cosi(a)— 2»)  co;9i(ca-|-2?t) 

 #  *  _  

TT  r 

■ 

drei  im  Allgemeinen  ungleiche  reelle  Warsein  der  Gleichung 

j?*  4;  flj*  +   =  0. 

Diese  Auflösung  gilt  also  nach  dem  Obigen  unter  den  fol- 
genden Bedingungen: 

276«=:, 
a  negativ,    -  4^  < 
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W«lo  mmt  r«tMr  die  Gfdchwg 

o:'  4-  im;  -f-  6  =  0 

mit  der  Gleiehuog 

vergleicht,  so  erfaiiit  maD  die  Gleichungen: 


3   ging)  8ini97 

■ 


Damit  r  reell  nei,  muss  a  negativ  sein,  nnd  ilainit  inittelat  der 
«weiten  Glelchong  ^  beatiiiinil  werden  kann,  raoM 

166»r«=I.    166«.^(-|)»  =  l;-  ' 


alao 

•276«  = 
4a»  < 


1 


•etil.  Ut  onn  n  der,  der  Gleichung  sin^  —  4bt^  genfigende  Wertli 
voB  ^.welcher  swiachen         und  -f-i«  liegt;  «o  eind,  well 

ain  9>  SS  sin  (9>  7 

iat,  überhaupt 

dr»l  der  lo  Rede  atelieDdett  Glefdning  genügende  Werthe  von  q>, 
«md  ea  iet: 


alao: 


-J«< — s — S  -  In; 


CD  2« 

Hh     ^  ■ — j| —  ^  +  in. 


02         C runer t:   Theorie  der  hyperbeUtchen  Functionen 

In  Flg.  9.  «M  dalwr  die  mit      ifi,       biMt«Mi«ttii  llrt<mll« 

diejenigen,  in  denen  eieh  respective  die  Bogen 

3'      3    •  'T^' 
endigen,  woraoe  anf  der  Stelle-  erhellet,  ^ae  im  yAllgeroeinen 

ÖIO^,     8in  ^  ,     810 — g — 

a&mnitlich  unter  einander  ungleich  sind;  aiso  sind 
eiDlo     einK»-2>g)  ainKo-f-^) 

~*  — 7     '  ; 

drei  im  AUgemeiaea  ungieiche  .reelle  Wuraeln  der  Gleicbong 

Diese  Auf  ISsung  gilt  also  wiedernm  vnter  den  folgenden  Be- 
dingungen : 

a  negativ  ,  -  4^ 

und  wir  luiben  daher  jetat  för  diesen  Fall  awei  Anfllteungen. 

Nnr  an  den  tnaeersten  Gränzen  der  Intervalle  können'  in 
gewissen  ganz  speciellen  Fallen  «wei  der  drei  Wtirzeln  mit  ein- 
ander zusammenfallen ;  eine  besondere  Betrachtung  dieser  Fälle 
halten  wir  eher  hier  nicht  für  uütiiig. 

Vergleiehen  wir  die  Gletcfauag 
mit  der  Gleiehnog 

ao  erhatten  wir: 


Damit  r  reell  sei«  muss  a  negativ  sein;  da  hekanntlich  Coa^ 


uiyiii^Cü  üy  Google 


n6^»t  Anweuäu/igeM.  6d 

poliliv  und  oMt  Ms«  die  Einheit  iet,  eo  mnae  man 
Fennel 


das  obere  oder  uolere  Zeichen  nehmen,  Jenachdem  6  negativ 
oder  poaiti¥  iot  Ea  isuaa  aber,  wenn  aicb  ^  mittelat  der  awei- 
teo  Gldehnng  beatininien  laaaen  aoll* 

also 

276«  SS, 

aeis.  Setaes  wir  anter  dieaeo  Voranaaetsaof^ 

Cot*  l(p 

ti«  —  , 

ao  iai 

and  folglich 

«•  +  «a?+A=«* — «*-|>fl(a;— s) 

=  (a?    w)  C-i"^  +  tw:  +  a*  +  a) , 

aich  zur  Bestimmung  der  beiden  anderen  Wnraeln  der 
Gleicbaag  die  Gleichang 


er^^icbtt  dnreh  deren  AuflSanng  in  Beang  aof  s  aJa  uabekannte 
GrSaae  man 

eMit  JNun  ist  aber 
feigtteh»  weil 

COS'^*  —  K^ioi^)'  :ac  l 

tat: 


3 


Mgttdi 
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ar 


He^eiehiK  ii  wir  also  riie  drei  Worzeln  unserer  Gleichung  durch  u, 
tf  w,  so  »lad  dieselben: 


r 


oder: 


Dle^r  AulUisuiii;  gilt  also  nach  dem  Obigen  unter  den 
genden  Beiliiigungen :  ' 

a  negativ»  -  ^  >  1- 

4 

Veryleieheo  wir  die  <illeichin|{ 

mit  der  Gleichung 

/8iiil9>\'  ,  3    Sin  ig)     Sing)  _ 

so  erhalteo  wir: 

3      .        8io9  S\niq>, 

also 

r  =±iy  ^,    Sing)  «^^441*. 

Damit  r  reell  sei,  oraee  a  positiv  sei«;  ^  lleet  sieh  aber  immer 
beetimmen,  weil  Sing>  alle  Werthe  von  — ce  bie  •!-<»  anneb- 
men  kann.    Also  gilt  diese  AnflOsung  immer,  wenn  a  pesitiv  Ist. 
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neöti  Aimendtmgen,  ^ 

B«MidiMa  wir  die  aof  diese  Weise  be8tii|pte  reelle  Wnrtel 
dareh  ».  and  eetien  alee 

Sin  4a) 

•o  werden  anf  gana  Ifcnlidie  Art  wie  im  vorliergehendeB  Falle 
4ie  betdea  anderen  Waraelo  mittelst  der  Formel 

•rhaitear  Nna  iat  aber 


alao,  weil 
wd  MgKdi: 


3 

—  Sr 


Bezeichnen  wir  aieo  die  drei  Wurzeln  naaerer  Gleichung  dnrcb 
«,  e,  tp;  80  ist: 

Sin<|9 


u  — 

r 


w«  S^^"^ 


oder: 


«=  ^Sini^* 

•=-^(Sinig>  -Coal^V^), 

I  — 
«0       |^(Sini9>    Coei9»\^  —3). 

Diese  Auflösung  gilt  also  oacb  dem  Obigen  aUgemetn  unter 
der  Bedingung:  , 

ü  pealtiv. 


Ö6         eruM€rt:  Theorie  4»  kifßtrMUfkem  FUmUtontm 
Fir  dl«  GMe^Dg 

habeo  wir  nun  hiernaeh  vollstlndlg«  AonttottiigeD  fUr  «H«  folgmi* 
den  FÜle  gafanden: 

I  «  B#g»ti¥,  —  4p<li 

U-,  «  negativ,  --^3  ^  l; 

III.  a  peeitiv. 

D&SB  hiennt  alle  möglichen  Fälle  volUtMiidig  ersehnpft  sind, 
Ut  klar,  und  unsere  cubiscbe  Gleichung  ist  daher  jetzt  allgemein 
aufgeluet 

Die  Werthe  von  r  in  die  Im  Vorhergehenden  entwickelten 

Formeln  wirklich  eiuznfflbren,  halten  wir  nicht  für  nothig.  und 
nind  eelhet  der  Meinung,  daas  dadurch  die  Einlacheit  nicht  ge* 
Winnen  wflrde.  Auf  jeden  Fall  aeheiot  un«  die  ohige  Entwiclielnng 
der  Natur  der  Sache  am  Meisten  an  eot^prechen,  und  das  gegen- 
aeit'tirc  Verhältniss  der  cyclischen  nad  hyperbelischen  Functlenea 
am  ÜetilUchaten  io'o  Licht  an  aetaen. 


{.  7. 

Wir  trollen  jetzt  zeigen,  wie  die  hyperbolischen  Functionen 
mit  der  Quadratur  der  c^leichiseitigen  blv|tprhel  zusanimenhSngeo. 
In  Flg.  3.  ist  in  gewühnlichcr  VVeigp ,  w  .in  einer  ausführlicheren 
Erlfiuterunu;  hier  nicht  be«lurleti  wird,  eitio  Hyperbel  zwischen 
ihren  Af^ymptoten  dargestellt,  deren  beide  Uaibazcii  wir  durch 
'tt  und  6  bezeichnen.   Wir  setzen: 

Verlnn*?ern  wir  PQ  bis  zur  Asymptote  in  ff'  und  ziehen  durch 
P  eine  die  Asymptatf  in  P"  schneidende  Parallele  mit  der  Haupt- 
axe ;  so  erhellet  sehr  leicht,  dass  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
R'PB"  die  Linien  PQ',  Q'H\  Q'R"  einander  gleich  sind,  also 

ist.  Fällt  man  nun  noch  vot^  h"  auC  die  Ha^iptaxe  eir)  Perpen- 
dikel, SU  überzeugt  raan  sich  auf  der  6telle  von  der  Hicbtigkeit 
der  beiden  Proportionen: 


Digiti<::cü  by  G(.)o^le| 


^   • 


ttod  denmacb 

« 


oder 


  « 

folftl.  Durch  Multiplicttioo  «fgldbt  «kfi  hienui«  iwiiiitfolbar: 

folglicbt  weil  Dach  der  N«tor  der  Hyperbel 

BeMicfaneo  wir  aim  deo  lobatt  des  Flieheiistack«  AB'PQ' 
dnch  F«  «o  Ist,  wmio  m  den  Asymptoten- Winkel  bedentnt,  eadi 
des  Lebf0o  der  Integmireebnnng: 


Mglleh,  well  nach  den  Torhergehenden 
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()8        erunert:  TlUartt  dir  ifpirMtieätm  FimeäOHem 

also,  wie  mau  üogleicli  übersieht: 

 4  'VW^- 

Weil,  wenn  wir  Ci*  ziehen, 

^CPQ'  =      «in  c  =  — g —  sia  a , 

iat;  00  Ut  dar  hyperbottscb«  Sector  CAP,  dessen  FlScheninball 
wir  fWl  jetzt  an  durch  S  bezeicbneil  wollen,  offenbar  dem  FlScbeD* 
fltteke  AB'P^  gleich»  mid  daher  nach  dem  Vorhergehenden: 


Obigen 


2x   ff  1  ? 


lets 


Weil 


also 


ist;  00  igt  anch 

•s  4  'U""5/ 
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Dndi  AddHIoD  der  kM&n  YOistsliMto  AntdNteln  tob  S 
«Uli  mw  weh: 


(a«+6«)«lii«,a'*'J 

— s — ^—9 


~         8  6« — av 

Für  die  «l«lchMitige  Hyperbel  Jet  «»6.  «siN^;  elee  neck 
iem  Obigea :  ; 


Ferner  ist  io  diesen)  Falle: 


•der  euehi 


Fflr  e  s  1  iet: 


35s»l(»-|-e)a«-Kti-e). 

aod  folglich: 

^^0— le     e'^u+p)^  e««-») 


Ce«35s  ^  t=  2  » 

woitae  oieiiy  weU 
eoglelcb 

erbalt. 
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W«tt  flMh  «tom  OWfM 

ist,  sü  ü»t: 

2^  =  ±  /(Cos  25i:Sio  2^) , 
und  folglieh,  weDii  nuio  5  fttr  3<S  «ciireilit: 

>Ssdb/(Co8iSJ:S|n9. 

Nach  14)  ist: 
a1«o  Dach  den  Vorhorgelieiideiit 

Bezeichnet  man  in  eineo  mit  dem  Halbmesser  a  beschriebe- 
nen Kreise  (Fig.  4.)  den  Inhalt  des  dem  Bogen  A0  eotsprof^hen* 
den  Sectors  durcli  ^;  so  ist  bekaoatlicb: 

ond  folglicb  filr  a  s  1 : 

B«Mieluiet  maft  Mm  dto  CoordlnateD  d«»  Piiaktos  B  ia  Beng 
auf  dn  mbtnriiikligaa  GoofdlBateiiayatoai,  In  waldieiB  dar  poii* 

tive  Tbeil  der  ersten  Axe  von  dem  Mittelpunkte  C  ans  dareli 
deo  Paolit  A  galagt  iel^  daieh     o;  so  ist  bekanntlidi 

ti  =  co8.4i^,  v=MaÄBi 
also  nach  den  Ottgen: 

u  =  co8'iS,  e  =  sln2S$ 

worin  die  Analogie  mit  den  byperboliecbea  Fvaetioneo  anTor- 
icennbar  tat 

$.  & 

Inden  wir  uns  nun  zu  der  Erläuterung  der  Tafeln  wendHW 
welche  man  für  die  byperboliscben  Functionen  Oonatmllt  lia^.W 
merlMn  wir  sneiet  die  folgenden  Tranaformatienen. 
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Weil  DMk  dar  BrUinug  d«r  IqrpwiMilitelieB  FuaettMM 

Co«9=5  ^  Sio^as  g  

ist;  so  Ut: 

Cm  9  ±  Sin  9  s  «Ü^a 

md  iblglicbt 

i(Co89:£8ia9?)    oder    9  =;;£/(Co<f  ^  J^Sin^). 
BekuDtlkh  bt  ab«r 

Cos  9* — Sin9*=l, 
innI  IBM!  kMom  also,  weil 

sec     — tang  o*  =  1 
ist,  wem  oien  •  swlecben  ^4«  nad  -l-iiB  oiamt, 

Cos9,=  eec  CO,    Sin  9  =  taiig  cu ; 

«iie  nacb  den  VoffIrargebendeD 


oder 


uod 
also: 


  cos  (|?r — •  cd) 

^""-^     siod»  —  tt») 

Blon  Ist  aber  bekanatlieh: 

I  +  CO«  (I»  —     =  2  cos  (4»  —  4»)* , 
1 coa  (1»  —  «)  =  2  ein  (4« — 1»)* 

aio        m)  =  2aiD(4ff — ltt)coaaff— M; 
9  SS  Itaogd»  -I-      =— leetd«-!-  M. 


Bemerken  ma^  man  auch  noch  Hie  folgenden,  aus  dem  \  or- 
be^eheudea  sich  uumittelbar  ergebenden  Formeln: 

Tug^safai»«  Cet^sscoeee»,  Sec^scea«,  Oeaeeg^ascet». 

Aoa  det  Vergleicbung  mit  dem  vorhergebeoden  Paragraphen 
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erumeri:  Tkeorit  der  kffperMMm  FwuUoitM 


•rgiebt  sich,  dam  9  d^r  ta  dem  Winket  0»  gehSreDd«  S«etor  Ist^ 
naUIrlich  in  dem  ans  dem  TorhergebendeB  Peragraphea  bekana- 
teo  Sione  genommeo* 

Nach  den  hier  entwickelten  Formeln  sind  <lie  neuen  Tafelo 
der  hyperbolischen  Sinu^  und  Cosinus  conslruirt,  durch  deren 
Herausgabe  eich  Herr  Gronau  in  Dauzig  verdient  geiuacbt  bat 
Oieaelbeo  sied  In  dem  yierteo  Hefte  des  sechsten  Bandes  der 
Neaesteo  Sehriften  der  oatarfersebenden  Oesellscbaft 
in  Dansig  aacb  onter  dem  felgeodeo  beseodereo Titel  erseblenea: 

Tafeln    für  die   hyperbolischen  Sectoren  und  tür 
die  L  oi^ar  i  t  |j  men  ihrer  Sinus  und  T  o  si  nii  s.    Von  J.  F.  W 
Gronau»  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu  ^t.  Jobaao 
in  Danzig.   Danzig.  1802.  4^ 

and  geboren  so  der  die  Tbeerle  der  byperbeliseben  FanetieDea 
and  die  AnflSsiing  der  Gleicbongen  des  dritlen  Grades  durcb  die. 
selben  entwiekeindea  Schrift,  welche  In  dem  sveiten  und  dritten 
Hefte  des  sechsten  Bandes  der  neuesten  Schriften  derselben  hoch- 
verdienten gelehrten  Gesellschaft  nnter  dem  folgenden  beseadereo 
Titel  erschienen  ist: 

Au  flu  SU  ni;  der  kubischen  Gleicbongen  durch  tri- 
gonometrische Functionen  des  Kreises  und  der  Hy- 
perbel. Von  J.  F.  W.  Gronau,  Oberlehrer  an  der  Ueai* 
schole  zo  St.  Johann  In  Danzig.   Danzig.  1861.  4^. 

Diese  Tafeln  wollen  wir  nun  etwas  näher  erl&ntern,  und  da« 
durch  zugleich  der  wohlverdienten  Beachtung  unserer  Lehrer  in 
empfehlen  suchen,  wobei  wir  uns  jedoch  der  im  Obigen  gebrauch- 
ten Bezeichnungen  bedienen  werden«  was  der  Deutlichkeit  keinen 
Eintrag  Ibun  wird. 

Das  Argument  der  Tafeln  Ist  der  Winkel  0,  wefeber  von  0 
bis  W  in  den  sechs  ersten  und  sechs  lotsten  Graden  yon  10  s« 
10  Secunden,  in  den  übrigen  Graden  von  filfnnte  an  Minute  fort- 
schreitet 'Eine  Tafel  filr  negative  VVerthe  von  »  war  natürlich  us* 
nOthig,  weil  liekanntlich  Gos(— 9»)=sCos^,  Sio(*<-9)=~Sin9  ist» 

Fflr  diese  Argumente   liefern   nun  die  Tafeln  in   ihren  drei 
Rubriken  oder  Colonnen,  natürlich  mit  den  entsprechenden  Dife*» 
renzen,  die  Werthe  von 

<Pp   logCosg^t  logÖinqp 

nach  den  vorher  entwickelten  Formeln;  ^ 

9  =  Aang(i;v -Fso),    logCos^  =  logsec«,    logSin^)  =  logtaog» 


Digitiiicü  by  Goo^L 


«oWi  jedoeb  zu  bemerken  ist,  dass  in  der  ersten  Formel  an  die 
Stelle  Her  natürlichen  T^ofraritbnien  /  ge^vohniiche  Brigg'sche 
Logarithmen  log  gesetzt  norden  sind,  die  Tafeln  also  in  der  Thal 
die  Werihe 

y  =  logUog(i»  +  i«) 

eotlialten,  und  deniMeb  eigwiitlich  die  wirMieheo  9  erat  erbaltee 
werden«  wenn  mn  die  9  der  Tafeln  eimmtlich  duieh  den  Modalne 

iir=:  0,43420448 

dee  Brigg'eeben  Syetema  dlvidlrt,  eine  Elnrichtmg,  welehe  einen 
weeeniliche«  Neclitheil  nicht  fiat,  weil,  wie  der  Herr  Heranegeber 
der  Tafein  eelb^t  richtig  bemerkt,  der  Fehler,  welchen  man  be- 
geht, wenn  man  statt  der  oatflriichen  die  Brigg'acben  Logarith- 
men gebraucbt,  sich  hei  Weitem  in  den  mebten  Fällen  der  An- 
wendung hebt,  indem  er  zweimal  nach  entg^engesetzter  Seite  hin 
gemacht  wird;  in  den  scitenen  Fällen,  wo  die»;  nicht  Statt  findet« 
wird  man  natarlteb  die  obige  Division  durch  den  Modulus  nicht 
omgehen  können.  Einige  specielle  Einrichtungen  der  Tafeln 
niflsison  In  diesen  selbwt  nachgesehen  werden,  indem  für  den 
hiesigen  Zwpric  das  Ohii^e  voll^tärK^il^  hinroicitt,  um  die  an  8ich 
sehr  eiiiA^che  Einrichtung  derselben  im  Ail^emeliien  tm  charakte* 
riäireri,  und  zugleich  zu  zeigen,  dass  sie  eigentlich  unmittelbar 
aus  L'evvühnlichen  Ijogarithmiscb- trigonometrischen  Tafeln  ent- 
nommen Herden  konnten. 

Zur  Erläuterung,  des  Gebrauche  der  Tafeln  wollen  wir  ein 
Paar  aus  der  Schrift  des  Herrn  Gronau  entlehnt^  die  Auflöenng 
der  cubischen  Gleichungen  betreffende  Beispiele,  nach  den  von 
OBS  im  Obigen  entwiclielten  Formeln,  berechnen. 

Es  eei  die  cobieche  Gleichung 

ar»— 12j:  — 28  =  0 

M  I5cen.  Vergleichen  wir  dieselbe  mit  der  Gleichung. 

.<40  ijit 

ess— 12,  6=— -28 

aad  folglich,  wie  man  leicht  findet: 

476«  276« 
4a»      6912  '  ~  4^»  ^ 

Weil  nun  a  negativ  und  auch  6  negativ  iet,  so  eind  nach 
die  Formeln  aar  AnflSanng  der'fSleicbnng: 
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ß rumer t:  TUortä  ä$r  »i^pgrMMm  Ftauttomm 


und: 


oder: 


»  SS  — g:(Co«ig)  +  Sin  V"^ 


1 


»  = — (Co«  49  +  Sin  i9  V3 .  V^). 
Leicht  ergiebt  «ich  nun: 


üSchlägt  muri  diesen  letzteren  LogarithniiKs  in  den  Tafeln  (\es  Herrn 
Gronau  aut  und  nimmt  den  eiiUüpreciieiiüen  Werth  von  <p  au« 
der  Tafel,  so  findet  man: 


und  folglich,  indeiD  man  wlodornm  mit  M  miillipliciroo  muw,  an 
auf  die  Zablan  dar  Tafel  in  koniinen: 


woraoe  maa  aleb^  daaa  die  Dktaloa  mit  Üf  In  dleeem  Polle  gaos 
oonDÜilg  war,  «eo  doreh  das  Torhergeheode  erlSntert  werden 
sollte.  Geht  imb  dob  mit  dlea^m  Wertbe  voa  io  die  Tafel 
eiot  oo  erhllt  man  mittolot  doroelboo  ttamittolbar: 

logCo8i9s(M»ia2,   logöinig)  =0,59763—1. 

Wefl  noB 


0,50326     ,  0,16775 


logV3- 0.33866 


Ist,  so  iat 


log.Slni9V3=0^18-l 
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nd  folgUch: 


neitl  AMweHätm^en*  75 

Sin  i9V3»  0,68577 

«=  4,90208, 

©  =  -  245104  + 1,37154.  V^^l , 

IC  =  -  2,  JÖ104- 1^164.  V^i 

w»  mt»  abw  iregMi  der  Eioriehtnng  4«r  TaMo  mif  tIw  0«ciiMi- 
1«D  frlrd  beilMbalten  dürfen. 

Die  gegebene  Gleichung  «ei 

4r*43s— 76as0. 
aUo»  wenn  man  dieae  Gleichung  mit  der  Gleichung 

vergleiebt, 

as=s3,  6=-*7S. 

Well  a  positiv  int»  no  nind  oaeb  {.  6  die  Foiaein  nir  Anflünang 
der  Gleiebnng: 


wo  man  in  §.6.  in  der  allgemeinen  Formel  für  r  da«»  obere  Zei- 
chen genommen  hat^  damit  Sfinqt  positiv  werde,  weil  6  negativ 
i»t;  ferner; 

«SS  ^Sln|9, 

•  =  — (Sin    —  Cimi<p  V3 .  V^)  • 


Man  findet  leicht: 


304 


log6in9=:M707a.  ' 
Geht  aum  bienit  in  die  byperbnlindiep  Tafeln  ein«  ee  findet  nmn 
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I 

ürittebt  einiger  Interpolation,  die  Dhrieion  mit  den  llodnliie  ne-  ^ 
terliseeod: 

9)=l,88üö9,   i9  =  0,62096; 

und  geht  man  ferner  mit  diesem  Wertbe  von  \ip  in  die  hyperbe- 
liacbe  Tafel  eio,  eo  findet  eich  wlederam  mittelet  eloiger  lator- 
polalion! 

logCoa  i9  s=  0,34948,  log  Sin  9»  s  0,apl02 ; 
woiane  eleb  leicht: 

erglebt  Aleo  eind  die  Wanela  der  gegebenen  Gleichaag : 

«=  4, 

oder: 

«=  4. 

I 

•d  =  -2— V^^.  I 

i 

Diese  Beigpiele  scheinen  mir  hinreichend  zur  Erläuterung  des 
Gebrauchs  der  neuen  hyperbolischen  Tafeln  des  Herrn  Gronau, 
und  ich  p^taube,  nachdem  ich  mich  mit  denselbca  sorgfältig  und 
genau  bt^Uanut  i^emacht  habe,  sie  nochmals  zur  Beachtung  und 
SQ  sorgrältigem  (gebrauch  empi'ehleii  können,  indem  ich  zu-  ; 
gleich  der  »o  vielfach  und  so  erfolgreich  tbatigen  iiaturlorschen- 
den  Gesellschaft  in  Dan  zig  fiir  deren  Publication  in  ihren  Schrif- 
ten iiiciuen  und  gewios  vieler  Leser  des  Archivs  besonderen  Danlc 
i^agij.  Dabei  aber  inGchte  leb  deenocb  wgoecben»  dass  eine  be- 
sondere Ausgabe  der  Tafeln  In  recht  bequemem  Format  Temn* 
•laltet  wfirde»  wo  dann  vielleicht  noch  einige  die  Bequemlichkeit 
des  Gebranehs  erh&bonde  neue  Einrichtungen,  nnd  einige  Ahln* 
derungen  der  jetst  bestehenden,  angebracht  werden  kSnnten«  Anch 
wiren,  glanhe  ich,  wenigstens  sechs  Decimaletellen  wfinschene- 
Werth,  was  die  Tafeln  snnleicb  mit  den  trefflichen  eecheelelligen 
Logatithmen  -  Tefela  von  Bremlker  In  gnte  Uehereinotfmmvng 
bringen  wgrde. 


Spii9€r:  Hme  ää,  d,  inUgr,  einig.  Umartr  MfftrentialgieUk.  etc.  TJ 


in* 

Rote  fibor  die  Integratieii  einiger  Ifneorar  DUÜBreii- 

tialgleichungen  der  Form 

Herrtl  Simon  Spitzer, 
ProfMM»r  an  dar  HaiMlek- Akademie  in  Witn. 


Schon  zu  wiederholten  Malen  führten  mich  meine  üntersn- 
chnngeii  auf  Gieichuu^cr»  der  Form  (l).  Ich  hahe  die  ersten  An- 
iaiige  dieser  Unter^uchuni^'en  im  298teo  uud  3^8  ten  Bande 
diese«  Are hivs  veröffentlicht,  und  weitere  ÜDtersuchnn!»eii  über 
diesen  Gegenstand  in  meinem  Werke:  .»Studien  über  die 
lütegration  linearer  l>  i  t  le  r  e  n  t  i  a  1  gl  eich  u  n  gen  "  mitge- 
theilt.  Ich  erlaube  mir  hier  wieder  einiges  über  die  Integration 
specieUer  Fälle  der  Gleichung  (1)  mitzutheilen. 

Die  drei  Gfelcfanngeo 

a  4r«(J«y  4       + Oy) . 

wdcbe  «pecielle  Pille  der  GlmdniDg  (1)  sind»  gehen»  irenn  man 
hl  selbe  flir  x  eine  nene  Variable  |  mittelet  der  Sobstitatien 

einfSlihrt»  Ober  in: 


i 


78        Sptiter:  ßMe  Mer  die  Integratton  etniger  linearer 

und  diene  Gleicbuogen  haben  geordnet  folgende  Geetelt: 
-  D  ^ + 3(2i<  t  ^     -  2)  ^  +  Cif    0 , 

9         4-  3(2il  +  4-  (C|  -  %  -  0; 

und  8i[iH  nun.  wie  man  sieht,  «ämmüich  specielie  F&lle  folgender 
einen  Gleichung: 

+  M")  ^  +      +  A^l-)  ^  +  (oo  +  6er>f  =  0, 

deren  fntearatlou  in  allen  Fällen  gelingt.    (Ich  erlaube  mir,  be 
zfiglich  dieser  Gleichtinp:  auf  den  dritten  Abschnitt  meiner  frflher 
eruühriton  ^^Studien  über  die  Integration  linearer  Diffe- 
rentialgleichnngeo*'  zu  verweieeu.) 


Aber  nicht  innier  iet  es  nothwendig,  gerade  diesen  Weg  ein- 
suecblegeii ,  da  man  oftmals  auf  andere  Webe  einfacher  zum  In- 
tegrale gelangt.  Bevor  ich  diese  an  einem  Beispiele  aelge»  aehme 
ieh  die  Gleidmag; 

ver»  tu  welcher  ich  im  33ate»  Bande  dieses  Archivs  S.  119 
kam,  und  welcher,  weaa  eine  gara  poelliTe  Zahl  ist»  genügt 
irird  durch: 

y  =  ^  [Ce»*' + e~7e-«*(Co + ti*  +  + ... .  -f-  Q,fi^+»)ite]. 
üa,  wie  leicht  einzusehen. 
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Di  ff treHttalgteick*  drr  form      =.  Az^y"  \  -f  (,xm-%y^  7^ 

iii«  to  gMlattet  di«  GIdcliiiDg  (4)  auch  folgende  SchreibweUe : 
o4tr  kOrittr: 

nnd  dies«  iRt  das  vollständige  Integral  der  Gteiehnog  (3);  L|, 
Li>  1%  bedeuten  wilUfähriiebe  CoMtaoten  der  lotegrAtioa. 


leb  will  nim  ftilgende  Differentialgleichung: 

(6) 

ie  welcher  ji  ebenfalls  eine  ganze  poaititive  Zahl  voretelit,  zu 
integriren  verevebeo. 

Die  Gieichüug  (6)  gestattet  folgende  Schreibweise: 
(liebe  33.  Band  8.  119.  dei^  Archivn),  und  da 
ist,  ao  kann  man  die  Gleicliung  (7)  auch  so  schreiben: 

» 

Ihr  genügt  man  nun,  wenn  man  ^  eo  wählt,  auf  daea : 
wird,  und  diese  Gleichung  hat,  geordnet,  folgende  Geatalt: 


Digitized  by  Google 


Oividirt  maii  «liese  GlMcbnng  dareh 

90  «rllilt  1IUID3 

(l-3iii««)^^4  +  3m(,*--l);r«(l^W)  • 
oder  «odera 


und  hieraus  folgt  r 

'   (1-3«««)  »  /   35  

*^  (1-3«»»)  » 

Bearbeitet  man  den  zweiten  Theil  dieser  Gleichung  wiederholt 
mitteUt  der  Formel: 

 m 

(1— 3ma:>)  • 

00  kommt  man  bu  folgender  Gleichnog: 

woraus  folgt:  • 

(1  — 3«af»)  » 

und  hieraas  luigt  endlich: 

(l-3m«»)  » 

•le  iDtegrai  det  Gleicbaog  (6). 
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IV. 

Geometrische  Aufgabeo,  welche  zar^nwendaDg  ia 
der  naotiscbeii  Geodaaia  geeignet  sind»  ' 

Von 

dem  Herausgeber. 


E  I  II  l  e  i  t  u  D  g. 

GeoilAtische  Aofefthnen,  welche  mu  nautlscheR  Zweekea  nod 
oator  deD  dabei  jodefseit  obwattendee  Verbilteieeeat  woraber  wir 
dae  Weitere  hier  aatarlich  ala  bakannt  vorausnetzen,  antenieiii- 

aieii  und  ausgeführt  werden,  sind  sehr  durch  die  Instramante  Im- 
schränkt,  die  dabei  in  Aawenduag  gebracht  werden  können;  diese 
Instrumente  können  kaum  andere  sein  als  die  Boussole  und  der 
SpiageUextant  oder  solche,  die  auf  ganz  ähnlichen  Principieo  be- 
ruhen wie  diese  beiden,  indem  wir  diese  letzteren  hier  mir  ala 
Repräsentanten  aller  ähnlichen  Instrumente  betrachten  und  ala 
solche  nur  nennen  *).  Daher  können  in  der  nantisohen  Ceod.1fiie 
auch  nur  solche  ueometrische  Aufgaben  Anw enrlurii^  liiuleii,  ^vclche 
die  niftgllclist  leichte  Anwendnn!?  der  beiden  genannten  Instru- 
Biente  asulassen.  Vorznijs weise,  ja  nicht  selten  t^inzig  und  allein, 
hat  man  deshalb  zum  Gebrauche  bei  nautischen  geo<lätisehen  Aut- 
nahmen (las  ucHuhnlich  nach  Pothenot  benannte  Problem  in 
Vorschlag  gebracht  **),  weiches  aber  bekanntlich  eigentlich  die 


♦)  M.  s.  s.  B.  Practical  Gooilfiiy.  By  .1.  Kntler  William«. 
Tbc  thirrf  edition.  London  1855.  Cliapter  \i.  On  maritime 
•arve  jing;  uatITraitA  ila  G^ad^sla  Tnaagades  marin«.  Par 
P.  Bag^aC.   Paris  1889,  s«i  wi«  aa^er»  WeKke. 

la d«aiM«iirfaoh  wichtigen  Warki»:  M^Chaaea  paar  Ia  lev^e 
at  la  caastraetion  des  earte«  Ii jilrAgrapiiiqaei«  publikes  an 
1806,  soa«  le  titr«  il*Appendiee  4  In  Relation  du  Voyage  ila 
Contm-Amirnl  BrnnT-OrnlrfraiitPanx:  pnr(\  F.  B  faule  mps- 
H  r  H  n  p  r  e.  Et  r  e  i  m  p  r  i  in  e  e  8  j)  a  r  o  r  H  r  e  «  n  n  P  x  r  e  1 1.  l  e  C  o  m  t  e 
l)  t«  (  r  »'•  s  .  V i  c e -  A  m  i r n  I .  M  i n  i h  t  r r  de  1  a  Marine  «•  t  den  C  o  I  o n  i  e ». 
Pari«.  IHU.  4".  ist  eigentlich  nur  die  Anwendung  dfrr  Pol heiiot '«eben 
Aufgabe  gelehrt,  ami  nnr  lo  geometrischer  Webe  doreh  Censtraotlaa« 

Theil  XXXVlil.  6 
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Aufgabe  des  Sneliius  genannt  werden  sollte,  uitr!  gewiss  ist 
nicht  zu  leu^TTi^^n,  dass  dieses  ProMeni  für  8olche  Z^cclcf  von 
ganz  vor^figliclioni  Werthe  ist.  [Vacli  meiner  Meinunti  triebt  es 
aber  noch  andere  geometrische  Aulgaben,  *%cl('ho  in  der  nauti- 
schen Geodäsie  in  manchen  Fallen  mit  Vortheii  gebraucht  wer- 
den können,  weshalb  ich  es  nicht  für  unangemessen  halte,  die«e 
Aufi^abcti  *)  im  Interesse  der  Nautik  in  der  vorliegenden  Abhand- 
lung zu'^ainmenzuKtelifn  und  grosMentheils  auf  neue  Art  aiirzult^* 
sen,  wobei  ich  mich  immer  der  ein  rechtu inkliges  (Viortlinaten- 
system  zu  Grunde  legenden  analytischen  Methode  bedienen  werde, 
tvelche  ja  hei  allen  praktischen  geodätischen  Arbeiten  immer  mehr 
Eingang  tindet«  und  gewiss  auch  mit  verhSltniMmiMiger  Leicb- 
tigiceit  der  Affwendiing  besondere  Gensoigkeit  in  den  Reeultateo 
tu  erlangen  gestattet.  Debrigens  erlaube  ich  mir  noch  die  Be- 
merltQogj  das«  diese  Abhandlung  neben  dem  vorher  besprochenen 
praktischen  Zwecke,  so  seht  ich  demselben  auch  Beachtung  . 
wtlnsehe,  noch  den  theoretischen  Zweck  hat,  fOr  die  Im  Folgeii- 
dlTo  Tdrkemm^nden  geometriselMtt  Probleme  neue,  möglichst  ele- 
gante und  vtlNI^  allgemeine  ADflusaniiien  sn  geben. 


Zuerst  werde  Ich  fVl'  die  Messungen  mit  der  Bonssole  und 
allen  ähnlichen  Instramentebt  n eiche  sSnimtlich  die»  die  M^ssoli* 
gen  mit  ihnen  besonders  bedingende  EigenthOmlichkeit  haben,  dann 
sie  die  Uebertmgung  einer  Geraden,  nämlich  der  Axe  der  Mag- 
netnadel, parallel  mit  sich  selbst,  von  einem  Orte  auf  einen  ande- 
ren gestatten ,  und  dass  mit  ihnen  die  Abweichungen  dieser  Geraden 
und  anderer  auf  dem  Terrain  gegebener  Geraden  von  einander 
beobachtet  und  gemessen  werdon  können,  gewisse  ganz  allgemein 
f^iiltige  Grundformeln  entwickeln,  auf  donen  die  Aurinsnnc^  aller 
Aufgaben,  welche  die  Anwendung  der  lioussole  in  Anspruch 
nehmen,  bei  der  von  mir  hier  befolgten  Darstellungs weise  beruhet. 

Zn  dem  Ende  legen  wir  ein  rechtwinkliges  Coordinatensyateaa 
der  xjf  SU  Grunde,  und  nehmen»  bei  willktthrileher  Annahme  de» 
positiven  Thells  der  Axe  der  j?»  den  positiven  Thell  der  Aze  der 
y  jederzeit  so  an»  dass  man  sich,  um  von  dem  peintiven  Thell« 
der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  {stjf)  •  hlodttreh  tli 
dem  positiven  Thelle  der  Axe  der  y  su  gelangen,  nach  etiler 


•)  Matirlich  sind  diese  Aofgabsn  auch  fiv  dl«  Gmidüle  iborhaspi 
wishiig  nad  von  NattMu 
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Riehlimg  be\Tegen  mu88»  welche  der  Riehtung  eotgegfOgaMtit  ist, 
narh  welcher  auf  ckw  Ltmbii«  der  Bemok  die  Grade  vou  0  lifs 
geeftUt  eiod. 

Unter  dem  Collinationefebler  oder  dem  IndezfeUer  der  Boue- 
•ole  ?er8tehe  leb  dea  concaveo  Wlnl^ei»  irelclien  die  Projection 
der  Vieirlinie  de*  Fifrnrofars»  unter  ivelcber  letzteren  immer  die 
von  dem  Mittelpunltte  des  Fernrobre  naeb  dein  Mittelpunkte  des 
Objectivs  gezogene  Gerade  so  ▼erstehen  ist,  auf  der  Eben^  den  • 
LimiMis  mit  dem  naeh  dem  fiulipnnkte  der  Tbeilong  gesogenen 
Halbmeseer  des  Limbus  einscbliesot,  indem  sngleicb  dieser  ÜVin* 
bei  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  wird»  jenachdem  man  sich, 
am  von  dem  Nnllpunkte  der  Tbeilong  an  den  diesen  Winkel  mes- 
senden Bo^en  zu  durchlaufent  in  deni^eliien  Sinne,  in  welchem 
auf  dem  Limbao  die  Grade  von  0  bie  360^  getSblt  sind,  oder  im 
entgegengesetzten  Sinne  bewegen  muss ;  mit  Rücksicht  hierauf 
werden  wir  im  Folgenden  den  Collimationsfebler  oder  den  Index- 
fehler durch  %  beseicbnen. 

Wenn  man  nun  an  irgend  einer  Nadel^pitaa  eine  Ableswig 
gemacht  bat,  die  wir  durch  a  bezeichnen  und  wegen  der  Excen- 
tricitit  der  Boussole  gehurig  corrigirt  voraussetzen  wollen,  WOfU 
in  einem  anderen  Aufsätze  ganz  bestimmte  und  allgemein  gültige 
Regeln  von  uns  entwickelt  worden  sind;  so  ist  der  Winkel,  wel- 
chen die  Projection  der  Visirlinie  des  Fernrohrs  auf  der  Ebene 
des  Limhus  mit  dem  nach  der  abpelesenen  Nadelspitze  gezoge- 
nen Halbmesser  des  Limhiis  einschliesst,  indem  rüeser  Winkel, 
oder  vielmehr  der  denselben  messende  liogen,  von  der  aligelese- 
nen  Nadelspitze  an  in  demselben  Sinne,  in  welchem  man  sich 
bewegen  niuss,  um  von  dem  positiven  Theile  dtr  Axc  der  x  an 
durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile 
der  Äxe  der  y  zu  gelangen,  also  der  Richtung  entgegengesetzt, 
nach  welcher  auf  dem  Limbus  die  Grade  gezählt  sind,  von  0  bis 
360Ozfiblt,  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit  a-t  od(  r  («-i)  +  3«<)", 
wo  der  erste  Ausdruck  gilt,  wenn  u — i  positiv  und  nicht  grösser 
als  360**  ist,  dageijen  der  zweite  Ausdruck  mit  dem  oberen  oder 
dem  unteren  Zeichen  genommen  werden  rouss,  jenachdem  a — i 
aegativ,  oder  positiv  und  grOsser  als  360^  ist.  Bezeichnen  wir 
abe  den  in  Rede  stehenden  Winkel  durch      so  ist  Immer 

tt'ssn  — t  oder  o' ss  (a-i)  ^  360o, 

we  ftr  diese  Ausdrücke  natflrllrh  gans  die  vorstehenden  Regeln 
gelten. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  l)oii»sole  in  dein  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  aufgestellt  und  die  Viatrlloie  des  Fernrohrs  genau  in 
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die  Richtung  des  positiven  Theils  der  Axe  der  oc  gebracht,  und 
nun  an  einer  INadelspitzc  eine  Ahlestmc;  f^cnlücht,  ^vefrhp  ^vir 
durch  G)  bezeichnen,  und  »vesjen  der  Kxconti i<  itSt  der  Iif»u8gole 
gehörig  corrigirt  voraussetzen  wollen;  so  ist  der  von  <ltm  positi- 
ven Theile  der  Axo  der  x  mit  dem  nach  der  ahcelesenen  Nadel- 
spitze gezogenen  Halbmesser  dos  I.imbus  eii  LM  schlossene  Win- 
kel, indem  man  diesen  Winkel  oder  vielnicl  r  den  denselben 
roessenden  Bogen  von  der  abgelesenen  Nadelspitze  an  in  dem- 
selben Sinne,  in  Molcbeai  man  sich  be"egen  muss,  um  von  dem 
positivori  Theile  di  r  Axe  der  jc  an  durch  den  rechten  Winkel 
(.T^)  iiiiidurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ?/  /n  gelan- 
gen, also  der  Richtuni;  entgegen  gesetzt,  nach  welcher  auf  dem 
Limbu8  die  Crade  ge/.ablt  sind,  von  0  bis  3()0"  zlihlt,  gani  eben 
so  wie  vorher  in  vrdlicer  Aligenieinheit  &?  — i  oder  (ea  — 1)^300*', 
wo  der  erste  Ausdruck  gilt,  wenn  cd  —  i  positi\  und  nicht  grosser 
als  ist,  dagegen  der  zweite  Ausdruck  mit  dem  oberen  oder 

unteren  Zeichen  genommen  werden  muss,  jeriachdem  ca  —  i  nega- 
tiv, oder  positiv  und  grösser  als  360®  ist.  Bezeichnen  wir  also  den 
in  Rede  stehenden  Winkel  durch  so  ist  immer  ~  cj — i 
oder  co' =  (o)  —  0  db w  o  ffir  diese  Ausdrücke  natürlich  gaoi 
die  vorstehenden  Hegeln  gelten. 

Wir  setzen  von  jetzt  an  voraus,  dass  alle  Ablesungen  an 
derselben  Nadelspitze  gemacht  seien,  und  nehmen  an,  dass  man 
bei  irgend  einer  Aufstellung  der  Boussole  die  wegen  der  Excen* 
tricttöt  stets  gehurig  corrigirte  Ablesung  er  gemacht  habe.  Bezeich- 
nen wir  nun  in  einem  solchen  Falle  durch  A  den  Winkel,  welchen 
die  Projection  der  Visirlirne  des  Fernrohrs  aul  der  Fbene  des 
Limbus  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  einsrhliesst,  In- 
den» wir  diesen  Winkel  von  dem  j>o»;itivpn  Theile  der  Axe  der  x 
an  nach  derselben  Richtuui;  hin,  nacii  welcher  man  sich  bewegen 
muss,  um  von  dem  {»ositivefi  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den 
rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  <lem  positiven  Theile  der  Axe 
der  ^  zu  gelangen,  von  U  bis  iMH)"  zahlen;  so  ist  offenbar  io  völ* 
liger  Allgemeißbeit : 

As«'— a'  oder  AesCtf^—ttO-f 

jenachdem  a'— cd'  positiv  oder  negativ  ist.    In  beiden  Fällen  ist: 

coeA  =  eoa(a'^oO,  «io  A  =  siii(a'*  o'). 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  bekanntlich: 

üt^a^i  oder  a's(a— 01:360» 

tiiid 

»'«se>^t'  oder  c«'as(fli^t)dbM*, 
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ubMM  «dc  BfltlelHHig  der  obmn  und  viit«m  Zeichen  auf 
•loaftder  nicbt  Statt  findet;  alao,  wie  nao  aacli  dieee  AnidrOeke 
aoter  cteeoder  ▼erbiode»  nag, 

wo  k  eine  positive  oder  negatire  ganse  Zahl  bezeichnet,  welche 
oiNiliar  nur  die  Warthe  0,  ±1,  ^2  hthtn  leann;  folglich  uirter 
denelbeo  Veraveoetsung  wegen  dett  ki 

and  daher; 

cee  («' — a') = co«(«(—  m)  coe  (4r.d60O) — ein  («—«»)  ein  (ifc.3aO^, 
Bio  (a' — »0  s  ein  cos  (Ar .  360^^)  ^  co»  (a  -     »In  {Je .  360<>) ; 

folglicfa,  weil  allgemein  eo»k/m»r^l,  emi(.3600sO  iet: 
C08  (a' — fü')  =  CO»  (o  —  4») ,  sin  (a*  —  »')  =  eio  (a  —  (»} ; 

«l«o  nach  dem  Obigen  in  völliger  Allgemeinheit; 

I)  .  .  .     co8A=^co«i(a  — Ol),   sin  A  =  «ia(a-^tt)^ 

Ee  eelen  jetit  Am  und  Au  zwei  beliebige  Punhte,  deren  Coor- 
dinaten  wir  respective  durch  »m$  ffm  and  Sn,  fm  beselehnen  wel» 

len.  Die  Eotfernung  Am  An  oder  Ah  Am  dieser  beiden  Punkte  von 
einander  wollen  wir  durch  Tmn  oder  rnm  bexeiehqen,  jenachdem 
diese  Eutf'ernung  als  von  Am  nach  Am,  oder  als  von  An  nach  Am 
hin  gerichtet  betrachtet  wird,  we  aber  natürlich  immer 

ist.  Hat  man  nun  die  BonsKoie  in  Am  aufgestellt,  das  Fernrohr 
nach  Au  gerichtet  und  an  der  Nadelspitze  die  Ablesung  gemacht, 
ao  soll  diese  Ablesung  duK  !j  umn  bez»*ichnet  werden;  wurde  da- 
gegen die  Boossole  in  J„  auftrestellt,  das  l->rnrohr  nadi  m  ge- 
richtet und  dieselbe  Nadelspitze  abgelesen,  so  soll  diese  Able- 
siin!:;  durch  ctnm  bezeichnet  werden.  Wird  nun  der  von  AmAn 
oder  rmn.  nämlich  von  der  von  Am  nach  An  bin  gebenden  Gera- 
den, mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossene, 
immer  in  demselben  iSinne,  in  welcbem  man  sich  bewegen  muss, 
aiQ  von  eiern  positiven  Theile  der  Axe  der  x  .in  durch  den  rech- 
ten Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
jf  zu  gelangen,  von  0  h\s  3()0^  gezählte  Winkel  durch  Amn.  und 
tnf  ihnliche  Art  der  von  An  Am  oder  r?mi  •  nändich  von  <l«'r  von 
Am  nach  Am  bin  gebenden  Geraden ,  mit  dem  positiveo  Theiie  der 
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Axe  4tit  m  eingeacMfl—ea»,  In  gteidtei  Shme  wie  voHmr  fon  0 
Ut  a60i>  geiiMten  Winkel  dnrcb  Am  beMiehnet;  m»  tet  bekennt- 
lieh  nach  der  Lehre  ven  der  Venvendlong  der  Coordinaten  ki 
Tdlliger  Allgemelnlieit: 

nnd 

«Mss^«-|-rM.eo#AM*  3taiB:3ftai4-nM.nkiAMi: 

nach  1)  ifit  aber  in  Tuliiger  Allgeinetnlieit : 

eoe  Am  3s  cee (am-'  »)»  «in  Am  ^  «in {9mm — w) 

und 

CO»  Am  =  C08  {anm  —  »)  ,     sio  Am  ^  «n  {Unm  —  «)  *, 

aleo  nach  dem  Vorhergebenden: 

«in(o^  — fl») 

nnd 

>eea(«m-- fl»), 

»»»(«Hl»  —  w)- 

Umgekehrt  ict  nach  dieaeo  Gleichungen: 
und 

. — — rm .  coe  («m — •)  , 


3rii=y»'l-rm.8ii 

ad 

!XM=jrii4r^.ee 
=  y«  +  r„m .  SU 


5)  

•   "     ,8in  («««,  — fiö). 

Durch  Addition  ergiebt  aicb  aue  den  Toretebenden  Ciielchungen: 
rm*  CO«  (om  —  w) +rta» .  cos      —  «) = 0, 
fte.ein  («M— «) rm.  aui(eb» — •)sO; 
also,  weil  rm  =  ''m  ist: 

eeefebM*-»)  +  coe(e«»— »)äO, 
sinCom  —  »)  =0; 

alao; 

{•  eea  («m^  o) = — eos  (om—  o»), 
«In  (onm  —  «)  =— '  »in  («taw  -  io) ; 

«reraiis  aacb 


{eoefebM—»)  *f  co 
8in(«m— «>>  -I-  811 
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{taug  («km — •)  » ttMg{9tmm^ 
Cüt  (anm  —  tü>   =  cot  («am  —  Ol) 

Die  bier  mit  aller  Strenge  uod  AHgenieiDbeit  entwielceiteii 
Forneitt  eiod  ele  GroMlIbrinelii  für  die  L6eaBg  «tier  AolgebeD» 
bei  denen  die  Boeseole  in  Anwendong  kei^mt»  te  betracMin. 


j.  2. 

Erste  Aufgabe. 

Es  neien  Aq  and  Ai  zwei  Punkte,  «ieren  loordinaten  Qq,  Öq 
ood  Ol ,  bi  gegebeo  sind ;  ein  dritter  Punkt  sei  M,  dessen  Coor- 
dinaten  wir  dnrrh  y  ond  desRen  Entfernungem  von  den  Punk- 
ten uiui  Ay  \\\r  re^pective  durch  Tq  und  Ti  bezeichnen.  Um 
die  Lai;e  diei^e**  dritten  Punktes  ^^ ,  al«o  die  Coordinaten  y 
ond  die  Entfernungen  ro  und  rj  zu  bestinmiei) ,  stellen  wir  die 
ßoussole  in  M  auf,  liringea  die  \  isirlinie  des  Fernrohrs  nach 
einander  \u  die  Richtungen  der  Geraden  MA^  und  MAi  ,  und  lesen 
in  beiden  Fällen  den  iStand  und  0|  der  vorher  inroer  betrach- 
teten Spitze  der  Magnetnadel  ab.  Dann  haben  wir  nach  {.  1.  S) 
die  folgenden  Gleichungen : 

oioss^-froeoeCo^— o)y  ai s ^r-f r|COs(flf|— o), 

6o = +    sin  (oo  -  »)  5       =   +  H  «"» («i  —  » 

wo  wir  den  Winkel  «»  als  bekannt  annebmen»  womi  wir  nach  f.  I. 
offenbar  berechtigt  sind.  Indem  eieb  deraelbe  iiDiMr  auf  die  dort 
angegebene  Weiee  bestimmen  Üsat  Die  ▼orstelieBd«n  Gleicbmi» 
gen  laenen  sieb  aneb  anf  lolgeode  Art  damtsilen : 


dpsse^  — roCos(ao — »),   «=iii  —  ri  coe(«fi  —  ft>), 


uad  führen  durch  Subtractioo  auf  der  6teile  zu  den  beiden  fol* 
leaden  Gleichungen: 

Oq — 01  =  To  cos  («Q — tö)  —  Ti  cos  («i  —  flo)  , 

6e — 6|  SB  ro  sin(a^  ~  •)  ^  Vi  sin  («^    «) ; 

aus  denen  und  r«  leicht  bestimmt  werden  bOnnea.  Man  er- 
oilt  oämticb  segleieb  2 
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und  naobdem  man  mittelst  dieser  Formeln      und  r|  berechnet  i 
bat,  kunoen  auch      y  aiittelat  der  PortDeln  1)  leicht  gefuadcp 
werdeo.  lodesa  erbftlt  mau  aoa  1)  aneb  aogUicb  die  Gleicbangen: 

XB\n{aQ —  Cd)  — jyc08(ao — w)     ri^t»  in  (a^  —  cü) — 6oCOs(t%  —  co), 
x%m{a^  —  o)      CO«  («g — •)  =5  «i  «n  («i  —  «9)  —  6|  co8(fl|  —  an) ; 
alao: 

«am  (oiq— o|)  =  ( aoaiB(<r^ —  m)-^b^tM  (c^  *—  cn)  I  cos  («| ») 


f  ai  n  (0^  —  at)  =  i    «in  (o^  —  «)  —  6^  coa  («^  —  o)  1  sin  (og — a») 


Alle  dieae  PornielD  lleram  daa  Geaacbte  obae  alle  Eweideotig- 
keit  und  gestatten  Im  Ganseo  aueb  eine  leiebte  Reehnnog. 

Wir  wollen  diese  Aufgabe  durch  ein  6ei»piel  erlfiuteni« 
Gegeben  seien  die  folgenden  Grössen: 


alD(ai— 04) 


8in(a,  —  «o) 


—  { a\  ain  («i — 09)  —  6|  coa  (o^  -^f»)  [  aoa  (o^ — 


oos=— 36«.7'=— 367' 
6«=— 42  .3  =-423 
0^=  ZWM* 


01  180.3' ==:-f-lW 
«1  =  27«.32' 


01  =  360. 12'. 


Also  iat: 


60= -423  «,Ä  ^^0.32' 

6,=— %2  «0=  316.14 

_6^  =— 171      «i— «^=— 266  .42 
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m  äff  mmmck§m  S§mUMe  geeignet  und, 

ao=:3]6».]4'  a,=  27«.3y 

36  .Vi         '    fi)=  36  ,12 
•^—«^280  .  2  »=—8  .40 

>«9(4o-«k)  »^740363. 

1,918435        num.  SS -1-  8S»88 

log  (6ü-^)  =  2,232996» 
logcoii(ai-<o)  =  9,995013 

Xmm»     Dum. = -  iGo^to 

log(oo— rt,)=2,740968. 
logsin  (oo—  w) =9,993307„ 

2,733()70        Hom.  =  +  541^9 

log  eofl  (oo^  m) =9,240982 

num.s —  29,78 

+  82.88 

-  1Ö9.05  —  29,78 
H-  25J,93  571,37 

log  251,93s  3,401280 

log  «in  {u^  —  a^y)  =  9,976446 

I  og    =  %mim      To = 260,97 

log671,37x=  2,756917 
log^n  (i^    oo)  a= 9,976446 

lo^r,  ssl^nSiTl  =603,31 

logro  =  2,424834 
logeM(0^  ^  I») :=  9,240982 

1,665816        »am.  =  4  46,33 

bg  To  =  2,424^34 
log  sin  (o^  —  m)  =  9^,993307« 

2,418141«       num.  =  --261,90 

logr,s  2,780471  . 
log€os(a|  —  «>=s  9,995013 

8,775484       nam.  = +696,33 

log  ri  =2.780471 
logaiD(a^  -  «)= 9,178072. 

1,958543»      imt»^  90,90 
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Also  ist: 

00  = -367,00  •        ai  =  + 183,00 

cos  (o^  —  w)  =  +  Ti  cos  («|  —  o»)  =  +  öiK},33 

6o  =  -  423,00  =:  -252,00 

r^^sin  (a^ — «)  = — 261 ,00  sin  (aj  -  a)  ä  —  00,90 

y=<^  161,10  y«-.l6ÜÖ 
und  man  srlilUt  also  aus  beiden  Reobniingen  ganz  übereiuatimniehü: 

yrr-16IJ0«^16.U0. 

Von  diesem  Falle  liefert  Fig.  1.,  welche  mit  einem  Maass- 
stabe, bei  dem  25  Ilutfjeti  auf  den  preussischen  Decimalzol!  »e- 
recbnet  worden  sind,  ei)t\\(irfen  worden  ist,  eine  f^enaiie  Zeich« 
Dung.  l\lan  wird  durch  >iachn»e8*>iing  an  derselben  alle  vorher 
durch  kechnung  i:c\\  onuenen  Hesultate  volikoninicn  bestätigt  finden, 
80  weit  dies  bei  einer  solchen  Figur  mugiicb  ist  and  erwartet 
werden  kann. 

Zweite  Aufgabe. 

.  Man  kann  in  gewisser  Rflcksicbt  die  Torhergehende  Aufgabe 
auch  unikebreii.  Die  bekannteii  CoordinateB  der  Punkte  und 
Ai  seieo  wiederum  oq,  und  «i.  6|,  uad  Jf  sei  ein  dritter 
Punkt,  deasen  inlielumiite  Coordiaatea  wir  doreb  uml  dea- 
aeo  gleiebfalla  unbekannte  Entfernungan  von  den  Punkten' 4a  und 
Ai  wir  reapeetiTu  durch  ro  und  bezelcbnen.  Um  nun  dia  Lage 
dea  Pnnlctec  M  au  beatlnmen,  ateUe  man  die  Bouaaole  in  4a  vnd 
4i  auf,  bringe  die  VlairÜnie  dea  Fernrobra  in  die  Richtungen  der 
Geraden  A^M  und  AiM^  nnd  ieae  4ie  antapppcheaden  StSnde  ei^ 
«nd  vg  der  Nadelapitae  ab.  Hann  haben  wir  mcb  $.  1.  2)  die 
folgenden  Gleichungen; 


=  0^ -f  roCOs(c^— o),  /r    «g  +  fi  cos {«i  —  «), 


atao  durch  Snbtraction: 

00  —  ai=  fi  C08(O|  —  £ü)  —  roC08(a^ —  w), 
6| sa«|  sinCa^  —  •)    r^ain  (a^— o) ; 
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qmI  bi«r«Bs; 

Ana  den  Gleiehungeo  1)  folgt  auch ; 

jrBtD(ao  —  0») — 3rCM(%  —  m)  =  n^^n^u^ — t»)  —  bQCoa{aQ—  <o), 
d;8in(a|— yco8(«(|  —  «)  =  a|etn(oi  — oO— 6|Coe^|«— 01); 


3)  •  «  •  . 


•eUt,  gMs  wie  im  vorhergebenden  Paragraphen 
 C^coa(g|  —  0))  —  C|  coaCflö*" 

4).  .  .  . 


_  ^ ain (jgj  —  fi>)  —  Tit  1  Bin  (c{q 
^~  ain(«p— «i) 


«•4. 

Dritte  Aufgabe. 

In  den  beiden  forhergehendeD  Aufgaben  haben  wir  den  Win» 
bei  •  nie  bekannt  angenommen;  fiigt  man  aber  den  zwei  dort 
belracliteten  Punkten  Af^,  Äi  noch  einen  dritten  Punkt  binzo» 
80  kann  man  die  Keontnies  dieses  Winkels  entbehren*  Wenn 
nirolicb  A^,  Ai,  drei  Punkte  sind,  deren  Coordlnaten  Hq*  ^0? 
Ai*  ^i»  o«*  6»  als  bekannt  betrachtet  werden  kennen,  und  M 
ein  Punkt  ist,  dessen  unbekannte  Coordinaten  wir  durch  Xy  y, 
•nd  dessen  gleichfalls  unbekannte  Entfernungen  von  den  Punkten 
Aq,  Ai ,  Af,  wir  respective  durch  r©,  ri,  fa  bezeichnen;  so  stellen 
wir,  um  die  Lage  dieses  Punktes  zn  bestimmen,  die  Bonssole  in  M 
aut,  vijsiren  nach  Aq,  ,  Ao,  und  machen  die  entjFprcchenden 
Ablesungen  0,^,  0|,  o^;  dann  haben  wir  nach  {«1*2)  die  folgen- 
den Gleichungen: 

ebas«+roCee(«i)-^«),    ^sy-|-roeln(fl^— »); 

Ol        -f-r| cos(«(|  —  (o),    6j  =y -i-rj  8in(«i  —  co); 
«9  s  dr  -I-  ff^eM(fl^— 1»>»    ^  sr  IT  -|-fl^ain(c%-^«) 


92    erunert:  CBemürtael»  itt^^ftm«  wMie  Mr  AitmenäMfg 
oder: 

1)  .  .    .  S1SS  «1  — »r,  CO*  («1  — •)  •  y = — ri  «II  (oi — «) . 

l  ar=fl2— rtC08(aa— 0»),  ^=64— r^8iii(ai— cd); 

woraus  durch  Eliroination  ron  r«^,  r|,  folgt: 

-  %«iD(«i|»  —  w)  -  60 cos  (co  —  -d)  =ssmn(tt9—m)  ^jftwia^ — »). 

a^Bmitt^^n)  —  6,co»(a£— fi))=Ä«»lll(aj|—  w)  —  ycos(«i— eo). 
Multiplidrt  nan  di««e  Gleiehuogen  nach  dar  Rdifaa  »It: 

■ 

ain  («I — o)coa  (n^—  »)  —  €oa(at  — o)aiD        »)  =  tioittg  — 14) 

ain  (o^ — a)  cos  (a^  —  ») — cos  (0, — »)  sin  (o»  —  «) = » i  11  («f»  —  a^), 
ain  («0  —  w)  coa  («|  —  ») — «o«  («^ — •)  «>»  («1  —  «)  »»lo     — «i ) ; 

und  addirt  aie  dann  ao  atnandar,  ao  arblH  nan  die  Glaiebaag: 

{ ffo  «in  («Q — ö)  —  6^  cos  (oq  —  w)  j  8  i  n  («4  — • 

+  löasinCoa—  w)  ~  62COS(aj— w)  jsin  (0«  — «i) 
woraua»  wenn  wir  der  Kflrae  wegen 

2) 

A=   (ttf^slnoi^ — 6^  cos  fli^  ain  («1  — 
•I-  (n,  ain  oi    6|  coa  tt|)  ain  (03 — aji 

+  (ü^öiii    ™-    coa  oii)8iii  («0  —  «1 ) , 

Ä=  (ff0coan^ — 6oaln  Oq)  ain  («i  —  o^) 
-f  (ot  coa  «g »  6|  ain  «i)  ain  c^) 
+  (a^cosoi '693100^  ain(«^--aii) 

aetaen»  eogleich 

il  00a  tt— fiele  fl0=:  0  • 


3)  

erhalten  wird. 
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M  «ter  manUtv/ien  tieoüäsie  geeignet  siMä*  93 

Naeh  den  (ileichuntteii ,  von  denen  wir  auagegAOgeo  aind, 
hat  man  uuii  ierner  die  iulgeudeu  Glekhungeo; 

i^-a,:=:roc:o8(€ii^-»)-r|C08(«, -«) ,  6^^z=r<^aiR(ffo-o)-r|Sln(a|-o); 

«i^o^^ri  co»(a|-a>>-rs€oa(fi%-fi»)»  bg-^^i  «iu(«i-ii>)-rg8ui(a,-<»)  i 

^-a^=T^  coa(a^-  o)-rf,'co8(a^>-cf») ,  6^-£^=r| 8in(a|-(e)-ro8in(a^-«i) ; 


afaw: 

■ 

« 

-6,)€oa(a|  — 

sfoMiaCiiri  — 

cr|)mn(cro-' 

o) 

«) 

=  r|6in(0|  — 

«^); 

ds)ain  («a  — 

«) 

=  r|aiB(i(^«^ 

0») 

A2)C08(tf|— «p) 

«i); 

ao)aiii(iitft— 

») 

CD) 

-  6o)  cos  («a— 

ss  ro8in(o^  — 

Ol); 

worava  sicli  sur  Berechnung  von  r^,  r|  ^  die  folgenden  Formeb 
ergeben : 

4) 


_  (gp*—  «1 )  »in  («I  —  co)  —  (Aq — 6|)  coa     ^  «) 
_        tfa>g|n        ip) — (&i — ^coa(«,—  <») 

ainC«^— Ol) 

 (ttQ — fl| )  ein        0))  —  (Aq  — 6|)co<t(<^— ») 

.  ain  («i  —  «q) 
>  • 

„(Ha— flo)»ll>(«»-'«)--(^--^)<»g(«o  —  ta) 

_  (g|  — Ob)  ain  («,     c»)  —  (bi  ~     coa  («t — g») 

ain(oej| — tti) 

Die  Ponnel  d)  liefeit  fttr  da«  swMen  0  und  360»  liegende 
•  anrel  nm  180»  yerschiedeDe  Werthe;  da  aber  dieae  Wertbe, 
wie  aogleieh  erlhellet,  ftir  Tq,  ,  awei  Wertbe  mit  enlgegen- 
Iteattslen  Voneieli^D  ilefcrp»  die  Butfermuigen  to,  n ,  aber 
ibrer  Natur  nach  ni|r  y«aiti?  aefa  kÜDneo»  ae  kann  nie  ein  Zvrei- 
lei  bleiben,  wie  man  den  ÜVinlcel  m  sa  fiehm«i  liat. 

»  •      ■       '  '  _ 
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t 


94    Gruner i:  Ceometrhche  Aufgaben,  welck€  %ur  Anwendung 

Nachdem  nan  äaf  diese  Weise  cd  und  rot  ri,  ohne  alle 
Zweideutigkeit  hestimmt  hat,  &idet  man  die  Coordtnaten  ff 
mittelst  der  Formeln  1). 

Anmerkung.  Das  hier  aufcrcluste  Problem  ist  da«  Pothe- 
not'sehe.  Die  Aiiflusong  ist  aber  hier  so  gegeben,  dan»  hei 
derselben  mit  der  Boussole  angestellte  Messungen,  nämlich  blosse 
Ablesungen  an  der  Nadel  der  in  dem  zu  hentimmenden  Punkte 
M  aufgestellten  Bou88ole  bei  successive  nach  den  drei  gegebe- 
nen Punkten  Aq,  Ai,  A^  gerichtetem  Fernrohr  zu  Grunde  gelebt 
worden  sind,  und  daher  die  AuHü^ung  auch  ganz  auf  die  in  §.  1. 
für  alle  Messungen  mit  der  Boussole  entuickelten  Fundamental* 
formein  gegründet  ivorden  ist.  In  anderer  Wei^e  werden  wir  auf 
das  P  o  t  h eil  o  t '  ticbe  Problem,  wie  es  gewöhnlich  aufgeiasst  wird, 
In  $.  7.  zurückkommen. 

i'  6. 

Vierte  Aufgabe. 

Wenn  man  die  Boussole  nach  und  nach  in  den  Punkten 
Aq,  Aj  ,  auigestellt,  bei  jeder  Aufstellung  nach  M  visirt  und 
die  entis brechenden  Ablesungen  oq,  cr|,  gemacht  hat;  .so  hat 
man  unter  Beibehaltung  der  fibrigen  in  dem  vorhergehenden  Pa- 
ri^aphen  eingeföbrten  Bezeichnungen  nach  j.  1.  '2,)  die  folgendeo 
GleicboDgen : 

+  riC08(cf|— -tö),   y  =  6,  +  Ti  sin  (er,  —  cd)  : 


Otj  sin  (uq —  m)  —  b^cOB  («o  —  (^J)  =  a:s\n(a^^■ —  ü)) -~ y  coa {ag —  co), 
ai6in(tf|  —  oa) — bi  co8(a]  —  oi))=^sin(ai  —  w) — ycos(tf|  —  «), 
ageiii  («k^  «) — ^c(Mi(i^—  m)  =s:x  ein  (o^—  «)— 3r  cos  («9—  •») ; 

für 

A  s    (oqbIb    — ^coe  Oo)  eio  (og  — 
-f-     einiii       eoeoi)  sin  (o^— 

-f-  (o^  sio  «2 — ^  sin  (oq — a^) , 

Ifs   (e^eoea^~^elB<^eiB(«i  fii) 

•I-  («I  ces  «1  — 'A|  etn  ii|)ehi(%'— «v») 

-|-  (Og  cos     —     S'^I^  ^  "  f'l)  ' 
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iJt  der  nmuUtchen  GtoäUiie  geeiguet  sind.  ^ 
gao2  eben  »o  wie  im  vorbergebeuileu  Paragraphen  findet: 

3}  taog  w  = 

Ferner  erhllt  man: 

ai--ao=r0«O8(ci^'-iv)-r|CM(a|~tt!)«  6|-6^ro»üi (<%~«i)~j'|Siii(i%-*49); 
a,-<i,=ri  CO«  {ai-o))-rfCOB(a^—m) ,  b^-b^—Ti  sin  (aj— fia)-rg8in(a^-o)) ; 
«o-iit=rgco«  (ot-fiO-roCosCoo-o)) ,  ^-6k=^»iB(%-i9)-rg^in(aiy-«i}  ; 
•bo  gani  eben  «o  wie  Im  vor  hergebenden  Ptoagrapben: 

4) 

(«1  ■— g>)»tD  (g|  —  co)  —  (An  — ^cos  (ai— p) 

_  _  (<io—  «i)  ein     —  o)  —  (6o  —  A^)  coa  (fl%—€o) 
"  ein(a^~c%)  * 

 (Of — fl| )   n  (g,  —  <a)  — '  (62  — •  6| )  cos  («g  —  «) 

^*  sin  («2  —  «i) 

_  («I  —  e^)*io  («0    <»)--(6|  —  b^)  co8<ao— «) 

^  _^  («0— ««)gipfa  —  »>  -        Ai) eoe - 
•  efn(«^— 02) 

 (a^'^Oi)&in(a|  —  0)) — {b^ — 6|)co6(a|  — 0) 

*^  eio(og — ttj) 

Den  Bwieehen  0  nnd  300^  liegenden  Winkel  1»  mnes  nen  wie* 
dtram  eo  nehmen »  deee  r«»  ^1»  ^%  peeiti?  ansfailen;  nod  liet  man^ 
«if  diene  Weine  o  nnd  rot  ri,  r%  bestimmt,  so  findet  man'  die 
CoofdlllateB      $  mlttelat  der  Gleiehnngen  1). 


Fünfte  Aufgabe. 

Man  halse  awei  Syeteme  dreier  Ponkte  4»»  Agi  nnd  Aq*, 
Ai',  A^,  Wir  wellen  nun  eetaen»  das«  man  die  Bonaeele  In  A^ 
adjseetellt«  naeb  AJ,  Ai\  A%'  vieirl  nnd  an  der  Nadel  dletenfN«- 
ti?en  AbJeenogeo  «oo»  «oi»  «ot  gemacht  habe;  ferner  habe  man 
die  Boassole  in  Ai  aufgeetellt,  naeb  A^,  Ai,  A%  viairt  und  an 
der  Nadel  i(le  respectWen  Ablesangen  B|Q«*a|i,  an  gemacht; 
cadiacbhabemandieBeaneeleln  i^fln%eatelli»  nach  A^\Ag\AJ 
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9(>     tirunert:   GcomeirUcUe  Au/gaäen,  welche  %ur  ARweudung 

viairt  und  ati  der  kSadel  du-  reHpectiv  eit  Ablesungen  oc^,  o^i , 
gemacht.    Wie  sieb  nun   aus   diesen   Mesfiuiigcn   die  relative 
Lage  der  sechs  Punkte  A^^,  An  A^  und  Aq  ,  Ai  ,  AJ  hestimmen 
Ifisst,  8oU  jetzt  gezeigt  werden. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  recbt* 
winkUges  CoordinateDaystein  die  Coordioateo  der  Punkte 

Af^,       ,  A^  re^pectW«  durch        yox  ^i;  j'*; 
uimI  die  'Coordioateii  der  Punkte 

Ao'»  Ai* ,  A^  respecttve  dnrcb  x©',  V»  ^i'i 
beMicbneo;  ferner  solien  die  Entfeniiiogen 

Af^A^j/ ,  ^^Ai ,  A^itA^ ;  AiA^*,  AgAi'f  AfA^';  A^A(^'a  A^Ai,  A%A^ 
beiiehQDgsweiBe  dnrch 

•*«o»  •^ol»  ^10»  '''11»  ^X%*  '«l»  '«t 

beieieliDet  werden« 

Unter  diesen  Voraussetzungen  haben  wir,  wenn  o  seine 
frubore  Bedeutung  auch  hier  beb&lt,  nach  {.  1.  2)  die  folgeadea 

Cileichungen: 

1) 

*d'=«o  +  •••0  '«08  («00  —     »  iyrt'=Sro  +  »"oo .  «in  (flf„o  —  00) ; 
«i'=^e  +re, .coa(<ifoi  —  »)»  y\  ^Jfo        ••lii(«oi  — 
«ii'=a:o  +roa.co8(a^,  — 0)),        =Sfu  +*'i»«'«^>»(«oc  — »); 

Xo*^Xt  +r,o.co8(a,o— »),  yo'=.Vi  +r,o.8in(«fjo— •)? 
«i'ssdTi-f r,|.cos(a,|-<«),  yt'sfi^Tti.ainCiXii^«!;); 
jrt'siri+rn.cosCof,,— w),  yt'—yi  +  ri,.8in(«, ,—«>); 

*rt'=«i"l-r,„.cee(«„— «),  yo'=.y»  +  r,o.»ln(o«o  — 

Aue  diesen  Gleicbeegen  folgt; 

*i  ""*o  =  »*oo«coe(fl?(io—  »)  —  r,o.co8(aio— «)) 
=  roi .  coa(i%|  —  itt)  — .coe(«||  — >«) 

srot.eee(«gi-«)->f^t.eee(ii^t— »}t 


Digitized  by  Googl( 


sr«»,  .sin  («0  s  --i    —  v"!  •  «n  («i »— •) 


—  «o  =  »^•«^«»«(«oo — — r^|,.C08(i%Q  — •) 

S  JPot '  OM  («o  I  ^  Ol)  —  ril  .  €08  («te  —  o) 

=  ro, . cos (aoa  ~  »)  —  fto.co«(«i^  —  m), 

3fi  —  3fo  =  roo'»«n  («oo  —  »)  —  rat». sin  (on^  —  ») 
=  roi .  sio  (o^i     o)  ~  r^i .  sfaiCcisi  —  ») 
=  roa-sio  C«o«  ^  •)  —  '«.«ioCuaa  —  9). 
AUo  bat  man  die  Gleichangeo: 
r„ .  COS  (a^^— »)-r ,  o .  cos(a,  „-  »)      » .  co8(<iro, — »)— r,  i.coa(ir,  ^ 
r«,  .«io     o — r ,  o  •  s'n  (ö|  o— «)  =  »"o  1  •  «in  («0  j — «) — r , , .  8iii(an 
wQiaaa  aicb  auf  der  Stelle  die  Gleichaog 

%  .810 («11  —«00) —Tfiü' 6»" («11— o)  =  '•o  1  .»^(«11  -«Ol) 
eiglabt. 

Ferner  bat  uian  ilie  Gieichungen: 

>€08(aoo     0)  —     .eo8  (a, «  —  w) 

^  r«, .  €08  (o^^  —  (o)  ~  ri , .  cos  («1  a 

r«,.8ia(aoa  —  »)  —  r,o.8m(a,o  —  «) 

=  r^a.8in(ac,  —  w)  —  rja.siii(aia  ■ 

wofina  sieh  die  Glelcboiig 

3)  r^o .  ein  («,  ,—«00)^1^1  o •  •!» («» «10) — r„, .ein («, ff,,) 
«giebt 

Auf  abnllcbe  Art  bat  raao  die 


%,.co8(ff«,«^»)^,«  >ce8(«»o— o)=n,.co8(c(»  t*-o)-r. , .  coe(a»| 

'•••«"»(tf,^— w)— .sio  («^o'^co)  =»"0 1  •  8io(«o » —  w)—r„.siD(a,i- 
W8IU8  efeb  die  Gleiebeag 

Tkeil  XXX  ViU.  7 


90    erumert!  ßemetrUeAe  Aufyaken,  weHAe  vut  Anwenäum 

reo  .«in  (a.i  —  «« J  —  Ut» .  »»n  (««i  —  ««o)  =  '*«  i  •  .  —  ««i) 

ergiebt. 

Endiicli  hat  man  die  Gleichnsgen : 

roo  .aiD(aoo-«>)-'-.o  • («,o- «») =r„,  .rfi»(«o*-»)-r«.  wn(a»-»); 
woraus  aicb  die  Gleicbiing 

5) 

ergiebt. 

Au*  den  Gieicbungen  t),  4)  und  3),  ö)  ergiebt  sich  durch  Di- 
vision : 

.  sin  (g. ,  —  tt„ o)  — y  1  o  ♦  g»n  («1 1     «lo)  __  »»»(«u  —  «o i)  ^ 
roa  — <^o)  — r.e."tn(iir„— O      8in(«,t—  «oi) 


oder : 


6in(g, ,  — «oJ - ;r; • («i i -  «lo)  _  8io(a,,-^ae,) 
;  .  "  «in(«,i  —  Ooi)' 

'00 


00 


"7             ;    "^Z»    ~T  ^  ~"  »in  («••  ^  «ot)  * 

»00 

woraus  man  die  beiden  Gleichungen: 

^«in («u  -  «lo) sin  (o^  —  a^)  ^ ~  «oi)»w(««i  — 

=s  sin  («w— flbo)»in  (««— «du)  -  («it— «?iii)«tn  (oj,-  Ooe) 
erhält« 
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iu  dtf  muUschen  Geodäsie  geeiguel  sind,  99 
Es  \»i  aber: 

2t«a(«ii^aöo)<*iD(a«  —  «oi)  —  wn(crii  -«in)"»(«ii''^){ 

=    CO«  («II  —  «00  ~  "ai  +  «Ol) 

—  008  («11  -  «bO  -I-  %1  ^  «f«) 

— ew(«ii— «Ol— +<%o) 
+  cos(aii  — «Ol  +  ojM  — «^oo) 
=  co«(ftii— c^-«ta  +o^i)— co«(a,|— ^Bi-*«ti  +«^oo) 

=  28in  (ooo    ao,)8in  {a^i  — 

and 

2t8in      —  «iK»)     («24  —  «0«)  —     ("i  2  ~  "02) «»"  («»— «00)  I 
=    co8(aj2 — — Ob»  + 

— cf>8(a^t-~*<k»o  +  «itt"— «^«0 

—  C08(cifia  —  —  ^22  +  f<Oo) 
+  COS  («it  —  «M  +  «»»"  «0») 

=  2  »in  (cit«,  —      sin  («la  —  «ti)  i 
dao  nach  dem  Obigen : 

^8io(a, ,  — o,  J8iii(ff„  — «Ol)  —  p^siii(«,  t— «ot)«w(««i  -««o) 

5SS  Mll(tt«o  — «o  »)«»  («1 ,  —  «•  1) » 


T  ^ 

-^«in       —  cfig)  sin  («.^  —  «„  J  -  -^•in(tf,»—Ooa)8in  («,,— a^n) 
=  8i»(aoo  — «0»)  »»«(«i«  — «aa); 

oder,  wenn  «rir  der  Kflrte  wegen ; 

A  =8in(aii— a,o)8in(ajji  — «Oi)» 
B  ss8iD(tfi,— «te)8in(«^— «so)* 
C  =8in(aoo  — «oj)«'"(«ii— «m); 
A'  seiD(«^^  —  a|0)8in(a^  —  a^, 
B'  SS  «in  (a,  2  —  «0«)  sin  (o^j  -  0,0) » 
C  =  fiio  (m^ — Oos)  sin  {ag^  —  0^) 

Ntien: 


100  Grunert:  ßeomeiriscAe  Aufgaben ^  welche  zur  Auwetiäung 

woraus  sieb: 

,  iV»     CB*— BC*     r^o  _  Ck'-^kC* 

^  '  *  '  '   roo*  AB'-BA'*   roo      AB'  — BA' 


ergiebt,  aod  daber  jetet  di«  Verfailtniase 

'J«  uod  ^ 
'"oo  'oo 

bestiinint  sind. 


Aus  den  oben  sw  Eiitwickelong  der  Gleichungen  2),  3),  4),  5) 
beoutzten  Gleichungen'  erhält  man  aber  dorcb  Elimination  von 
>Vii  OD«!  leicht: 

roo  •  sin  {a^  —  aöi)*— ^o  • («ko — «öi)  =  -  i^ii  •     («i  i — «oi) » 
roö«  8in(4i^*«^)  -  rio  .sin  (o^o — «HjJ  =  —  («la  —«toi) 

und 

roo  •     («oo — «o  i)  ~      •  «n  («ao — «o  i )  =— rui  .ein  (o^  —    , ). 

roo  •  »in(flroo  —  «o«)  — »"»o  («ao  — «oa)  =  ~  r«.sin(oM  —  ao«); 
also: 


8) 


und 


roo  «Ol)      roo*«i"(aii  — «oJ* 

r,,  •in<««^  — '«oa)  _  rj^  ain  («0^  —  ^,0) 

roo.  «inK«  —  «o«)           sinCofj, - r„,) 

r«,  («Ol  —  O _ r^  ^  siuKt  ^g^o) 

roo  — ««t)    »^00 '  »in («Ol  —  «Ol) ' 

\  r««  8in(Qe„  — or  ,  J     r^^  «in  (er,,  -  «„J  ' 


mittelst  welcher  Formeln  die  Verfailtnisae 

t      -    und    — ,  — 
loo      '*üo  Too 

gefunden  werden. 

Endlich  folgt  an«  den  .Gleichungen  2)  nnd  3) : ' 
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10).  . 


Hl  d0r  m&uttuätn  ^iodätle  gteltnet  wind*  101 
foo      sin  («la— og,)     roo  *  »in  («j«  -  «di) ' 


Md  an«  den  Oleiebnngtn  4)  und  5) : 


IG*). 


foi       8in(a2,  —  Opo)  _  r^p  ^  sin  (g^  —  n^) 
roo     «in  («ti  — roo  *  •»«  («ii  —  «m)  * 

roo  («M  —  «Ol)      »"oo       («tt  —  «ot) ' 


wodoieh  die  VerbäUniMe 

{SefoiideD  werden.  **** 

Abo  i>inü  jetzt  die  Käni^tlicben  VertjÜltuinse 

'oi  ^\\  •'lO  ^« 

^00     ran   v*oa  ^Vm»    ''«io   roo  ^Vm» 

btkatint;  ond  da  naeb  10)  and  10*)  die  Verbttltnisse 

»  — 

aaf  doppelte  Wei8e  berechnet  «w  erden  krmnen,  »o  kann  dien  au* 
gleicb  ala  Probe  fär  die  Ricbtigkeitder^^efilbrten  Recbnnng  dienen. 

Nimmt  man  nun  elneo  der  aecba  Punkte»  etwa  den  Punkt 
da  Anlnip  der  Coeidinaten  a«,  waa  Affenbai'  veratattet  iat»  aetat 
alle  j^sO,  si^seOp  nad  nimmt  ferner,  was  f^ieidkfalla  offenbar 
vwifatlet  ist,  den  poaitiTen  TbeH  der  Axe  der  ao  an,  daaa 
esO  iat$  so  kann  .man  die  Coerdinaten  der  afimmtUcheo  Piqifcte 
■ittelat  der  folfendmi»  alcli  nnmlttalbar  aoa  I)  ergeiienden  Per» 
««lo  leicht  ilmrcb      ala  filnheit  aoedrAeken : 

11) 

*i'=sro,.co80f,,,  3fi'  =  roi.sinaoi; 
je^'srM<coec^9>  Ida' =  *^ot 

«I  =«o'  -»•lo'CO««,«    .Vi  =5fo'  -r,«.sinc,o 
ss«i'^r,,.coaai,        =jjf|*— r,,  .ein«,, 


104  Gruner i:  fieomeirische  Aufyabeu,  iteUke  %ur  Aimenäfmg 
folglich  : 

i   Toi  =s  Cr8in(ff,2~«2o), 
5)  j  6r  8 in      —  t^i ) . 

ttiid  daher: 

6>    ro,:rj,:r,o  =  »ji"(«ia--«2o)i**i«>(aio--«#i)!«"(«oi--«i«) 

Ferner  erhält  nien  aee  deo  GleiehoDgen  2)  und  3)  avf  der 
Steile  die  Gleichaogeo: 


1 

— ri  CO»  «4  +  foi  cos  ooi 

=  0, 

7) .  .  .  . 

fi  cos  «1  - 

— rtceeos  4-  ri,  coeoi« 

.  i^eoe«%- 

*roCo«ci^  -f-  r^CQua^ 

=  0; 

lind : 

1  roeino^ 

— riainoi  -l-roiaina^ 

«0, 

8) ....  1  ^ 

—  r%sinu^  -f  ritsinai« 

=  0, 

i  r9aiD% 

—  foamoö  +  ftgalncte 

Durch  Verhiaduag  der  beiden  Gleiehttageo 

roCOfl«o  —  rjcosai  +     i  cosoo  l  =0, 

To  öio  «0  — fi  »in  «i  +  »"o  i     «o  i  =  ^ 

erhalten  wir»  wenn  Croi  einen  gewieaen  Factor  beieiehnet,  die 
Gleichungen : 

* 

fo  =  —  (?oi  (s'ui  «1  cot»  oqi  —  cos  «1  öiu  «m) , 

ri  «    €roi  (ein««,  ceB«o— «»•«Ol 

Tot  —  —  <»'o  i  «o»  «1  ~  COS    «*n  "^i) » 

alao: 

■ 

ri  =    C7oiein(«fti— «o)» 

und  gans  eheo  ao  erhftit  man  mitttelet  dea  Obigen,  wenn  Gi%  oad 
Gno  gewiaee  Fnetereo  beseklinea: 

ria--fta«to(«i— 
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tn  der  naufitcAe»  6eodd9U  gtfifftut  sind.  X05 

and 

ro  =    6^10«'"  («»»—««)» 

io  dM9  «Im 

«*o  f  1 5  »"oi  =  —  »Jb  («i  — flfei )  s »in  («Ol  — «o)  s — «in  («b— «i)t 
:    :  rm  =: — »in  (<%— «i«) :  «in  («it~-ffa) « — «hi(«|— 

tot.   A«cb  bftt  man  nach  9),  10),  11)  die  Gleichongen: 

Gkftttii  («t  —  «i«)  SS     sin  (o^  -  i^) , 

G40  sin  (cr„  —  oijrt)  =     2  sin  (cj  —  a^^  j 
aUo  darch  Multiplicatioa  die  Relation: 


13) 


Zur  Berecbnoof;  der  Factoren  6«,»  Cr,«,  Cr««  liAt  man  nach 
9),  IQ^  II)  die  FormelD: 


wobei  nach  dem  Obigen  die  Entferniingefi  r»,,  r,,,  r««  mid  dSe 
DiffereRzen  «i  —  a^»  «« —  «1 »  «o—««  »J«  bekannt  vorausgesetiet 
werden  dürfen,  alao  aaeb  die  in  Rede  etebeodep  Factoren  be- 
itaoDt  aind. 

Nim  ist: 

=  «o  —  («o  -  ««) ,    «1  =  f'o  +  («1  —  «o) » 

aleo  nacb  den  l>eiden  letsten  der  GJeicbongen  13): 

Croi«in(ao  — «oi)  =  6\«8in(flfo  — («h— «k)-^«i«t, 

0  •«»  («e — «eo)  =  C^i«  «io  i  «o  +  («1  —  «0) — «la  U 

Mglieb: 

I C,,  C08Ä„,  —  <?,  j  COS  ((«0  ^«i)  +  «12) }  »in  »0 
=  {6roi»inaoi  —  €ri28in((a(,  —  %)  +  cosa^, 

1  C.o  COS «,o  -  C?,tC08(«|,-  (Ol  -  «o))  I  siD«oi 

=ri  C«,  aio««,  —  Csio  (o„  ^  («,  —  cro))|cosi>tft ; 
woraus  sich  zur  Berechnung  von      die  folgenden  Formeln  ergeben: 
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iy5  Gruneri:  Geumeiriscke  AuigabtUt  weifke  %ur  Aiiwenäung 


16). 


^6ao8lBggo->g,a<in(g|a-(«|-«o)) 


Hat  man  mitteUt  diaser  Formeio  gefuiideat  ergebeo 
«{eb  «1  irod     «liHelet  der  Formelii: 

und  1*0»  ri ,  erfatlt  man  mitlalet  der  «•#  dem  OWgon  bekannten 
Formeln  i 

endlich  die  Coordinaten  g  mittelst  der  Fprni^u  3)^  die  vir 
hier  nicht  wiederholen  wollen. 

Die  Formeln  10)  liefern  für  den  zMiscIiei)  0  uful  ^jOO  *  liegen- 
deu  Winkel  a^»  alierdirifrs  twpa  um  JHÜ'^  verschiedetie  \N  orth(  ; 
da  aber  diei«e  Wt-rthe  für  unff  mittelst  der  Formeln: 
=  €ro  I  sin  f  a„  1 — =  C.  n  sin  (fc  ,^ — «  ,)  offenbar  Werthe 
mit  entgegengesefzt<»!5  \'orzeichen  liefern.  alxT  T]  und  r2  ihrer  Natur 
nach  nur  pOHitiv  ^ein  Itunnen,  so  kann  nie  ein  Zweifei  bleihen,  wie 
man  den  Winkel  xu  nehmen  hat.  und  auch  hei  der  Anweaduog 
aller  übrigen  Formeln  bleibt  dann  nir(i;end.H  eine  Zweideutii^keit. 
80  daas  also  die  Aufgabe  eich  immer  mit  völliuer  Hestimiatfaeil 
aufluaen  läsht.  Natürlich  kann  man  auch  die  Werthe  15)  von 
^oi*  ^s..  in  die  vorstehenden  Foimelo  eiofdbreD»  Modnrcb 

man  die  folgenden  Auadrücke  erhält: 

_Jo  I  aingpi  8in(cg--c,)  — rjasin(g|— <if„)8iii((a,^  -oea)-f 
r,» »  coa  tto ,  ein (o^-oi)  -  r|,«io («i  -«o)coa ((«o—«!)  +  «ii)' 

_ya0*^''*8n  «i»  («»~g|)  —  riahin         Ca)«'"  («i»— -(«i  —«o)) 
*  r94»ceaauo»in(«s-~ai)-ria8m(<i(o'-as)co8(a|2-(a4--o^^^ 
und 


20). 


_  sin(fto,  —  f^i)  _ sin  (a,o  ~  %) 
~  ain  (a,  -  a^)         8in(«o  -  «t)  ' 

_8lo(aig— «a)  _ain<a^|— fl»>) 
aln{ai-«,)  ain(«r^ao) 

_8in(cao-0  sin(tt|^^o^)^ 

aiD<V-aa)  ~"  ain(«%^«|) 
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in  der  nauUicäen  Geodäsie  ßeei^Hel  sind. 


lOT 


Bs  mSehte  jedoeh  «Icltoldil  ««IM  «ioige  Vortheile  bebeo, 
snent  die  GrCsnen  Gqi  ,  Gi^,  m  barecliiieii ;  frentgetene  edieiiit 
mir  dedorcli  die  nnmerieelie  Rechnung  nicht  weltiSefiger  su  werden. 

Wir  haben  hier  in  die  Formeln  «oi  »  «12-  "20  «nd  r(»|,  ru, 
al»  bekannte  Gitlssen  eingeführt:  n&tnriich  iiann  man  aber  diese 
Grossen  auft  den  bekannten  Coordiuaten  a^,  b^y  Oii  6|;  a%t  b% 
berechnen;  denn,  nftch  2)  ist; 

•21)  to»g««=4^.  to»8««=i;pi,.  «•"It-»=i^ 
■nd: 

_    — gg  —   a%^ai  6g — 6|   gp^iff  60—6^ 

coeii^i~'nina^ '         ceee|i~»in«|j  *  *®  coeo^'^sinate' 

Die  WiiW«  «in  j  «%n»  u^-  in«M  'mw  swiechen  Q  «nd  «o 
adunen,  den«  tm%^»      sSmnlliefa  poeitir  eneCitteD. 

ich  will  diese  Auflösung  dnrch  das  folgende  Beijgtpiel  erf&u- 
tern.  Die  Rechnung  ist  mit  den  trefflichen  Breniiker'eelien 
gtelligen  Tafeln,  aber  nicht  ganz  mit  der  Genauigkeit  geführt, 
welcfaa  dieeelben  tn  erreichen  gestatten.  Die  Winkel  sind  nln- 
lieh  nor  hie  aof  4Suf  Secunden  genau  herechnet/  eine  Genauig 
keif,  trelche  faitt  ^hen  so  leicht  xmä  Ve^nem  au  «micheii  war, 
als  wenn  nsn  bloss  bis  auf  Minuten  gegangen  wftre,  well  die 
Tafeln  von  sehn  so  sehn  Secunden  fortschreiten»  welehe  Einrleh- 
tnng  eben  deshalb,  and  aattirlich  nodi  ans  iriden  anderen  Grfin* 
den,  die  grSsste  Empfebkuvc  TnMn  verdient»  nlid  endlich 

die  nnr  bis  auf  Minuten  gebenden  Tafeln  gans  verdringen  sollte, 
iasofem  man  sieh  nicht  mit  noch  weniger  nis  sechs  Decimalstel' 
len  begnügen  will.  Wenn  im  Felgenden  der  Controle  wegen  ein 
und  dieselbe  Grösse  nach  verschiedenen  Formeln  hiwechnet  wor- 
den ist,  »f*  kßnnen  in  Folge  der  ganzen  Anlai;e  der  Rechnung 
diese  Werthe  natOrlicb  nicht  ganz  mit  einander  dbeteluelinwien, 
weshalb  in  solchen  Fällen  als  definitiver  Werth  immer  das  arith- 
metische Mittel  ztrischen  allen  erhaltenen  Werthsn  angeseist 
'werden  ist.  Nach  diesen  vorläufigen  Bemerkungen,  welche  ich 
flDr  notbi^  hielt,  wird  die  folgende  Rechnung  gewiss  gans'  ver* 
Standlicb  sein. 

Es  seit 

ao=— lfi«».«'=— Jü6',  Ao  =  + 140.3'= +  143', 
aj    +  21«  .8  =  +  218',      61  =  +  le^ö'«:  +  im'. 


a^  — a,  =-f  SÄ».!?", 

«i^iib» -1-344        Äi-6o=+  ^ 

334  A^>-63»4908 

26  /l3 
*»ng«oi=  I  344  =  +  !^ 

288  12 

262  131 
tang  «ao= — 55j=  -  f |2 

Besser  ist  es  aber,  bei  der  Berechnung  der  Winkel  ,  ct  ,,, 
die  nicht  vereinfachten  Brüche  zu  benutzen,  weil  man  hei  der 

Berechnung  voo  r^^,  r,,,  r,«  doch  der  Zäbier  uod  Neoner  der- 

aelbeu  bedarf. 

log(^-^)= 1.414973 

log  (a,— Ho)  =  2,536658 

logtangooi  =ö,b7ii41ö  184  i|9  .20 

log(6,-M-  2.450392» 

log(fl,-a,)=  2.079181.  ^c^^ 
logtangO|s=  10,380211  247  *22  .50 

log  (60 -64)=  2,418301 

log(o-j— a.)=  2,36(J248„ 

  <  130«».3i'.6O* 

log  taogic«» = 10,068063«    «m»  ^  310  .31  .ßO 

Die  Grüssen 
sind  respective 

positiv,  negativ,  negativ; 

also  liefern  die  Winkelwertbe 

184o.ld'.20"      67o.2-2'.50*  3i0».3r.ö0" 

für  die  Entfernungen  r^i .  r^^,  negative  Weitke>  und  dasaelbe 
ist  der  FaU,  weil  die  Grössen 

^i"*"^o*   ^% — fc»  ^ — ^ 
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mpeetife 

positiv,  negativ,  positiv 

sind;  folglich  musa  mao  setzen: 

a^j=    4M  9'.  20* 
iiit»a47  .3^  .50 

Ferner  ist  iiuu : 


loeco8aui  =:  9,908763 

logro  1=2,597795 

* 

2.537795 

log(6i—6o)=  1,414973 

2.537801 

logsiDa^=:^,$77172 

5,075695 

iogroi=2»537801 

logr^  ss3,537796 

loa  (a^  a,\  —  *">  07^181- 

loff  COS  ff«,  s:  9JSä5019. 

logri,»S,494103 

2,494162 

lGg<^-6,)«8,469393. 

2,494163 

loR  sin  0,1  =  9,9(55239« 

4,988315 

logr,,=2,49415a 

iogfi,: 

=2,494158 

log(«B-as)=3^S0248U 

log  Gos  0^=9,812815« 

Iogrio=2,537433 

2,537433 

log  (6o—6B)a  2,41 8301  . 

2,537453 

log  sin  0^^:^,880848 

6,074886 

logrso =2,537463 

lograo 

=2,637443 

Also  sind  die  deünitiveo  Werthe: 

logr«!  =%53779fi  344,96 
logV|,:s2,494166  r,ss312,00 
'  logr,o  =2,537443      r«»  =344,70 
Wir  berecbnen  nun  den  Winkel        Zu  dem  Ende  ist: 

— o^Ä— 130.5T    0"  «rt«  247«.22'.50" 

a^.=  247Ji2^.30  o.-ao=— 18^24  0 

^-f  «I»»  233  .29  .50     «kl— («k— ab)=  ^ 
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logsinö^s  6,877173 
log  sin  (cc,  -  0|) =9,7^188 

lograi=s  2,537798 
togcotfo^  ^9.096703 
log>ili(fl^>-«,)=s;9,727628 

23264189 

log«iii  (aj  — «o)  =9,4y*.>i(Mi, 

log  ftttl  ((«b  -        «it)  ==9,005 1 63. 

1,890525 

logri2=2,49*W8  ' 

loi^  sin  (a,  —  «„)=  9,499204« 

log  coo  {{oq — og)    «i  j) =9>7744l6w 

l,76777ö 

♦ 

13,887  18S,734 
-79,164  —58.584 


nam.s  13,887 


oam.  =:  1831,734 


79»164 


imin.=  58.584 


—  65,277 


125,150 


65.277 

log65,277=  1.814760 
log  125,250=2,097431 

log  taug  oq = 9^1 73-i9„ 


a  = 


1520. 27M0* 
332  .27  .10 


lograo=2.537443 
logsirfoto  »=9,880648 
ogsin  («4  -  «,)  =9,727028 

•2,145919 

logr«»»2^443 
logcoaci^=9«8128I5» 

logoiD  («t — «i )  =  9,727628 

2,077866» 


num.  =1^9,933 


iiiiiD.  = -119443 


in  der  mutUcAeu  (touiüsie  geeißtiei^  siftd. 

logr,»=2,49il58 
log  sin  («o — 0^^)= 9,3801 13« 

IjSTdim  nun.  £=74,661 

logeos(Qr,s  —  («I  —  «o))  =  8,86674fti 

0,741011  imw.  =  5,ö0b 

139,933  —119,643 
-  74,661  —5,508 
65«27*i        - 126,161 

65^272 

loj;  65/272  =  »,814727 
log  125,151 =2.097435 

i  15>«.27'.20' 
I  332  .  27  .20 

Alf  Mittelwertbe  »eisten  wir : 


162».a7M6* 

332  .27.16 
Nn  ist  aber": 

0^=      4«».iy.S0»  «01=  4M«'.2(r 

«os    162  .27  .16  «6=   332  .27  .16  . 

o^j  -ao=-l48  .  r.66'  -a;,»=-328  .  7  .66 

8in(ao, —Oq)  negativ         8in(cKoi — ««ö)  positiv 
MD(«ri— negativ         ahi{a|— Oq)  negativ 
fj  positiv  1^  negativ 

md  man  imtM  al«o  aelten  s  - 

^0^=:  152«.27M5*' 

Bp=  152». 27'.  W  n^s  1620.27. 15" 

ah^<^=— 18  .24  .  0  ■b-"«i=~13  .53  .  0 

iU  .  a  .M  o^»  166  .20  .16 

tMm  tobte  wir  loggende  Warthe: 

«o=sl62«.27M5*' 
a,=:i34  ,  3  .15 
a,  =  J66  .  20.15 

Femer  brt: 


Grüne ri:  Geometrische  Aufgaben,  weiche  zur  Anwenduni 


a|=     134  .  3  .15 
129  .43  .66 

iogroi  ='2,537798 
logalo  {«Ol  — «i)  =  9,885^51» 

2,423749» 
1 0  g  sin  (o,  —  «o) = 994902IM«- 

logro=z^924Ö45 


0^=  130».31'.Mr 

a^=  166  .SK)  .15 

«^—«1^=^36  .48  .26 

log  r^ü =2,537443 
log  »in      -x%)= 9,767198, 

2,3Ma4Ü 
log  ain  (Ob  -  «1^ =9^1I3> 
Iogro=2,924ö28 

2,924645 

•2,924528 


6,849073 
kkgro=2,924637 


«,,=  247«.22'.5(r 
0^  =  166  .  20.15 

81  .  2  .36 

lo£;r,2  =  2,494158 
logain  (ai.-oj)  =  9,904672 

2,488830 

logain  <c%-  «i)  =  9.727628 
logr,  =2,761202 


«Ol 

— 


^  40. 19'. 20" 
=    152  .27  .15 

=—148  .  7  .66 


log  ro,  =2,537798 
log  sin  (ooi  —00)= 9,722605« 

"2^7oi. 

logain  iog — 1^)=9.499204» 
rogrk  =  2.761199 


2,761202 
2.761199 
5,522401 
logrirs  2,761201 


«^«1300.31'. 60* 
1^33162  .27  .16 

0^—00= -  21  .55  .25 

logfte=%637443 
logalp  (fl^  -r J^) =9,67214ft. 

2,10t)583„ 
log  sin  (oo-«a)  =  9,380 113„ 

logf^:s=2,7*29470 


o^«=247<».22'.60'. 
iii»l34.  3  .16 

«12— 0|sua  .19 .35 

logr^ts^^lSS 
localn(ii^t— «k)»9,963966 

2,457126 

logsin  (««—er, ) = 9,727628 
lognis2,729^ 

2,729470 
2,729498 


6,468968 
logr,:»  2,729484 
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in  der  nauUsckm  üeoddtie  geeignet  «ML 

Also  Uf: 

logro  =  2,924537        ro  =  b4ü,äO 

logri  SB  %mm     n = mjsß 

logr.  =  2,729484        r.  =  636,3Ö 

Eodlieh  tot: 

logro  =  2.924637 

Io£?co8  0o=  9.947747„ 

iog.rocos«^  =  2«87^84ii 

rocosoo  =—740,22 
flg  =- 126,00 

»-1-619,22 

logr,  =2,761201 
log  Cosa«  =^9^2196» 
log.f^m«!  SS  2,603307« 

Ticosai  =-401,23 
218,00 

«s-f  619,23 

logr,  =  2,729484 
logoooi^  SS  9,967534s 
log .  r«  cos    =  2,7l70t8to 

r,eoo%cs—S2l^ 

ar  =  619,22 

•f  619,22 

+  619,23 
+  619,22 

4- 1867,67 

a:=  + 019,22 

iogro  =  2,924537 

logsinoo  =  9,6ö5073 
log. rooioc^  =5^5^10 

Tk«U  XXXVIU« 


114   Grunert:  GeamettUeAe  Aufgaben,  meUhe  %ur  Anwenäum 

r©  8ID  oq  =  +  388,70 

»ogn  =2,761201 
logsinai  =9356537 
lng.risinc^  =  3,617738 

i^MiK^  =  +  414,70 
bi  =  +  169,00 

losf^^%73M84 
lof  «1»%  s  9,373284 

loK.r««ina^  =  ^102768 

raffln ct^  a  + 196,70 

Äa  =  - 119,00 

.    ya— 246,70 

Man  erbfilt  also  für  y  immer  genau  deiisfllb«n  Werth;  ood  die 
Coordinaten  dee  zu  beetimmenden  Panktes  eind  folglidi: 

«  =:  +  =  +  61o.9',22 

y     — 245',70  =  -240. 5, 70. 

I 

Von  diesem  Falle  liefert  Flg.  IL,  weiche  mit  einem  Maasestabe, 
bei  dem  25  Rathen  auf  djsn  preoesischen  Decimalzoil  gerecfantt 
worden  sind,  entworfen  werden  Ist,  efaie  genaue  Zeichnung.  Mao 
wird  durch  Nacbmeaeaog  an  derselben  alle  oben  auf  dem  Wege 
der  Rechnung  gewonnenen  Resnltate  bestStigt  finde«,  so  weit 
dies  bei  einer  soleben  Figur  erwartet  werden  kane. 

Siebente  Anfgabe. 

Wir  denken  uns  jetzt  zwei  Systeme  von  vier  l^uni(ten: 
Afi,  Alt  und  AJ^  4',  A^\  AJ\ 

im  Ganzen  alsö  acht  Punkte,  deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein 
beliebiges  rechtwinkliges  Ceerdtnatensystesi  wir  durch 
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^•jr«;  ^%»y%i 

wd 

^'fif^i  «i^jfi';  't'H'i  ^'*9» 

UtMnmu  trollen. 

WeoD  wir  uns  durch  Aq  ab  AiifMig  ein  dem  pffinütii'en  Sy- 
«tBM  paralleles  Cowrdioateii^atem  gelegt  denke«»  ee  eoUea  die 
f  Mi  des  Geraden 

Af^Qf  AqAi  t  AqA^^'p  AqA^ 

■it  dem  poeitivee  Theile  d^r  erefeo  Aze  dfeset  Syetene  eioge- 
iddeeeeeeB  WnikelL  Mum  wir  dtoee  Winkel  vo»  d«i  peciliTeii 
Tkcile  d«r  eisten  Axe  na  nneh  de«  peeitiven  Tkeihi  der  nwelCen 
Axe  hin  von  0  kie  360<^  liklen»  recpectiTe  dnrch 

beieiebnet  werden,  wo  die  Winkel  «n»  ^»  «to  oCsober  Jeder- 
teil  dorek  geignete  tfeeenng en  mit  einem  ue«k  4e  gekrackten 
whkeimeseenden  loetnimente  keetimmt  werden  künnen»  wae  einer 
«ilteffen  Erllnternng  kier  niekt  kedMin  wird* 

Die  von  den  Geraden 

A^Afi'f  AiAif  AiAfl f  A^A^' 

mit  dem  poeitiveo  Theile  der  ersten  Axe  eines  dnrck  Ag  parallel 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Coordioateaeyeteme  einge- 
schlossenen, auf  ganz  ähnlicke  Art  wie  verker  genommenen  Win* 
bi  keneickeen  wir  dorck 

9i »  9i  +  «11  f  9i  +  «la  t  9i  +  «II* 

wo  die  Winkel  oh,  oj^»  aj,  jederzeit  durck  geeignete  Metaungen 
■it  eioem  nach  Ai  gekraekten  winkelmeaaenden  Inetromente  ke- 
ftia»t  werden  kOnnen. 

Die  von  deu  Geraden 

A^Aq',  A^Ai  ,  A^Afl ,  A^A^' 

mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Aze  eines  dnrck  4a  pMll«! 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Coordinateneyeteme  etnge« 
ichlessenen,  ganz  eken  so  wie  verker  genommenen  Winkel  ke- 
mkiknen  wir  dorek 

9%9  Va+«m»  9i+«m»  fla-f  <tm* 
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wo  di«  Wiakal  «%t  •  «tet  ^  mittaltt  «iiiM  oadi  i^lmcbtn 
«riDkelmesMiicleo  IiuitniiiidDtfi  jedmelt  bwtiinnf  irerdeii  kSracB. 

Die  TOD  den  Geradea 


nit  dem  positiven  Tbeile  der  ersten  Axe  eines  durch  paralM 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  CoordimiteDeyeteme  einge* 
schlossenen,  ganz  eben  so,  irie  Torber  immer,  genommeoen  Wia- 
kel  boaelebnen  wir  dnich 

wo  die  Winkel  «^1 1  »  mittelst  eines  aneb  gebracbtea 
wlttkebneeeenden  Inntraments  Jedenelt  liestlmmt  werden  kSaneD. 

Indem  wir  nun  noch  die  Entfernungen 


A^Aq,  AfAi',  A%A^9  AiA^'i 
A^Qt  A%Ag',  A^A^',  A^A^'i 


Aj^A^',  AgAg'f  A^A^',  A^Afl 
traiiebnngeweise  doreb 

fbo'  Vioi«  '(M*  ^bsS 
'^lo»  ''11  >  Tu» 
^9^9  ^VL*  Vtat  **m» 
^10»  '"»1»  ^v%> 

bezeichnen,  wollen  n-ir  jetzt  sehen,  was  ^ich  aus  den  nach  dem 
Obigen  vorgeuommeneo  VVinlceiniessungen  scbliebfien  liUbt. 

Offenbar  haben  wir  unter  den  gemaebten  VoraoMetsongen 
die  feigenden  Gleiehnngen: 

1) 

=  «b + «w  («bi+ Ve)  >      y«  =  yo  -t-rM-sin  («^  -f  ^  • 
V  =  «b  +  r^.co«(€<os  +  Vo)i  =  yo+*-os-"o  («os  +  i 
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=  yi  +  ''ia-«n9i* 

=  «i+»i|.«<w{«ii+9>i). 

yi' 

=  yi+»"ii-8'n(«ii+^)» 

^' 

yt»' 

=  yi  +rii.tin(ait  + 

yt' 

=  yi+»"i8sin  (oia  +  9i)j 

yo 

=  yt+«'io-8<n9>t» 

=  yt  +'11           -f  9i>  > 

yi' 

=  yi  +  »•«  •  »»n  («M  +  g>i) . 

y*' 

^yii+na'ÄJöCo^+yi); 

y«' 

=  yfl-«W-«itt5Pt» 

=      -I- »"ti  •       («Sl  +  9>» )  , 

y/ 

=  y8  +  »'*i  sin(a,i+g)j). 

yt' 

—  yb-f-rai.fliDCflte-l-^^), 

=  arj  +  r,, .  cos  (^i33  4^  (jp,) ; 

ys' 

Abs  dar  ernten  dieser  vier  Gruppen  vod  Gleicbuogeo  er- 
bilt  mtn: 

V  =  »"oe'Coe^—ro,  .€ee(c^  +  q^), 
V—«»  «feo«eoe^-.roa.€oe(c^  +  <Po) , 


ySft'  — yi '  =  »"oo  •  »in  9o — »V»  •  •»»  (o^ + 9>0) » 

alt«: 

(V  -  ari ')  sin  (o^j  +  y^,) — (y^^'  _  ')  cos  («^  -f  9^^)  =  foo .  sio  «01 , 
W -«i')«o  (0(0»  +      -Öft' -y^')»i»{«ö.+  99)  ^r^^Blnn^, 

folglteb,  weDD  der  Kfirse  wegen 

IAn  =6ro'-«iOnin«^»(afb'-3riOeoee^, 
4o»  s    -  «^O^toota— (ye'  -yi')««*«^ 
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und 

gOMtil  winls 

^01  -f  ^01  fang  yp  _ 


■  • 

m 


«rofim  Mgl«ieb 


4^  •  >« 


A^i  sin  cfo^  —  /<ot«'P<'toi 
taug 9o  =  -  ^-.io <«^.£^aia<^  ' 


folgt. 

Also  hat  man  die  Gleichung: 

ssi  (^ein        Aq^  ain  «^{B^  •iiia;^''  4M«i<>*^i) » 

wotan«  Dach  gabOriger  Eotwlekekmg»  wenn  ouui  sagMcb  donh 
afaii^  dividirt,  folgt: 

(AQ^Bf^—A(aBfn)»in«oi  i 
5)  +(4osBo,-iloi*,)ri««^tta  1=0. 

+  (i<oi^-^oa^)«tt«oa  ' 
Nach  laiebtar  Entwiekalaog  fiadat  maa  aber,  wana  dar  KAraa 


6)     i       =  (aro'-a:,0(«b'-a-iO  +  (3fo'-^»0(yo'-yiO. 


uod 


=  (ä^'  -at^O(»a'-^')-(«a'  -«^'Xlte'-*^'), 
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fMelit  wird; 

Mgiicb  nach  5): 

«) 

+ 1  J,i  8in  (o^  —  ccm)  4^      cüs  («o,  —  ogi)  i  gin  oo,  >  =0. 

8  do  ^»  (om — «0«)  =s  eo«  (ooi  —  +  ooj)  ~  cos  (a^,  +  —  ög,^ 
i0fai«v«*fai(^— o^n)  =  com{9n  +«^— «ta)— 

alio: 

•bi^ain  (o;»— <  a^,,)  -f- sin  sin  (c^  —  aoi)+sin  op,  sin  (o^^  —  o^asO; 
Qid»  ffM  wir  bier  übrigens  blos»  beiiäubg  beajisrkeii: 

laiBi^M  («In  — =     («Ol  ~  «0, + oo,)  +  sin  (—  <Hn  +  ««  +  «k») ; 

•iiii^  cos(«te^flte)  -I-  sin  <^  cos  (o^  ■^fl^)  -1-  «In     CM(ai^  — 
ssfai(—  «to  +  Oy»  +  «0,)  +  sio  («Ol  —  «oi  +  «öl)  +  «n  («oi  +«k«— 

FotgKeb  ist  naefa  den  «rslen  dieser  beiden  Relmtiooen  offeabar: 
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+  ^i8iii«oj8in(aj„  — Hol) 
+(«oW  +  yoW)»«»«bt»«»(«in  -  «Ol) 

+  (^i'^i +yi'y»')8iDaoj8in(o6i  -»«oa) 
=    («b'*i'+3fo'afi'+«i'«5i'-l-Ä'3fkO»iM«ta  «hiCfltot— «ta) 

+  (^o'^i +^o'^a' +  ^8  J^i'-f  ^8 '^1 («08  — «Ol) 

und  ferner  ist,  wie  men  leiclit  Oliersieht; 

39m    ^     ("te  * 
+  »,i  sin  o^co«  («ot — ) 
•f  3^1  sein  0^  cos  (o^  —  «ta) 

= — (^o'^i' — ^o'^i')  i  8'"  «0»  COS  (fl^  -  «Ol)  —  8in«to  COS  Ki  -  ««)  1 
— (VSf^'—^'^iiOl'toÄbiCoeC^M — «i»>--ein«bi  cee(«^»—«^)l 

—  (or^'y»'  — yo'-^i')  I     «Ol  CO»  (aga— •  «o«)  —     «oaCosXogg  —  a^) } 

— (*o'yt'  -yo'araOcoeoMeinCoot— «Ol) 
— W — CO»  ein  ia^^«^ 
+  (^a'ys'  -  ya'^aO 8»n «bi  cos  — «o») 
+  («»'yi'— 3«i'«i')  ein  4Hj,cee  («^  »o^) 
+  («iW  -yi «^coe(<HM  — «be)- 
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Fflbrt  man  nun  diese  Ans  drücke  in  die  obige  Gleichung  8) 
eio,  80  erhält  mnu  die  foigeiide  Gleichung  awiacbea  den  Ceordi- 
oaien  der  Punkte  Aq',  Ai\  A%,  A^'i 

m 

+  (^o'*a'  +3foV  f^j'ara'-f  .Vi'ya')»ina^8in(aoi-fl«pa) 
— («öVi*  -  ye'*iO  CO«  «bi  »in  (oiM^oös) 
-  («o'^a'  — yo'^a')  cos  «oasin  (oo,  —  «oi)  )  =  0. 

+  «Ol  co8(öoi— «toa) 

+  (^t     —^1  '«aO  sin  «0»  cos  («oi — Ooa) 

So  wie  man  diese  Gleiebung  aus  der  ereten  der  vier  Gfap- 
pen  von  Gteiehungen  In  1)  abgeleitet  hat.  kann  man  «in  jeder 
der  drei  übrigen  dieser  vier  Groppen  eine  gans  ähnliche  Gieiebnog 
vrie  ^ie  voratebende  ableiten;  und  man  erhält  dieae  drei  neuen 
Gleich uogen  aus  der  YoraUiieoden  aebr  leicht,  «renn  man  in  die- 
•er  letxteren  für 

nach  und  nach  respective 

<%s>  <tef 

setzt,  wie  sich  aus  den  Gleichungen  ])  unmittelbar  ersieht.  Na- 
türlich lassen  sieb  auf  dieaelbe  Weise  aus  2),  3),  A)  leicht  Aus- 
drücke für 

taogvi,  tang9sj  tangg»» 

ableiten,  wetcbe  wir,  eben  «o  wie  die  in  ßede  atehenden  Gl«i- 
ebongen,  bier  der  Kärae  wegen  nicht  beaondera  mittbeilen  wollen, 
well  die  Ableitung  aoa  den  vorher  gefondenen  Gleicbnngen  and 
Fonnelo  in  der  That  nicht  dar  mindesten  Schwierigkeit  unterliegt. 

■ 

Zwineben  den  Goordinaten  der  Punkte  Aq*,  A^',  A^\  ha- 
ben wir  ann  aber  anf  diese  Weise  vier  Gleic^ngen  gefiiadan ,  waa 
dea  Folgenden  wegen  wohl  so  beachty  hat. 

8« 
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Um  die  Gleichung  9),  und  natürlicli  eben  so  auch  die  drei 
anderen  ihr  ähnlichen,  zu  vereinfachen,  wollen  wir,  was  offenbar 
^erstattet  ist,  deo  Pankt  als  Anfang  der  Coordioaten  an- 
oebmeD,  aUo 

4 

MtseD,  wodurcb  die  Gleichung  9)  die  folgende  Geetalt-whKIt: 

10) 

+i^a'^3')  sin  «oi («oa— «oj) 
+  (^1      +  ^1  '^a')     «0»  sin  («oi  ~  «oa) 

+  i^Mi/i '  —Sft^i ')  «In     cos  (i^  -  «Ol) 

+  (^iW— i^i'«i0«n«ötc<»(«bi  -%i) 

Eine  weitere  Verointacbnng  dieser  GieichunL'  wird  ahr-r  er- 
zielt, wenn  man,  uns  offenbar  ebcnfalU  verstattet  ist,  die  Axe  der 
X  durch  den  Punkt  A^'  legt,  also 

setzt,  wodurch  die  vorstehende  Gleichung  in  die  folgende  uber- 
geht; 

11) 

(^'«t'-|-y9jrs')«in<>oi«in(«M-«[^)  . 
+  XgXism  ootsin  (o^ — c^i) 
•f  ^'^'•lna^ein(aiöi  — «k») 

— 5^3'^j'sin  öf^jcos  (Cü3  -  Ooi) 

4-dr|'jfi'eio«teCoe(cibi  -«ioi) 

Aber  auch  diese  Gleichung  ist  noch  einer  bemerkenswerthen 
Umformung  fähig.   Setzt  man  nämlich: 

i2)  «••-*i'+i%'.y/=i^' 

und  bemerkt,  das«,  nie  leicht  erhellet: 

ein  0^  ein  (obn**  «te)  -i*  (a^  ^  o^)  ss  »  elni^  ein  («ta— 

sin  c^i  cos  (oot  —  OQg) — iin  öq»  cos  (a^^ — «^^  )  =     cos     sin  (fl^i  — 


=  0. 
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Mt;  80  erb&U  man  mittolst  einlacher  Reeboang  die  folgeodo  Glei- 

+  XiV^  sin     cos  (a^^  —  Og^ 
•f  ^i'9k'eee<teeiD(^ii— ^  =  ^ 
+  +       )  »»"  «Ol  «»o  («be  -  ««) 

DiTidirt  man  aber  diese  Gleichaeg  diireh  sßiXi'*%  ee  erlrittt 
die  folgeode  Gleichung  s 

14) 

(1  +        i^-)     *H»     («bi  —  «ta) 
•I- -ieioc^COB(aoi  — ooa) 

welche  in  dieeer  Fern  nni  die  vier  onhekannten  Grdeeen 

%' 

Xx'*     «j'*     «1**  Jf|.' 

•Bthiit 

SeUt  man  aber  in  dieser  Gleichung  iür 
hesiehuogswdfle  and  nach  eod  nechs 


Wir  nohnon  an,  dsM        Dicht  T«r«ehiriadoC ,  also  die  beiden 
Penkte  i«'  «ad  d|'  eicht  tnianiinenffatloa. 
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«II»  «i2>  "isj 

c^i» 

80  erhält  man  drei  neue  Gleichungen,  welche  mit  der  vorstehen- 
den Gleichung  zusammen  t^ta  k>yütem  vuu  %ier  Gleichuugeti  zW\- 
scheu  den  unbekannten  Grösfien : 

»1**     Xi'*      Xi**  »i* 

bilden,  die  ticb  also  nitteUt  dieser  vier  Gleieboiigeo  beetiniaiMi. 
iwen* 

Setieo  wir  der  Kflrse  wegen: 

15,...  17=^:.       x^%.  ^=g;; 

eo  niuiiDt  die  Gleichoog  14}  die  folgende  Gestalt  ao: 

16) 

(i  +  C7—  X)  sin     •»D  («ktt  — fl^) 
f  Ksin DISCOS  («(Ol — 
•^  Fcos     siD(fl^ «0^  y  s  0. 
+  (17JC+  FF)sinao|Sin(a^  — oös) 
+  (  C7  F  —  VX)  «in  fi^,  cos  («0, — «)fo3 ) 

Aus  dieser  Gleiebaog  folgt  dnrcb  üi? isioo  mit  V  die  Glci« 
cheng: 

17) 

—y  sin«^sin<o^~«^ 


=  ^  sina^cosCsbi  — 


r 

-i-  ^  cos  Oos  «in  (ooi  —  s^ 

+  p  siDfl^t  »in(ab«  —  «os) 

+  y  «IS  Ooi  CO«  (oqs  — 

nod  bildet  man  oun  auf  die  ans  dem  Obigen  bsbiDDlie  Wiiie 
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noch  die  drei  anderen,  (fieser  anRlog:en  6l«iclroiigeD ,  00  bat  nuin 
«wischen  den  vier  unbekannten  Gru«seu  * 

•  1+1/— A'     }      ÜX+VY  VY—VX 

F    •  F'      r~'  ^  V 

vi«r  tlneare  Glelehnogdn,  mlffelat  welcher,  sieh  diese  vier  uebe- 
kannleo  GrOesen  ohne  $chwierigkeit  beetimmeD  beseo.  Seteeu 
wir  Dtto,  daae  man  auf  diese  Art  gefenden  habe: 

'  18) 

i  +  o-jr       y  ^    vx±rr       ur^rx  ^ 

 p  »«,    p=Ot   p  =  c,  ■  p  =» 

Oller: 

^  19) 

ll-ü— X  =  «F,  F=6F,  üX+Fr=eF,  ÜY-FX^dVi 

so  ergeben  idch  aaa  den  drei  feisten  Gieiehongee  die  iielden 
GteiehBageo ; 

ÜX-^bV^^cV,  öV-X^d. 
Verbindet  man  aber  die  lieiden  Gleichongen 

£;-A  =  aF-l,  bü-X=^d 
mH  einander,      erhilt  man: 

(l-6)C7=5aF— il-b)X=zb{aF-'l)-4; 


(l.&)iC7;r=(l -|-il-aF)(6-|-il— a6F)> 
und  folglich»  wenn  man  dies  in  die  Gleichung 

einfuhrt : 

(1  4-  d^m  FX6-i-<^— F)  +d(I  — *)«F«-  c(i— 6)«Ft 

woraus  man  nach  urhüripr^r  Eiitsvickclung  zur  ßestinimung  TOn  F 
die  folgende  Gleichung  des  zweiten  Grades  erhält: 

20) 

61  aH  (A— -  { c(I— 6)» + a(2A  +  (1+6)  <0I  ^+ (1  i-d)ib-^d)  =  0. 
Hat  maii  mUtebit  dieser  Gleiehuug  F  beetlnuBt,  so  ergeben  alcli 


e 
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17»  y  mitteld  d«c  folgenden,  aus  dem  Obigen  bekaouteo 
GleichungeD ; 

21) 

Dividirt  man  die  Gleichung  16)  durch  Y,  ao  wird  dieselbe: 

32) 

 p  ein      am  (a<u  — 


V 

-I-  ^sioo^eosC«^— a^ 

,  t7F~  FX  . 
+  |r— 8<o.<^poa(c^— / 

und  bildet  man  nun  anf  bekannte  Weise  die  drei  anderen  analo- 
gen Gleichungen,  bo  iiat  man  wiederum  vier  lineare  Gleicbangen 
zwischen  den  unbekannten  Grössen  ■ 

X^V^X     V     t/A  +  FF     ÜF— FA. 

#    1^»»         F     *         F  * 

aiiH  (IciuMi  sich  diese  unbekannten  Grussen  bestimmen  la^aeu, 
wodurch  man; 

23) 

1  +            V  .   üx^vr      üY-^vx  ^ 

— ^  SS«*  ys=o»  **^"F — — 'yr — r=« 

oder 

24) 

l-fCT— JTnsaF,    F=6F,   üi-f  FF=cF,  ÜT^VX^dT 

erhalten  ma^.    Aut*  dfMi  drei  letzten  Gleichungen  ergeben  sich 

die  Glfichnfjjjen :    €/A  +  A  >  e F,  (J — bXz=zd.    Verbindet  man 

aber  die  liciden  Gleichungen  U—XssaY — 1,  V-^tfX^d  mit 
einander,  so  erhält  man : 

-(l-6)-I«aF-l-il,  (l-*)C7=:Ä(l-«F)  +  rf, 

also; 

(l-6)«l7A  =  (l+d-aF)(6+rf— aÄF), 

aod  folglich,  «?ono  man  dies  in  die  Glelcbong  ÜX-^öF^^ef 
eMihit: 


I  y  GoOgl 


in  der  nauäichm  Geodäsie  geeignet  sind. 
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(1  -^d^üY)  (6  +  d—abY)  +  6(1-6)«  F«Äe(l  -  6)»r, 

vForaas  sich  nach  gehuriger  Entwickelun^  zur  ßestimoiuog  von 
Y  die  folgende  Gleicbuog  des  sweiton  Grades  ergiebt: 

6|o«  +  (l-6)*|  F*-tc(l-6)«+a(26-|.(l+«il)|F  i  _ 

+  (l  +  d)(64d)  »  "^^^ 

Hat  man  mittelst  dieser  (iieirhuni»  Y  bestimmt,  so  crijebeii 
sieb  X,  ü,  V  mittelst  der  folgenden»  aus  dem  Obigen  bekannten 
Gleichungen : 

26) 

(1— 6)jr=l  +  il-aK,  (l-Ä)ü=6(l-flF)-fil,  F=dF. 

Jede  dieser  beiden  Anflrisun<;en  kanr  hv\  (\ct  Rpstinimnng  der 
vier  unbeklinnten  (irüsspn  -^ws  den  vier  linearen  <«teichnnrren  auf 
das  Svnibol  de»  Lriendlicheri  tühren»  was  bei  der  ersten  Aiiflo- 
8un£^  jederzeit  der  Fall  sein  intiss,  nenn  F=0,  c,'  =  ü,  yj'^ö 
ist,  wonn  also  die  drei  Punkte  A„' ,  yf/,  A^,'  in  einer  Geraden 
liegen;  bei  der  z^veiten  Auflösung,  wenn  F=0,y3'  =  0  ist,  wenn 
also   die  drei  Punkte  A,/,  A^'  in  einer  Geraden  liegen. 

Träte  also  einer  der  beiden  in  liede  »teilenden  Fälfe  ein,  so 
würde  man  dann  immer  die  andere  Auflüsunc^  nnzinveixien  haben. 
Träten  aber  die  beider?  in  Rede  stehenden  I  ille  zugleich  ein, 
was  jederzeit  geschehen  müsste,  wenn  ^./^O,  ^3=0  wäre,  wenn 
also  die  vier  Punkte  /!„',  Ai' ,  A^'*  A^'  in  einer  Geraden  liegen, 
so  würde  keine  der  beiden  vorhergehenden  Auflösungen  brauch- 
bar sein. 

In  einem  solchen  Falle  wäre  aber  P  =  0,  FssO,  nnd  dio 
Gleiebang  16)  «HIrde  also  folgende  Gestalt  anoebmen: 

— A)8Uifl^8io(o^     ^)  \  C/Jk.8inao|Sio(fi^— c^)  =  0 

oder 

2b)  ( 1/ — 2L)  sin     sin  (oqi  —  «o«)  WXiem  o^i  ain  (o^ — oo^) 

s «n  0^  ein  («^ — ; 

und  bildete  man  hierzu  nur  noch  eine  zueile  analoge  dieiehung, 
so  wiirUti  man  zwischen  den  unbekannlen  (irüssen  V—X  und 
VX  zwei  lineare  Gleichungen  haben ,  aus  denen  sieb 


2»)  Ü-Xsza,  ÜX^t 


ISS  6 r tiner t:  fi€mHrt$€M$  Aufgabm,  weieke  9mt  Amtetidinig 


finden  Ismm,  vrofsot  «lefa  dann  anf  allgaroein  Mannte  WeiM 
ferner  ü  and  JT  «elbat  dnrcb  AoflOsung  einer  Gleichvng  d«« 
sweiten  Grades  ergeben,  «raa  einer  weiteren  £rlSaterung  biev 
natiirlicb  nicbt  bedarf. 

Hat  man  Tinn  U,  F,  A',  T  £»e(nndeM^  80  erhält  man  u%,  »f': 
jTn',        nach  ]5)  mittelst  der  Foriuela : 

i^atürlich  alle  diese  liiösiien  b\oi»s  durch  j-^'  gevi  igsennutst^en  als 
Einlieit  ausgedrückt,  indeni  8ich  Meibstverständlich  unter  den 
geroaclitec)  Voraussetzungen  gar  nicht  mehr  timlen,  aar  nicht  niebr 
leisten  lässt,  da  wir  ja  angfnoninien  hnben,  dasf«  hloist^e  VVinkel- 
messun!;en  gemacht  worden  seien;  nur  wenn  noch  «selbst  ge- 
nie>»»en  worden  wäre,  würden  sich  die  wirklichen  linearen  Werthe 
der  (ihrigen  Coordinaten  und  Entfernungen  bestimmen  lassen.  Ist 
dies  aber  nicht  der  Fall,  so  genügt  es,  in  allen  obigen  Formeln 
.T,' =  I  ZU  setzen,  wo  dann  die  von  A,  '  iifi»  b  hin  gehende 
Gerade  als  der  positive  Theil  der  Axt*  der  x  angenommen  wor- 
den ist. 

Hiernach  wird  nun  der  Winkel  <p„  mittelst  einer  der  beide» 
Formeln  4)  bestimmt,  und  ergiebt  sich  mittelst  einer  der  fol* 
gende»y  aua  dem  Obigeu  bekaiinteo  Gieicbungeo: 

31) 

För  <p„  liefern  die  Formeln  4)  freilich  immer  zwei  am  180* 

verschiedene  Wertbe,  die  aber,  in  die  Gleichnngen  31)  einge- 
fahrt,  für  r„„  offenbar  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
liefern;  und  da  nun  r^,,,  meiner  Natur  nach  positiv  ist,  so  kann 
nie  ein  Ziveifel  bleiben,  wie  man  9^  zu  nehmen  hat. 

Die  Entfemongen  r„,,  r,,.,  r«,  werden  mitteUt  der  ana  dem 
Ob^en  bekannten  Gleicbnogen: 

33) 

a?i'  =s  r^, .  coe  9o  — ro, .  con(aoi  +  ipo)  ♦ 

«o'-ar«' 9o—ro«-  c«a(Oo,  +  V.). 

— X,'  =  r^o .  cos  9o — r,. , .  cos  (o„ ,  -f  9  J 

oder 
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gelaadeB;  und  «Ae  CoordinatMi  xq,  ern&lt  man  mittelst  der- 
folgeadeo,  munittelbw  aitt  'V)  «WA  etfg^febeodttb  V'ttfmelit; 

avi=^i'--roi  .co.s(aoi  +gDo).       =  l/i'  — »"üi -^«nCffo,  +  c?;,,^ 

aro  =  .Ta'  —     .  cos  («og  +  90) »   iVo  =  ^a'  —  »"o»  •  ^ ' '» ( +  «^'o) . 

«0=     —j'o»  •  V*)  i  1^0 =yi'— /pt  + 

Anf  gin  filMÜdw  A|t  fimlet  toupj^  wle  nan  jetxt  9>o;  ^bo» 
'ai»  ^o%y  ^(ai  ^of  yo  gefonden  hat,  mittelat  »ach  dem  Vorbei^ 
^«limideii  leicht  aufsostflliebder  Formeln  und  CrUicliohgen  iHe  GrSseeo 

.  r       -rKi«  Ai»  flu»  Tu*  ßkji.ifL* 
i  fPäi  -  ^tt»  9»i 

Natlirlicli  tüHäi  die  jctet  aU  vollständig  ^eUi^t  zu  betrlM:htende 
Aufgabe  im  AllgemeiTien  zwei  Auflwsui^^^o  ^»u,  weil  auf  eijie 
Gleichung  des  zn^eiten  Grades  fuhrt. 

Bec0ie|)t,  noch  eine  Klasse  bemerkensivertber  Relationen 
ivrischen  den  Entfernungen  r,,o.  r^i  ,  r^y^,  r^j,  die  wir  jetzt  noch 
entvvickeln  wollen.  ^\o!ieT  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  gante 
iMicbt  Rei«tioaefn  aink  «n^be»  den^  fiidtknnuvgctn,  ^  <  i^-   .  •  , 

''10»  ^li*  'li»  'isi   »"10»  ^»1»  ^9%»  'u>   '»»"Ai»  »*»» 
würden  aufstellen  lassen. 

Ans  den  G1eldfiung6h  i\  etUU  ^än  lellibt  dil^  folflfädi^Ul»!- 

—  roi  .cos(ffoi  +<Po)— »^n  •  «Rosien  —9),) 

X  /  "  i  V  .  =ro,.cnp(«i«^:99)-i^i3i^<^t->^i.+i^). ;  '  ; 

=  ro,.8in(cfü,  +  g)o)  — r,!  .sin  (a,i  {  (p^)   •  1  •  • 


.1 . 


ISO   erunert:  CMmlUHteät  Ai^Niteii,  mtMit  mr  Aimeii^Mtig 

Ä  r^i .  cos  («^j  +  9>o)  -  •  C08  («t,  +  <pt) 
=      .  cos  («^  +  9)0)  —      •  cos  («3,  +  qp,) 

•  ,  » 

SS  Fol  .dll(«ol  +         —  »"fl  -«»(«II  +  ^ 

=  Tqj . sin +  9q)  —  r^.sinio^ -f  9»);  - 

=srot.C08(ffol  +^o)-V„.coÄ(tf„ 

=  r„3 .  cos  («^  +  g)o>  —  »^»8  -  CO«  («SS  +  f»)  > 

=  rot  .sin  («^t  +  Vü)— '»1 '«lo      +  9t> 

=r  ro«.  »in  («o,  +  <ro)  -  »"32  «'n  (a„  +  9,) 
5=      .  »iiH  («03  +  9>a)  —  »"ss  • («i»  +  9^)  ♦ 
aod  hieraae  ergiebt  steh  weiter  r 

(4r,-Xo)«io(«i,+9,)- (^1  3/o)co«(«ii+flPi)=*roi»»N(«lii-^^ 

(fi-*o)»M«l»+*'J-Cyi-^o)*^os(ai,^(p,)=rj)8.8in|(ai,~ao,^ 

(dFt-sira)8iD(o^+9i)-(yt-|f©)cos(att4^9^=roj.sin|(ot,-o^ 

(:r8-a:o)«in(«3 ,  +  <3P3)-(ys-i^o)co8(«3i  49s)=»'oi  .ßi»l(«si  -«oi )  i  ( -  9ü)  1» 
(a:3-j:o)sin(or32f<P3)-(y3-//o)cos(t%2  fqp»)=r4>a,sin{(«32-«o2)+(93-^o)i» 

Fassenr  ifi^  4)ie  e^l^te  tiefer  clr^i  Urappeti  ie*«  Auge,  mid 
elininiren  ai^  bemote  Weise  aae  der  Isle»,  2ten«,  3ten  aiid 
Isten,  3ten,  4ten  Gieichang  in  dieser  Gruppe  die  beiden  GrUe- 
sen  — xq  und  tfi—yo»  so  exIpnHe»  nir  die  beldea  foigeoden 
Gleidmngsna  1 

♦   ■  "    ^^^i^iSftni(KiSkii<aiar:i<W+(9i-9^l  i 
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AI  «br  mnilMis  MdSMt  ffeeigm  Und,  131 
roo.8io(«,i-o„)«in(^^-^+ro«.ato«%8«oK«4«'-^>ii)4(Vi-9^^  _q. 

|roo.8io(aj,  —  a,2}  +  roj  8in«|,C08(ai,  — «Ol)  '  ^  * 

—  .  sin     cos  («| %  —  Ogi)  j  sin  (qp|  —  90)  >=0» 

4'(ro|.8iiMrii8in(a,,-«[bi)-rot'«><i«ki8iD(a|s-«^)c^^^  3 

{roo.8in(aii— «la)  +  r^.sina,3Cos(<ifi2  — ^02)  ^ 

—  ro3.8in«iaCOi>(«i3  —  «03)  i sii»  (91  —  (p©)  >=0} 

4'tror«oais«in(«ts-a^-fbi«8>n«(it^»(«ti-«^)ic<Mi(9t~ 
iroraus  sich  durch  Üivimon  die  ioigende  Gleichung  ergiebt: 

Tqq  ■  sin  (on— tfit)  +  r», . sin 0^ cos  (an— ap, )  —  •  »'»«i  1  CQs(gn — a^^) 
roo .  siu  («1     «1 »)  4- 1*0^  •     «is  cos  (a^« — fof .  siooi  tCo«(a|9 — oq^) 

Aoi  die«er  Gleichung  erhSIt  man  aber  dnrcli  IMultlpllcatlon, 
w€nn  maD  aofhcbt,  waa  alch  auCheben  llsat,  die  GlciehnDg: 

Os  rMroiaintf,t«n(ttr,i--«i^t)«'in(«ia-*'<^») 

\  »I 

— roirg,8in«i,sin(«4j  — flroa)s>n(«if— «la)  .  , 

+  roiro,alo  «(«ain     aio  («,|  —  «ot)'€oa(«i9^ 
— 'oi'oa'^Mi  oi^sio     coa  («ii — o^)  sin  («ts— 
+  roiToa  din«,,8inai,8in  («,,  —  a^)  cos  («n  —  «qj) 
roirosaincf|gain  «iaeoa(ai| — fl^)ain  (t%t  —  a^) 

T 

i'-     .  .  ■  ' 

aUo,  weili^  wi|»  man  leich^  findet^ 

iia«|,  sin  («i^ — «u)  +  aina,,  sin  (o|i  —  ft,9)a^ainatf  hlD(o^3«-a„) 

i«t,  wenn  man  nadr  EtnAlbning  dIaaerGrdaae'dl«  Glatebmig  dofcb 
•ina^a  dirldurt: 
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f^rvnerc  6em\Hr;  AHf^aden Mir  Anrnnä»  Ih  der iumfi$ek,  C€otUU€. 
,  i    .  1%$^  . " .     •   .  •  '*  Kl 

+  rooro^siii  (a, «  —  «oo)  «in  («is -—  «i i ) 

,j    ;     ,  +  ro,r<^8io«|,8in(«n— «i'a  +  i^ 

/      +         sin  et,,  «in  («is — «i  i  +  «4i  — «os) 
+  roarüa      «11  4n(«i2  -  a,5  +  ««OS  —  «ua) 

iifid  setzt  man  in  diesef  Gleichung  fiir  a^il ,  a^^,  «^3,  a,, ,  «1,,  a,s 

respe^tii^e  Ooi  ^  «02  »  «os»  «'m  » *^2'  *^a3  ""^^  '^^oi .  «02-  «ioi»  «ii» 

«o  erhük  man  die  beides  fiylgonden  WeiciKiAgoii :  1 

+  roQros««(«tt~«os>*hi(an-^Äsi)  ( 

+  foin»  slirstoSln         i%r  -l'  «Mr 
-1- ry,r^  sip     sin  («^  —  «21  +  «u8  —  «da) 
und;  .         .  »     I  ,     ' I  ',»,«•     1  . 

r^o^oi  sin(cfai  -  aoi)sin  («32—  f^aa) 
+  foofoisin  (fl^— Ooi)  Sil»      —  «ij) 

+  roirMsiB«bilv(flM  — 

+  »'oi''o»»ina^sin  («m— ««         —  %t) 
+  »'(»»'03  sin  «81  sin  («34  —  a,s  +  «ob  —  «0») 
Dividirt  man  diese  drei  Gleichungen  durch  VooT^t  9o  erbilt 

I        ^  l    *      ~  '  i         *  l^tffa        ^'^aA  '     *  '  - 

man  swischen  den  drei  GrOssen  drei  Glaichmigeo 

von  der  Formi  '      -        '  " 

38) 


foo       »"oo       ^^)^^        ^60  *'oo       »"00  **oo  »"oo 
1*00        Tw        '00        '^0©  »^00        »^00  »^00         ^00  ^00 

rnittelst  ^volcIle^  mch  die,  Ucisi,  iu  Uedc;  s|l^fJh^qflj^n  GfOsc^ 

sei)  bestimmen  lassen.  uli,,,  .  .«i. 
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spitter:  NqU  üö,  die  lnu§r,  der  iiiuar,  IHfferenUü^ieick,  eie,  133 


V. 

Note  über  die  Integration  der  linearen  INfferential« 

^«chang 

Von 

Hemi  5tiii«fft  Spiimer, 

Pt»f«Mor  M  4er  HmadeU- Akademie  in  Wien. 


Alle  Differentialgleichnngen  dieser  Form  können,  wie  immer 
aoch  die  constanten  Zahlen  a^,  63;  oi,  bg',  Oq,  ^  beschaffen  sind, 
iaf  folgende  Form  gebracht  werden : 

(?) 

Diese  Diferentialgleiebiios  woilea  «rir  mn  hier  in  dem  Falle  In* 
togrifen,  wo  A  eine  ganae  positive  Zahl  ist 

Zo  dem  Zwecke  setzen  wir 

Dadurch  erliaiteo  vrir: 

(m'lrs)t!'^[A'^B^{a-^  ß){m  +  a:)]t'  +  ^(«  —  /S)t  ä  0  J 

sodino  tntegriren  wir  diese  GieicbttDg  il* mal,  wir  kommen  durch 
dlass  xa  der  GJeiehnag: 


134       Bpit%9r:  Heit  l^ker  Mb  Integrnaim  der  Umarem 
atM  «deber  folgt: 

wenn         der  Kflrze  halber  statt 

^1  +  C^im  +  a:)  +  C,(ffi  +  :r)« + . . . .  -f  Cf  (m  +  x)^"* 

gesetzt  wird.  Ci,  6^,  C^f.-Cji  bedeuten  ffrlllkührlicbe  Coe< 
stanten.  Nun  ist  aber 

folglich  erhSIt  man  für  sH^-H)  folgeiideß  Werth: 

uud  wird  diese  Gleichung  (.1—1) mal  differenzirt,  so  erh.ilt  man: 
l'olgiicb  iat 

das  vollständige  Integral  der  vor«^elei»ten  Uifferentialeleirhunjr: 
biebei  bedeutet  eine  u illkülirliehe  Con^tante;  die  aiulere  nill- 
kfihrliche  CoimtaiUc  i^t  verborgen  unter  dem  Integralzeichen,  weU 
cbes  in  y  erscheint. 


Constraction  derjenigen  lioeareii  Differentiaiftlei- 
cbnng,  der  geofigt  wird  durch 

▼oransgeeetst»  dass  l  eine  ganze  positive  Zahl»  m  eine 
beliebige  Zahl  iat,  und  A  nod  B  aelche  poaitiTe  Zah- 
len bedeuten,  deren  Summe  gteieh  ?  ist. 

Es  ist  bekannt,  dass  diejenige  lineare  Differentialgleicboog, 
der  genügt  wird  durch 


.  y      o  uy  Google 


s  s  r^mfkt^- Hl  -  u)»-hki,  '  (3) 

lolgeode  Gestalt  hat: 

dH 


«  3S  +  W  +  Ä  -  ö.3i  -  i<i  =  0, 


ond  setzt  man 

+  ^  = 


•0  erhält  man: 


«55+6-^)^-^'^Ö-  (4) 


NiB  selBttB  wh  in  (3)  aad  (4) 
ta  wt 


^  Integral  der  Differentialgleichung: 

■I 

Diferanilrt  naa  dod  die  Gleichung  (6)  (A+I)roal,  so  erhSlt  man 
'ie  GMehnogs 

■od  ihr  genfigt: 

dlglidi  eriiilt  man, 

*>tiaadt  die  IMffarantialglaichaDg: 
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136  spi£%er:  Nou  ütt.  die  Integr.  der  linear.  DifferenlialgUicä,  «Ir. 

|^a83iii«y+3iii{2i+3/<+2)4^-f3m(i+l)(i+3il)y  (9) 
ond  dis  Int^gial  dmelbeD  ist: 

Der  Gleichung  (4)  genügt  aocfa 

folglich  erhält  man  für  di«  Glelchs^g  (9)  «icb  folgendes  partielle 
lotegral: 

a 

und  somit  ist: 

»*»S?  [<4**-'(J-«)'-»+Ci«f-'(l-ii)-TA. 

eio,  mit  zwei  willkübrlichen  Coostanten .  C|  uod  Terseheoer, 
der  Gleichnog  (9)  geofigender  Ausdrock. 


üigiiizeci  by  LiüO^lc 
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¥1. 

IntegralioD  der  finearen  DifferaB(tiaig)eicliiii^ 

wo«eIb8t  -^j,  jBj,  C^^  m,       B,  C  constanle  Zahlen 
bezeichnen  y  miUeist  bestimmter  Integrale. 

Voo 

Berm  Stmcm  Spitzer^, 

Profetaor  an  der  UundeU- Akademie  in  Wien. 


D«fr  Gleicboog  (I)  genügt  man  durch  IntegraJe  folgender  Form: 


J*^  M.^)Vdu,  (3) 


9 

woselbet  ^x)  eine  solob«  Fnnetloii  Yon  x  bedeutet,  welche  an» 
der  Glekhaug 

herrergelit»  woselbst  ferner  V  eine  la  besHinnieDde  Functioii  voit 
e  ist,  und  wo  endlieb     ,     conetante  Zahlen  sind. 

Um  die8t§  darzuthiin,  snbstitnire  man  den  Ausdruck  (2)  in  die 
Gleichung  (1);  inaii  erhält  sodano: 

w 
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4 

Xä6        Itter:  IiUegniät^n  der  linearen  Differenttalifieichuni : 
Nim  tot  ftber: 

folglich  hat  man: 

I 

and  Mtit  man  io  4ie  drol  so  eben  ufgettetIteD  Gleicbimgmi  ux 
statt      ao  erhilt  man: 

m 

+m(«— l)«^«*-*«««)- 

FdbH  man  dieae  Warthe  von  M^Hmx)»  i(rM4)(iiir)  und  ^(N^ns) 
in  die  Glelebnog  (4)  ein«  ae  erhitt  man*  helderaeila  gleich  dvch 
jB"  dividirend,  die  Gleichung: 

+  [m(w  - 1)^1  +  mBi  +  Ci]«"+"^(iu:) }  Fdai 

weiche  folgea^tormaaaaeD  geordnet  werden  kaoas 

ff) 

^« y*"* ä^i<  -  J|tt"+«)V(iMP) Fifa! ' 
+  « y^"'«!^  — (2mi4i+Äi)K*^*J^(iu7)F<iii 
+ y*"*  [C— (mMi  +  mBi  —mAi  +  Ci)i*^l^(iw)  Frfn  «  0* 

Man  erklit  aber  bekanntlieh  mittelat  der  Melbede  dea  theilwetoea 
Integrireaa: 
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und  wendet  man  die^s  auf  die  Cxleichung  (5)  an,  so  erhält  man: 

+l2i<-Ä+C+(iiÄi+i^-H»«ii|-3iiil,-2iit-€i)iiP«+«]  FidKsa 

Mao  genügt  nun  dieser  ,80  eben  ao^escbnebeoen  Gleichung, 
weoD  man  F  so  wählt,  auf  dasa 

m 

^  4*  C 4-  («Äi  -f.  Si— «Ml  -  3ii^t— F»0 

wird,  und  die  IntegratioMgreoaeo  Ui,       ao  benimmt,  aul  das» 

die  Gleichung  .  . 

(7) 

i^i<— il,«-*«)  F'V^{iftr) 
«tattfiiidet 

Die  Gleichung  (6)  gestattet  folgende  Sebreibweiae: 

and  i8t  daher  jederzeit  integrabei.  Wird  daa  aas  (6)  gefundene 
V  in  die  Gleichung  (7)  eingefährt,  aod  ergeben  sieb  sodann  aas 
selber  für  u  xwei  «olche  eoni^tante  Zahlen,  die,  äla  Integration«- 

grenzeu  gesetzt,  daa  Integral: 

weder  unbeetimmt  noch  unendlich  maciieu,  ao  hat  man  ein  tadeU 
Integral  der  Gleichung  (1)  gefunden. 
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140  Spit%er:  IniegraUon  eer  linearen  ßt/rerenUvi0ieicktm9  0it. 
Dot  «pecieUe  Fall»  wo 

4 

Utt  verdient  Beacbtmig*  Han  kann  Dlmlich  alsdaoD  dia  Gigich— g 
(1)  «inlacber  dawtellmu  Setst  iud  Dimlicb 

•o  erhält  man: 

welche  Gleichung,  wie  man  aieht«  wirklich  eioCticher  aU  die  Glei- 
chimg  (1)  gebaut  ist 


Aach  der  «pecielle  Fall,  wo 

•ty  gestattet  eine  einfacLere  BebandlaDgsweiae.  Set^t  man 
■>a— B^li 

ao  koannt  man  anf  die  Gleichaog 

deren  letogtttioii  eea  io  sahUoaeii  Filleo  gehiagen  iat 


ßäkieit:  Veä.  tUe  Ureiecke,  weUäe  ä,  4im-  m.  umdescAr,  Kr^U  etc.  141 


Ueber  die  Dreiecke ,  welche  den  ein-  and  ambeschrie- 
benen  &reia  gemein  haben*). 

Herrtl  Doctor  Otto  Bahlen 

XU  Suis  a.       im  Köoigreich  Wurtvmberg. 


Bezeichnen  wir  die  Halbmesser  ries  um-  und  des  einbeschrte- 
benen  Kreises  eines  Dreiecks  ABC  mit  H  und  r,  die  Winkel 
desselben  mit  Ay  B  und  C\  aod  desMo  Seiteo  mit  6,  «o 
kabea  wir  folgende  Formela: 

1) 

ABC 

SS 2i2(eo8«^  -1- CM>~  -I- cos«  ^-2) 
=  312(1 -sin*  I —sin  •  I  -  sin«  ^ , 


ahc 


«4^  +  «' 
1  -f  j|  =:  cos  J -I- cosi^ -1- cos  C» 
/2  4T  =  m|  •i-iiis-l'M%; 


«>  M.s.TliLXnvll.  S.4M:  „Zor  BenAlnsg.«' 
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142  ,  B4kie«:  l'eöer  die  ßre/eeke, 

weDii  wir  mit  m|,  m^,  mg  die  Entfernungen  de8  Mittelpunkts  des 
umbeschriebeneo  Kreises  von  den  Seiten  bezeichnen.  Ferner  iet> 
wenn  der  Inhalt  den  Ureieclw  s=^  geeetst  wird, 

Sind  ri,  r^,  die  Ualbmeeeer  der  drei  äusseren  Berübrnngs* 
kreise,  so  ist: 

t't    1%  r 

Sind  A|«  die  drei  Hüben  des  Dreiecks,  so  ist: 

Beieielmen  wir  den  Mittetpnnkt  de«  umsehriebenen  Kreises 
mit  O,  denjenigen  des  inneren  Berfibrangskrelses  mit  o,  und  die 
Mitteipunkte  der  drei  äusseren  BerOhningskrdse  mH  G,  M, 
so  lieben  wir  ferner: 

OK*=^R»^  2Rrg, 

6)  Oo^4  OG*  -f  Oi?>  -I-  OK*  s  UR^i 

7)  Ao,Bo.Co=:iRr'^i 

oG  «  4i;sln  ^ . 

o//  =  4/^ein  ^  « 

«1  C 
'  eKssdUsin^; 


Güogl 


m'icHe  den  elu-  u/iä  urnttescftrieffenen  hrets  gemein  äaöen.  i4Ö 
♦ 

Ii 

SS  4il  CO»  TT- ♦  * 

\Vir  bab^u  uun  folgenden  3;»tss 

'  h  HMcbrelftt  nuw  In  ein  Dreieck  tood  nm  daaeelbe  eioea 
Kreie,  no  .giebt  es  nocii  Qoendlicli  viele  Dreiecke,  weleke  den 
eivt^Q  Kiieie  el^beeckflekeii  nod  dem  andern  uvibeeehibbeii  «nd. 
Bei  eilen  diesen  DreieokeiA  ^ind  koqstant: 

a)  ()a.s  Produkt  def  Sinus  der  halben  Winkel; 

b)  die  Quadratsumme  der  Sinus  der  kalben  Winkel; 
c}  die  QasdratsaidBe  der  Cesious  der-hakbao  Winkel; 

d)  dia  ^mMe  der  Casiniis  der  ganses  Winkel»  n^b  1)$ 

e)  da«  VerbKItnias  des  P^ednkts  der  Seilen^  anm  Umfang,  S); 

f)  das  Terhiltniss  des  Inhalts  zum  Umfang»  3); 

g)  die  Sumiiio  d^r  Mittellothe,  *2); 

h)  die  Summe  der  obern  Abschnitte  der  Uühen  (welche 
zwiscfieii  dem  Hohendur*  Ii  schnitt  und  den  Ecken  enthal* 
ten  j^ind),  weil  die»e  Abschnitte  doppelt  so  gross  als  die 
iMittellothe  füipd; 

\)  die  Summe  der.  Ualjbmeaaer  der  inaseren  Berflbranga» 

'  Icreitfe,  4) ; 

k}  die  Summe  der  reci|»roken  Wertbe  dieser  Halbmesser,  4); 
I)  die  Summe  der  reclprsken  Wertbe  der  Hoben,  5); 
m)  die 'Quadratsumme  der  drei  vom  Mittelpunkt  des  um- 
scbriebeoen  Kreises  naeb  den  Mittelpunkten  der  ftnsaern 
Berflbruogskreise  Kesof^enen  Linien,  6); 

Ii)  das  i*rodukt  der  drei  vom  Mittelpunkt  des  Innern  Be- 
ruhrungskreises  nach  den  Ecken  gezogenen  Linien»  7); 

o)  das  Produkt  der  drei  vom  Mittelpunkt  des  Innern  Be» 
ruhrungskreises  nach  den  Mittelpunkten  der  äqssern  Be* 
rübrungskreise  gezogenen  Xjioien»  8); 

•  p)  die  QaadtatiiQMme  der  im  veifgen  Sein  genannlMi  Id- 
sien»  8);  ' 
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^  die  QamdntiDiiiittt  der  die  MitCelpoekte  der  Ineeeteii 
Berflhmiigekreifle  verblDdeDdefl  LiBien»  ^ 

r)  Der  HOlMiidareiMelinllt  der  Dreiecke  bewegt  eleb  wmi 
eteem  Krelsj  dessen  Halkmesser  s  (Nsbt.  A«b«- 
les  de  Mstb.  Terqeein  et  Gdrone). 

■ 

»)  Der  Sebwerpunkt  der  Drdecke  bewegt  sieb  anf  einem 
Kreis,  dessen  Hslbmesser  =^R^^). 

Diess  folget  ans  r),  weil  der  Höhendurchschnitt  eines 
Dreiecks,  sein  8chu-erpunkt  und  der  Mittelpunkt  des 
umscbriebeneo  Kreises  auf  Einer  Geraden  liegen, 
welche  vom  Scbwerpnnkl  in  zwei  Xheije  getbeilt 
wird  wie  1:2» 

I)  Bei  den  Dreieeken,  welehe  die  Fesspnnkleder  Hoben  Ten 
den  im  Anfang  genannten  Dreiecken  bilden,  ist  konstant: 

aa)  die  Summe  der  Sinus  der  halben  Winkel, 

bb)  die  Saronie  der  von  dem  Mittelpunkt  des  lonem 
Berfibmnp^skreises  nach  den  Mittelpunkten  der 
insseren  Borfibmngskreise  gesogenen  Linien^ 

ee)  der  Halbmesser  des  nmsehrfebenen  Kreises. 

dd)  Der  Mittelpunkt  die^e»  Kreises  bewegt  sich  anf 
einem  Kreise,  dessen  Halbmesser  =     — r. 

ee)  Der  Mittelpunkt  des  inneren  Berülirungskreises 
bewegt  sieb  auf  einem  Kreise,  dessen  Halbmes- 
ser =  i2  — 2r. 

ff)  Die  Mittelpanke  der  Susseren  Beräfamiigskreine 
beiregeo  sieb  anf  Einem  festen  Kreise. 

üm  diese  sechs  Sätze  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  im 
Dreiecke  ABC  seien  AD,  BE,  CF  die  dreiHOben,  welche  sieb 

in  P  schneiden,  so  ist  Winkel  AssW^^*  BssiW^^, 

F  D 
C=90" — 2'  cos^  =  sin u.  s.  f. ,  somit  folgt  aa)  aus  d).  Die 

In  bb)  genannten  Linien  sind  zugleich  <!'te  oberen  Abschnitte  der 
Bfiben  im  Dreiecke  ABC  (b).  Der  Uaibmesssr  des  um  DEF 

R 

beschriebenen  Kreises  ist  gleich  ^  *         ^^^'^  Mittelpunkt  liegt 

In  der  Mitte  der  Geraden  OP.  Hiemit  w&re  also  cc)  und  dd) 
erledigt.  Der  Mittelpunkt  des  in  ee)  genaooten  Kreises  ist  P 
(siehe  r)).  Die  Mitteiponkte  der  in  Q  genannten  Kreise  sind 
A§  Bf  C» 
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u)  Bei  den  Dreiecken,  vvekhc  die  ■Vlitteljmnktft  der  äusseren 
Berühruogskreise  von  dem  im  Anfatif^  dieseii  Satses  ge- 
oaouten  Dreiecken  bUden,  Ut  konttlaiit: 

tt)  das  Prodakt  der  Cosinas  der  Winkels  «); 

bb)  die  Qoedrateeaime  der  Coslniw  der  Winkel»  b); 

ec)  die  QuadraCeamme  der  Sinne  der  Winkel,  e); 
dd)  die  Sninnie  der  Cosinus  der  doppelten  Wiokel»  d). 

Wen  ttintlcb  GRK  ein  selchen  Dfeieek  is^  eo  beben  wb 

A  H  C  A 

fcöO^-j.  if  =  äO«-j,  Ä=9a«- aUo  siu^  =  co8GiLs.(. 

ee)  der  Ualbroesser  und  die  Lage  des  umbencbriebch 
nen  Kreises. 

Man  denke  eich  das  Dreieck  DBF  ee  beiref- 
ßcb,  dass  nein  nmbeschriebener  Kreb»  deenen 

R 

Halbmesser  =  2  und  dessen  Mittelpunkt  in  der 

Mitte  ven  OP  Int»  wie  nnch  sein  einbescbrie- 
bener  Kreis,  dessen  Centmm  P  in^  fest  bleiben, 
ee  ronss  nneb  der  Punkt  O  oder  der  Mittel- 
punkt des  um  ABC  besebriebenen  Kreisen  feet 
bleiben,  und  sein  Halbmesser  R  koostant  Ap 
ß,  C  sind  nber  die  Mittelpunkte  der  lunsereo 
Berflbrang^reise  dee  Dreiecke  DEF, 

AT)  Das  Produkt  der  obern  Abschnitte  der  Höhen,  aa); 
gg)  die  Quadratsumme  dieser  Abschnitte,  bb); 
hk)  das  Produkt  der  nntecen  Abscbnitte  der  fldben,  an); 

fi)  dae  Produkt  der  Mlttelletiie, 
kk)  die  Qnadrataunune  der  Mittellotbe,  gg). 

Man  hat,  mit  Beibebaltnng  der  bisherigen  Beneichuuigen: 

APss^ReonA,  BPss^ReonB,  CP=3iKco8C; 

DPs  Simeon  IT  cos     EPssi2Reo8AconC»  FPss^RennAtMB. 

Hierauit  wird  man  sich  die  vorhergehenden  f&nf  Sätze  er- 
küren  kunnen,  wenn  man  wieder,  wie  bei  ee),  annimmt,  dass  bei 
dem  Dreieck  DEF  der  ein-  und  umbeschriebene  Kreis  kon- 
stant bleibt. 


U)  Der  Höbendmbacbaltt  dieser  Dreiecke  Ist  uebe- 

ureglicb« 


146  BäMi€H:  €€Ö,  itte  Breiecke,  wHUeU*eiu-  tr.  umbetckr,  Kreis  etc. 

mm)  Oer  Sebwimiilrt  tot  dbeftlslto  «flli#nr0glicli. 

nn)  Die  Mitten  der  Seiten,  die  Fusspunkte  der  Huben 
und  die  Mitten  von  den  oberen  Abschnitten  der 
Hoben  bewegen  sich  auf  Einem  Testen  Kreift. 

•Wir  deokeo  uns  wieder,  dass  «ick  Dreieck  DhlF  so  bewege, 
dass  sein  ein«  und  umbeschri ebener  Kreis  fest  bieibe,  so  sied 
die  Punkte  P  und  O  Tnihe^vpulich  nach  ee)«,  P, ist;  aber  der  HS. 
bendurcbschnitt  von  ABC  Der  ächwerponkt  $  von  ABC  liegt 
auf  der  Linie  PO»  ond  zwar  so,  däss  Pt  20f  ist,  nitbiD  ist 
auch  s  fest.  Der  bei  nn)  genaoDto  Kreis  hat  sein  Centrum  io 
der  Mitte  von  OP  und  ist  der  umschriebene  Kreis  von  DEF* 
Endlich  sind,  wie  schon  bemerkt,  A,  B,  C  die  Mittelpunkte  der 
inaeereo  Berfihrungskreise  des  Dreiecks, /)£F. 

Ulernacli  modificiren  sich  die  „Uebungsaufgaben  für  Schüler 
Bd.XXXTl.  I9r.  XIV.  Seite  186^  welche  ich  hiermit  zurücknehme, 
da  sie  auf  der  VorausRetsung  bemhtcti ,  das«  Kei  den  fragliches 
Ikeiecken-  der  Umfang  keoatant  sei,  welche  Vorauasetzung  sieb 
als  ^  anrichtig  erwiesen  bat. 


¥111* 

Zur  Theorie  des  Polarplanimeten. 

Vos 

A«Ristcnten  der  mathemet.  LehrkaaiEeln  aai  Pul^tecbatkani  so  Prag. 

1  • 

Bei  dem  atigemeinen  Interease,  welehes  in  neuester  Zeit. die 
Binfübrung  der  Planimeter,  sowohl  des  auf  das  System  von  Pa*. 
rallel •  CoerdhrntSD  gegründeten  Tom  Ingenieur  Wetli,  als  aueb 
denjenigen  ven  Anaier^  weiebem  daa  Systwur  der  Polar -Coer- 
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dinaten  zu  Gründe  liegt,  allenthalben  gefunden,  ist  es  för  den 
prai^tischen  Unterricht  von  Wichtigkeit,  eine  Theorie  aulzustellen, 
«reiche  zum  Vortrage  an  höheren  (Schulen  sich  eignen  dürfte. 
Namenliicii  gilt  die«»  %'on  dem  A  m  s  ler 'sehen  l*lanimeter,  welche» 
Lach  den  hisher  aufü*»stf'ilttMi  alh^rdinus  richtigen  Tfieorion  doch 
eine  !VIenijre  von  HiKsliuien  und  auiiutÜKHen  ('onslructioiifc'ii  aa  der 
Tafel  erSordcrt.  uodurcli  Ik'j  dem  Üchüler  der  Grundgedanke  des 
(jBnzen  häuüe;  verloren  geht.  Irh  erlaube  n»ir  nun,  im  Fo!j»en- 
den  zwei  neue  Ableitun L^ien  der  Lndiormel  vorzulegen,  vou  de- 
nen besonder»  die  leUtt^re  weg:en  ihrer  Einfachheit  dort,  wo 
die  iSchüler,  wie  an  un»eren  polytechnischen  Schulen,  in  die  neuere 
Geometrie  eingeführt  sind^  zum  Vortrag  »ich  eignen  dürfte. 

Verbindet  man  zwei  Gerade  Am  lUld  PO  (Taf.  VII.  Fig.  1.) 
derart  mit  «oftoder,  das»  Aa  um  PO  im  Pufikte  O,  das  gmM 
System^ aber  am  den  fixen  Punkt  P  drehbar  gedacht  wird;  ee  ' 
i«t  die  algebreUcbe  Summe  der  von  A  in  jedem  Momente  nor- 
ml  gegen  Aa  zurückgelegten  Wege  unter  der  Voraussetzung, 
da«e  der  zweite  Eckpunkt  a  eine  geechlomene  Figur  vollständig 
imlkbrt,  blos  abhängig  von  den  Dimensionen  aO  =  m,  OP=zn, 
OA^p  und  der  Fläche  der  umfahrenen  Figur.  —  Um  dies  der* 
zuthun,  sei  P  der  Poi  eines  beliebigen  Polarcoordinatensysteras, 
beieiphne  man  mit  u  und  v  die  Coordinaten,  welche  sich  auf  die 
IQ  unfabrende  Carve  bezieben,  mit  q  und  <p  die  CoordinateOy 
welche  der  von  A  beschriebenen  Curve  angehVrenj  mit  9  den 
Winkel,  welcben  die  in  A  an  die  Curve  AS  irezogene  Tangente 
TTi  mit  der  gegen  Aa  normalen  Geraden  JtlN  einschliesst,  end- 
lich mit  o  den  von  der  Tangente  TTg  mit  dem  Leitstrale  AP 
gebildeten  Winkel.  Der  Kürze  wegen  werde  überdies  ^PAa 
dereh  l  nod  ^Ptui  dovcb  f  beieiobnet.   Men  bet  suoiebeti 

uid 

^  1)  coed  3B  coseetnl— eesAein«. 

Ftir  den  Wmkel  e  gilt  die  Glelchnng 

aus  welcber  man 

eeeg_iiee_  1 
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3)  ^^^^^  ^^'''^ 

ableitet»  wobei  da  das  von  A  beschriebeoe  Bogeirelenient  bedeu- 
tet. Die  Gleichung^  ])  liefert  nuo  mit  Berückeichtiguog  der  eben 
getuiideoen  Wertbe: 

4)  äaeasHssdQiinl-^^d^eML 
Im  Dreiecke  APa  wt 

5)  peiniaBUsioy 

und 

Üifferentiirt  man  die  Gleichung  6)  und  berücksichtigt«  <^aes  ver- 
möge der  Gleichung  6) 

> 

dl^d»^  dy — d^t 

80  findet  man 

7) 

if ^eio  1—  ^  CO«  Xd^  s=  dyiif  cos  A  -f  u  cos  y)  —  ^COeil+lClieiii  f. 
£•  ist  aber 

^eosil-f  ucosy  =  m -fp,   ^eo8l  =  ni-|'P*~~*c<W7 
«od  mit  ZabUrenafane  der  Gleichuag  4){ 

8)    ifocos  9=  (m +p)rfy —  (m  -{^pjdt  -f  iiclecos  y-i-du^my. 
Setxt  iMD  noch  Rir  cosy  deo  aoa  dem  Dreiocka  POa  reanttiMa» 
deo  Werth  2itm~    '     findet  man  ab  gesnebtao  Anadmeks 

») 

ittf cosd  s=  (m  -I- ^(»i*  +  2iiy  +  «•)+iiiiainy -j-- 

Bezeichnet  man  mit  F  Jie  t^ef^nchte  Fläche  der  uinfahroneo  Fi- 
gur« SO  liefert  die  integration  der  Gleichung  9)  entweder 


jenachdem  der  Pol  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Figur  angenom- 
men wird.  —  Auch  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung 
kann  man  die  Gleichuog  9)  erhalten. 
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Man  betrachte  (Taf.  VII.  Fig.  2.)  swei  anmittelbar  auf  einan- 
^folgende  Lagen  des  Systems,  zielie  die  Leitstrableo  Pa  =  tf 
od  Pa^  r=u-\^du,  JliV senkrecht  auT  Aa  oih)  PQ  parallel  MN,  und 
pnjicire  die  gebroebene  iiiole  BaPai4*  auf  MN.  Man  eibilt: 

l) 

J'i9s^ll.eos90l»4-«F€M(gO»4'r)+Pa^cas<^Ar,4-%ili.<»^ 

(JebereinsUmmeod  mit  der  früheren  Bezeicbiiong  ist: 

Heisst,  wie  früher,  y  der  Winkel  OaP,  »o  wird  man  den  WIp 
kd  O'a'P  mit  y-^dy  bezeichnen  müssen.   Ferner  ist 


^aPa'-df},  ^QPa'  ^W—y—dv, 
^  =  1 W -  (y  +  itjr)  -  QPa'  SS  90»  -  (4r-  il«). 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Werthe  üi>ergeht  nun  Ij  in:  ' 

SD 

<i0co6d  =  —  usiiiy  +  (u  +  </u)8in     -f  cZi?)  -f  (m  -f  j:))  sin  (c^^^  —  dti). 

Wenn  man  die  angezeigten  Operationen  verrichtet  und  di#  an* 
etdliob  klaioen  Glieder  surtilier  .Ordnimg  vamneblienigt»  »e-  «f- 


<24f  cos d  =  luiü  cos  y  f  li«  sin  y  ^  (w  +  p)(<'y  —  rft>) , 

»elebe  Gleiebnng  mit  der  Gleichung  8)  der  ereteo  Ableitung  iden- 
Useb  ist.   Setst  man  also  aneb  bler  fpieder  statt  cesy  den  Wertfa 

— sr—:  9  so  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung  9): 

dt)  t  ^Ws 

Das  so  eben  theoretisch  begründete  Princip  liegt  dem  neue* 
ttees  von  Starcke  in  Wteti  kon^truirten  Ptanimcter  xu  Grunde; 
weldies  Obrigens  ganz  dasselbe  ist,  auf  welches  «chon  vor  Starcke 
der  Schweizer  Herr  Anisler  ein  v«»n  ihm  orfnvdenes  Planiroe- 
ter  basirte,  und  in  der  Vi erteljahrsschrift  der  naturfor- 
scbenden  GeHelUchaft  in  Zarieb  1866.  1.  Jabrg.  1.  Heft 
•isfllbrllcb  beschrieb. 

AntnerkoBg*  Ana  der  Gleiebung 

TluU  XXXVIII.  10 


160  Fi§ck9r:  Dm  hUtgnd/V^F^^äm 


1  dg 
ctg«  Ä  - 


folgt  eigMtllcli: 


cos«  sincf 


1 


mid  hIarMSi 


do  dtp 

Für  die  in  Taf.  VIbFig.  1.  ■i^onnmmnnn  Lage  ist  aber  von  de« 
doppelten  Zeichen  daa  obere  zu  wählen.  Ea  ist  fibrigena  klar, 
daas  auch  (ur  jede  andere  Zeichencombination  die  Gleichung  9) 
reaqitirt»  sobald  man  nur  den  Winkel  d  immer  in  demaelben  Sinne 
aihlt 


Dm  Integral  /  v      «•  Ar  im  Zustniraeiiliaiig  mit  aade- 

ren  ähnlichen. 

Von 

Hcnm  FUchtTy 
Gjrnaatt^l-OlierlehrMr  in  Kemiirn. . 


Anknflpfeiid  an  die  Bemerkung  dee  Herrn  Herenegebere  Ibar 

eine  einfache  LOeong  de«  Integrals  fVa^^i^dae  pag.363.  dea 
Torigen  *)  Heftea  (37.  Tbell  3.  Heft)  des  Arcbifs,  mochte  aveb 
fegende  LDeapg  dieses  Integrals,  vrelcbes  mir  mit  anderen  Shn- 
lichen.  bei  einer  Arbeit  Aber  die  Cencholde  hin%  yorkam»  nickt 


*)  leb  ia««e  4a«  Wiirt  ««Torigea**  «lehen,  um  erkennen  sm  laMca» 
dsM  der  Herr  Varl,  «einaa  Aaf4ais  oamittelbar  micb  maiaer  HittbM' 
Inng  geachrieben  hat. 
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ohn«  Interesse  Bern,  indem  sogleich  mit  der  Losnn!^  dieses  Inte-  , 
gr&h  eine  .  einfache  Ldeang  einer  Gruppe  anderer  sich  ergibt« 
£8  Ut: 

Nnn  isl^  wenn  man  x^mt  aettt: 

/dx  P      ade  do  .  x  ' 

alao: 


Um  oacb  daa  aweite  Integral  ao  beatimneoy  aelM  ihm»  die  Ferm 
▼ematbead: 


and  erlillt  differenalrend : 

Ax*dx  , — •   dx 


oder 

«e 

8et8t  maa  B^—^^  aa  iHrd  die  finfce  Seite  der  GM- 

ebeag  der  tceiten  identlaeb;  ea  wltd  daker,  «rem  man  dfeee 
Werthe  la  GieielioBg  (3)  einaelat: 

oder»  fär  letsteres  Integral  den  gefundenen  Werth  gesetrt: 
Ana  (1)  und  (3)  folgt  aua: 

10» 
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158  Fi  $  eher:  Dat  Inugrai  Ji  a^—x'^äx 

/.'ff^rf.T 
zurackgeföhrt,  so  wie  an  oben  genannter  iSteUc 

diete  beiden  auf  / VäP^^^?4ld7  gebracht  sind.  Aebolicb  wie  oben 

-7^==,  ÜMt  Sieb  Dan  auch  /  ^^-^  4  überhaupt 

V  a* — t/    V  a'— 

■ ,  ein&cb  anfUtoen. 

E«  sei 

SO  ist  durch  Pifferenziation: 

x^dx 


«r+  ^^^^  Ar +  6-  


oder 

Setst  man  hierin 

«o  wird  die  Unke  Seite  der  Gleichung  der  rechten  identisch;  es 
ist  daher,  wenn  man  dieee  WerChe  in  CÜeichnng  (4)  einaetstt  - 

J ^^^=-(i«*+*.««^)V^l?+|.5««.areein|. 
Ebenso  indeft  aieb»  wenn  man 

«etat: 


im  ZusamuieMAoHff  mii  anäeren  dknUchen,  153 
wmI  «IlgMielii  die  belnuiBto  ForMh 

So  wie  ftttf  f  eretebende  letegrelforineD»  lieet  ekh  auch  obige 
Metbede  recbt  peaaend  auf  Integrale  tod  der  Form  P , 

ae  wie  aef  dBe  Form ^ ^j^^^^^==|  anwenden,  und  e«i  möge  die 
Aafl6eaog  dea  eraterea  Integrale  bier,  ooeb  einen  Plati  Inden. 

.         ergibt,  weoa 
V^I-'^  =  x  setzt,  wo  dx  =~  —  wird: 

Kerner  setie  man: 

und  erhält  durch  Differeoxireo : 


(Bieter  Gleichung  wird  genügt«  wenn 
iat;  man  erlUUt  alao ; 


Setet  man  D«ch 


wo  daiiD  doreb  Difbreniiren 
•der 

=  -  5  J«»  +  (4J««— +  (2^a*-  C)x 
wird*  40  mmw 

•  "  .  •  ' 

•«in,  und  es  ergibt  eich  dann: 

■ 

So  findet  sich  einfach  die  allgeni<riae,  auch  eonst  bokMinte 
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üirekiäe:  ücMr€i6en  an  den  üerausgHer.  ]Ai 

-•-  -.u       •.    '  '  '  , 


Sdiraben  des  Uerrn  Professor  und  Director  Doc- 

■ 

tot  Strelilke  in  Dajigig  mi  den  Metansgeb^. 


H«rr  ProfaMor  iia|  Di««ctor  Streliik«  hat  vidi  la  «Imm  «ehr 
ftwuidlldiaB  8clirtib«a  vont  IS»  Febnar  ISSS  Saraa  erlaaert,  imm  «r 
adaa  im  Jahre  I8t7  ia  Cralla*«  Jonraat  ThLU.  «ich  mit  dam  darch 
Siat  Pnokle  «ine«  Kej^Uehtiitt«  ^Irt^r^n  Kr«l«a  %aaehaftl^t  habe,  und 
Wi  mir  darüber  folg«Mie  Mivreich«  .Vlittheiluiif^  ^macht^  di«  ieb  mi«h 
fretre  tUm  henern  de»  Arrhit^s  vorle|^wi  %m  kÖDaen.  Bai  inetn«ra  Anfaatae 
über  d(  uselben  GegcnstniiH  in  Thl.  XXXVII.  %r.  X.  S.  256.  war  niir  TOff» 
aü«:^lirli  die  Hexiehiing  dieser  kleinen  Unter» ti<  JHUi<;  zu  der  Bestironiang 
de«  iirumniuag((halbnie«a«ra  der  Ellips«  inlerensant.  Ich  empfehle  den 
Laaata  di«  falgradaa  Bemerkung^  dca  Harra  Dlraalar  Strebifc«  recht 
•«hr  aar  Beachtaag*  €L 

Nenol  man  die  Coordinaten  dea  Mittal|niDktiM  jenea  Kreitea 
I»  «sd  7,  «vi»  p  Aiiacispo,  q  Otdissle»  wo  uii  -  • 

1)  Für  di^  Lliipti^»  wenn  j;=caco66*,  y=:6sin^::  . 
9  SS  — .  sin  — ^ —  sin  2 — — 2  * 

r=  — ^— coa— 2--oof~- 2— «» — 2  — 

In  dem  Prof^ramme  des  Calinmchen  GyflMiisiMis  ia  BarÜB 
vom  Jahre  183'i  habe  ich  ffir  deo  Radiaa  dea  geoaimteii  Kraiaea 
folftaodeo  Anadruck  g«gatiaoa 
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Mmk  gelangt  so  4f esem  Aosdraeka  (ttr  r  auch  leiclit  dareb'fe«!- 
metritche  Betracbtengen« 

fst  iu  eiaem  Halbkreise  (Taf.  V^II.  Fig.  3.),  desse«  Radios  =a, 
iVCeiü  conjugirter  Durchmesser  zu  C/V,  der  Halbkreis  auf  eine  Ebene 
orthographisch  projicirt,  die  mit  der  £beoe  de«  Halbkreises  einen 

NeigQQgaiviDkel  bildet,  deeaen  Coetone  =~,  so  iat  die  Projectlen 

des  Halbkreises  auf  die  letzte, Bbene  eine  Ellipse  mit  den  Halb- 
azoD  a  und  ö.  Die  auf  2a  senkrechten  MP  um!  A'P'  sind  asin6l» 
acoad,  CP:=ocosö,  CP*  =^aB\nd,  wenn  ^MCP—ß.  lo  der 
Projection  bleiben  CPund  CP*  ungeändert,  aber  MP  wird  —haxuB 
und  NP'  =6cosÖ;  Nun  seien  AD  =  'li  eine  Krctssehne  (deren 
Mitte  ß)  senkrecht  auf  CM,  a'  und  6'  die  Projectionen  voo  CM 
'  und  CPf  f  2i'  voo  2z«  so  hat  man  ivegeii  des  Paralleliamus  von 
2z'  und  b'  i 

Weideo  vmi  «ödere  Sehnte  Im  Kreice^  die  mit  9a  ei«  Dreieck 
baden»  dmcb  91  «od  9«,  die Projeetionan  dnreh  9^,  9«',  dieeal- 
ai^reelMndea  cenjoglrftea  Halbmete  it  darcb  M  und  beaeiclHiet, 
ae-hat  man  in  gleicber  Weiee: 

Da  der  Radina  r  den  dnrcb.  dto  .d»ei  P««lrt«  jadasySelieendiieieriri 
gelegten  Kreieee  bekanntlleb  dem  Prodnete  der  drei  Sebeee, 
dividirt  dnrcb  die  vierAusbe  Fttdie  dea  Dreleckä  giislchkemttt, 
eo  iat: 

Da  P  SSI -Ff  wenn  Fdie  FlSehe  den  Sehneadreiecke  imKieiie* 

■dberdiess  im  Kreise 


«  =  ~4P— '        «^«'«i  ^^~db  

Wenn  die  Cnordinaten  der  drei  Punkte  im  Umfange  der  Eilipss 
durch  (n:o^(K  hsiud',  acnsO',  6  sin  6';  rtcos  Ö*,  6siu6r"  bejteich- 
riet  werden,  hd  sind  die  Coardinaf>Mi  der  t^ndpunkte  der  die  Seh- 
nen haibirenden  Halbmesser  im  llreise  aeM^$i-d*),  anuHOjr^) 


üigiiizea  by  LiüO^l» 
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«.  8.  IT.,  ()ie  entsprechenden  Coordioateo  In  der  Ellipse  aoosi(6-f  ^)» 
a.e.fr.  nnd  denbaib: 

6*«  =  a>eia      +  Ö'O*  +  6'  coe  K«'  +  «T» 

Ä*"«  =    sin       +  iif'  f  6*  CO«  i(6"  +  ö)* ; 

womie  die  Richtigkeit  dee  oben  gegebenen  Ansdrucke  Ar  r  er- 
MIet. 

9)  Werden  im  Umfange  der  Hyperbel  die  Coordiiuiten  der 

MPMktedBKh  »lug«:  J^^.  »ta.go':  ~. 

i»\Kn%&'  beaeichoet,  so  erbalt  man: 

(a*  +  6*)  »in  ^ — 2  —  ^ — ^ — 2 — 


(«•  +  6«) CO»— - «08 ' — 2 —  eoe-   ^  ^ 


.  /  (a«8ini(d'  +  <9)»  +  «PceeK«'— ^ 
\/  X(a«ei|ii(r-|-^)*-«*6'eoei(r-r|i 

T      X(«*8inl(y^  +  Ö)«  +  Ä«co8i(e^ 


^  aöcosdcosd'cos^" 

3)  In  dem  UmÜMige  der  Parabel  eeien  die  Coordinnten  der 
drei  Pnnkt»*«»  Vm«;      V««';      Vm«^;  dmift  Met  mnn: 
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]58      BSkien:  Veägr  die  h'rümmungeiitiien  det  miptoidt. 


XI. 

Ueber  die  KrömmungMUiiiOB  des  Emptoids« 

'  loa 

Herrn  Doctot  Oiia  Böhlen 
SU  Sulz  «.  ^.  IUI  Küuigrcich  Wür teniberg. 


In  einer  Abhandlang  |,Ueber  spbftriAche  Kegelschnitte*' 
in  der  Zeitschrift  von  Scblömilch,  Cantor  und  KabI  bat 
Herr  Dr.  Heil  ermann  mehrere  scbuiie  Sätze  angegeben,  welche 
sich,  wie  ü berb^ppt  viele  Sätze  über  sphärische  Linien ,  nach  der 
Methode  von  Gauss  auf  beliebige  Fli«ben  übertragen  laanen,  von 
denen  hier  aber  bloss  eine  Anweodnng  auf  die  KrfinimungsliDieo 
des  Ellipsoids  gemacht  werden  mSge.  Herr  Dr.  H  ei  lern  an  o 
bedient  sich  zur  BcgrQnduiig  seiner  Sätze  der  sogenannten  Azen- 
Coordinaten  von  G udermann  nach  dessen  analytischer  Spbäriic. 
Um  zu  zeigen,  in  welcher  nahen  Verw  andtschaft  letztere  zu  den  ge- 
wöhnlichen rechtT\'inl;li^;en  Coordinaten  der  Ebene  stehen,  nehmea 
wir  in  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  O  ist,  drei  zy  .einander 
rechtwinklige  Halbmesser  OA,  O/i,  OC  an.  Durch  C  legen  wir 
eine  Tangential- Kbene  an  din  Kn:^ol,  welche  von  den  Fhenen  OAC 
und  OBC  in  den  Geraden  C\  und  f  K  p^esrhniftpn  wird.  Es 
«ei  }I  ein  beliebiger  Punkt  in  der  TanL';eri1  ia!  -  Klifne  und  seine 
rechtwinkligen  Coordinaten  hinsichtlich  der  Axeii  ('X  und  CY 
seien  x  und  y,  zieht  man  nümlich  MO  senkrecht  auf  CK  und 
ME  senkrecht  auf  CY ,  so  ist: 

Die  Linie  OM  aebneidet  die  Kugel  in  m;  die  Uauptkreise  Bm 
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und  Am  treffen  verlängert  die  Haupt  kreise  CA  und  CB  in  den 
Punkten  d  uritl  ej  die  triij,(>nornctrischen  Tangenten  der  BOgen 
Cd  und  r>  nefmt  Gaderniii  nii  die  Axen  -  Coordinaten  des  Punk- 
tes m;  es  ii^t  leicht  %\i  sehen,  das»  die  Punkte  Mm,  Ddt  OB 
in  einer  Ebene  lle^^eri,  wie  auch  die  Punkte  Mm,  Ee ,  OA,  dass 
ferner  />  und  £  in  der  V  erlängerung  der  Halbmesser  Od  und  Oe, 
md  aomt  .       >  ■  ■ 

x^if^Cd  und  y«Btg€« 

Wir  wollen  nun  annelimeii»  det  PnolU  4f  ^wege  aich  in  4tr 
Tangential  -  Ebene  JCCK  io  einer  Curve,  deren  gornd^nige  Coor- 
dinaten, bioBicbttich  der  Azeo  CX  und  CY^  «r  und  y  elnd  und 
der  Gleichung 

genügen;  sr>  beilegt  Nich  der  entsprechende  Punkt  m  auf  der  Ku- 
gel auf  einer  spärischen  Cur?e,  deren  Gleieluing  in.  Axen^Coor- 
dioateo  ebenfalls 

ist  Spesielle  PÜie  sind  folgendes 

Wenn  m  sieb  in  einem  Hauptkreise  bewegt,  so  dnrcblftnft  M 
eine  Gerade,  also  ist  die  Gleichung  ersten  Grades 

9  ■ 

die  Gleichung  irgend  eines  Hauptkreises  in  Gudermnnn*«  Azen- 
Coordinaten.  Setzen  wir  in  1)  der  Reihe  nach  y  und  :r  =0,  so 
eigviMn  sich  die  Werthe  x  —  a  und  für  die  Durcfasciinitle 

der  Linie  1«  mit  den  ^kzen  VA  und  CB* 

Wir  wollen  zweitens  annehnten,  m  durchlaufe  einen  sphfirr- 
sehen  Kegelschnitt,  dessen  Mittelpunkt  C  ist,  so  wird  M  in  der 
Tangential -Ebene  eine  CMfpee  (Hyperbel)  beschreiben,  deren  Glei- 
chung 

«mit  aneh  diejenige  den  ephärieeben  Kegebehnittn  iet,  dessen 
Hittelponkt  C,  nnd  iwar<  in  4>x*P*Coerdinaten.  Um  die  Glii- 
chnng  eince  den  epbiriechen  Kegeleehnitt  3)  lierührenden  Hanpt- 
beiSM  In  Aznn-GeoiNiloiiten  an  erwiHnlii»  liedieMn  wir  «in 
lendoa  Ijebinnlnen: 
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M      B4klen:  Veäer  dit  KrümmutHt^Umtn  des  i^/tfjPMMf. 
E«  «ei 

4le  GIcMiang  Mait  Ovr«  in  aintr  Ebene,  und 

im -f-^^-csiO 

diejenige  einer  Genideii«  Seil  letitere  die  Cnr?«  eehneldee  in 
Peekte  {x^y),  ee  nvse  eeln: 


^-^h^^e^^  oder  e(«-*^4^y<-e) ««a 

Seil  die  Gerade  die  Ciirve  berühren,  oder  auch  nocb  den  Puokt 
{x^^dsßffß-i-djf)  mit  ihr  gemein  haben,  so  ist: 

oder 


Ihüier  ist  die  Gleiebmg  der  dareh  den  Pnnlrt  (x,y)  gebcedse 

Berahruiigsiinie  der  Cerve  tp(x,y)=^Oi 

dg 

wo  der  OlffereDtieleoeffictent  ^  aus  der  Gieiebug  4tt  Curve 
bestimmt  trird. 

Diesem  Verfahren  ist  ailgemeio  gültig»  es  mugea 
die  Corfoii 

fpix,  i/)  =3  0  und  ,  an  ^    -1-  e  xsO 

aof  einer  beliebigen  Fläche  ilegen  und  die  Coordtn  aten 
'•y*  u,  e  sieb  auf  ein  Coordinatensystem  irgend  w elcher 
Art  beziehen.  Uer  Beweis  davon  liegt  gans  einfach  in  der  Be- 
trachtung, dass  die  Corven  die  Punkte  jr)  nad  (x-^djc,  y-^dy) 
gemein  liaben  ^sollen,  um  sich  au  berühren,  und  weiter  spricht  aaeh 
das  obif^e  Verfahren  nichts  aus.  En  Int  somit  nnabhäntiig  von 
der  Natur  des  betreffenden  Coordinatensystems.  Wenden  wir 
diesen  Satz  auf  die  Axeo-Coordioateo  Gudermanns  an,  so 
inden  wir  aogleicbt  dase 


die  Gieichung  des  Haeptbteinee  iet,  weleber  den  epbirieeheo 
Kegeiecbidtt 
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Bökien:   Vtiter  äte  hrümmungsiimeu  des  £Uips«tiU>  JLöi 

im  Punkt  {x,  y)  berührt. 

Wir  wollen  nun,  indem  wir  die  gleichen  Buchstaben  mit 
Strichen  versehen  gebrauchen,  annehmen,  O'A',  O'B*,  O'O  seien 
die  grosse,  mittlere  und  kleine  Halhaxe  eines  EIMpsoitJs,  des?<en 
Mittelpunkt  O'  ist.  O  A'  sei  parallel  OA,  O'B  parallel  OB, 
0*C  yiaraliel  OC.  Der  Punkt  des  Ellipsoidg  entspricht  dem 
Punkt  7«  cit'i  Kugel,  weil  die  durch  ?n'  t;«h(  iide  FlScheo- 
normaie  des  Ellipsoids  parallel  d  e  lu  K  u  e  1  h  a  I  b  mess  er 
Om  i«t.  Die  Ebene  O' B'm' ,  welche  demnach  parallel  der  Ebene 
des  Hauptkreises  OBm  ist,  schneidet  den  Hauptschnitt  OA'  des 
£llipfiotds  in  d';  so  sind  die  Punkte  d'  und  d  gleichfalls  ent- 
sprechende, weit  die  durch  ergehende  Flächen  normale  des  Ellip* 
soid8  parallel  dem  Kugeihalbmesser  Od  ist;  die  trigonometrische 
Tangente  des  Winkels  zwischen  dieser  FlSchennorniale  und  der 
Axe  O'O  ist  also  =iX.  Ebenso  schneulet  die  Ebene  0'A*mf, 
welche  parallel  der  Ebene  des  Hauptkreises  OAm  ist,  den  Uaopt*. 
sehnitt  C*B^  des  Ellipsoids  in  s*;  die  Ponkle  und  s  sind  aaeli 
evts|Nreebende,  weil  die  dareh  e  gehende  Flacheonormsle  daa 
EUipeeids  panülel  dem  Kagelhalbme^ser  Oe  ist;  die  trignnoiiM- 
tiiecbe  Tangente  des  Winkels  swlsohen  dieser  FttehesnofBile 
oad  der  Axe  O^O  ist  somit  tsy.  Die  GrÜssen  de  «nd  jf  nen* 
fteo  wir  nnn  Coerdiasten  desPnaktes  «T  auf  dem  Ellip> 
s«U;  die  Hnaptschnitte  CJf  and  CS'  sind  die  Caof- 
diaataoaxea.  Bewegt  aieh  der  Paakt  m*  aaf  einem  Centralsehallt. 
daa  Blli|iaaids»  so  sind,  einem  bekaaaten  Satse  safolfia*  alle  darafa 
s^  gakräden  Flächennormalen  des  Ellipsoids  Einer  Ebene  parallal» 
der  entsprechende  Punkt  m  auf  der  Kugel  durcklinfl  also  eiaaa 
Haaptkreis,  milbin  ist  die  Gleicknag  von  m'  la  aaseta  Coerdiaaten: 

Setzen  wir  hier  der  Reihe  nach  y'  und  .r'  =  0 ,  so  ergeben  sich 
die  Werthe  x'  =  a  und  y'  =ö  fQr  die  Coordinaten  der  Doreb' 
sebnitfspankte  der  Linie  4)  mit  den  Azen  CA'  and  CS*. 

Wir  wollen  fetaer  anaebmen,  m  dureblaafe  auf  der  kugel 
einea  afibiriacben  Kagelsebailt»  dessen  Gleicbaog  in  Axen-Coor- 
diaataa 


iat,  ao  bewegt  aleb  dar  eatspracbande  Paakt  st*  dea  filttpaaida» 


« 

1(11      BM9n:  Mer  4»  Krmmmm9$limm  ä9$  smpmiäii. 


wobei  aUo  stets  aogeeeiiimen  wird,  dasa  die  durch 
m'  gellende  Flieheonormale  des  fillipaoida  parallel 
dem  Kagelhaibmeaeer  Om  iet«  anf  einer  KHIamengalmie, 
deren  GleiciiaDg  ^  aonit  naeh  den  ?on  ans  gewüblten  elli|kaoidl* 
•cfaeo  Coordinaten 


8)  P+>=' 

|0t.  Die  Krümniungslinie,  deren  Mitteipnnkt  O,  schneidet  dieHaupt- 
schfiitte  CA'  uod  OB'  de»  Ellipsiodt»  in  xwei  solchen  Punkten, 
dass  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Winkel,  welche  die  durch 
sie  gehenden  Flä«  hennoniiulen  de8  EHipsoid»  mit  der  Axe  O'O 
bilden,  gleich  a  und  b  sind;  diese  Winkel  nennen  wir  die 
Halbaxen  der  Krfimmungslin  i e  5>.  Dur c  h  j ed en  Punkt 
eine»  Eilipsoids  (^ehen  zwei  Krümm  ungslinien,  dieEiae 
mit  zwei  realen  llalltaxeo,  die  Andere  mit  einer  realeft 
und  einer  imaginären  H  a  t  b  a  X  e.  Die  Gleichung  dee  Central* 
Schnitts,  welcher  die  RrOmrouiigslioie  5)  im  Punkt  {x',y')  be- 
rührt, ist  in  unseren  Coordinaten  s  und  e: 

x'  v' 

2wel  Cttrreo  anf  dem  EUipeoid  und  der  Kngel  ent^preebea 
einander,  wenn  die  durch  die  erste  Curve  gehenden  FIftchennor- 
mafen  dee  Eilipsoids  elosehi  parallel  den  nach  der  zweiten  Cur^e 
gdsoigeneo  Kugelbaihmesseni  sind.  Wenn  jf)  =  0  die  Glei- 
dhHig  der  sphSriscben  €nrve  in  Azen-Coordinaten  ist,  so  ist  die- 
jealffe  der  entsprechenden  eüipsoidisehen  Cuive  in  vnecfen  Coer- 
dlMaleo  ebenfalls 

8rhnpid('Ti  sich  /weiCurven  auf  der  Kugel  unter  dem  Winkel 
a,  SU  schneiden  eich  ihre  entsprec  henden  Curven  aul  dem  Eliipsoid 
so,  dass  ihre  conjugirteii  Tangenten  im  Durchschnittspunkt  den 
Winkel  «  bilden.  Wird  daher  im  Punkt  m  ein  sphärischer  Ke- 
gelschnitt von  einem  liauptkreis  der  Kugel  normal  geschnltteil^ 
so  wird  die  entsprechende  Krüramungslinie  des  £l|ipselds  im 
Punkt  m'  von  dem  entsprechenden  Centralscbnitt  gleichralls  nor- 
mal geschnitten.  Einem  Systeme  von  confokalen  sphiriscben 
Kegelschnitten  entsprechen  die  beiden  Systeme  der  Ktflmmungs- 
linien  des  Eilipsoids.  Den  gemeinschaftlichen  Brennpunkten  der 
ersteren  correspondiren  die  Nsbeipnnkte  de««  Eilipsoids. 

Sind  o  und  6  die  Tangenten  der  Halbaxen  einer  Kröramungs- 
linie  des  ersten  Systems,  uod  a'  und  6'  die  Tsogeoteo  der  Halb- 


Öökien:  il4ä$r  4Ue  MrümmmtßsUrUeH  Oes  EiUpioUU. 

axen  einer  Krünunungslinie  des  zweiten  Systems  auf  einein  £llip- 
soid,  nod  «chneiden  sich  beide  Kriimniungsliinen  \m  Punkte  {üc,  y) 
nach  unseren  Coordinaten ,  so  (6.  die  oben  aogeCührte  Ab- 
bandliiag  Heilermaon'«,  Formel  6.); 


7) 


«■d  die  GMcliMg  de^raigBii  GeatmlscbBtllii,  iraleher  die  Krte- 
■nigefiiiie  des  ereteo  Syetene  im  Puekt  (dr*     norroel  echaeideC: 

(Fortnei  7)  bei  HeilermaBo)* 

DieVis  sini)  die  Graiidlornieln  (ur  die  Ceiitral.schnitte  und  Krüni- 
mongslinien  de»  hilifisoid»  nach  unseren  Coordinaten.  8ie  sind 
denjeniceii  für  Hauptkreise  nnd  apharischf»  Ko{»eIschnitte  nach 
Guderm  a n  n*s  Coordinaten  durchaus  analog.  Die  weitere  Ueber- 
tragung  der  Formeln  in  der  genannten  Abhandlung  hat  nuo 
durchaus  keine  Schwierigkeit  mehr.  Es  milaen  schliesslich  noch 
diejeDigeii  Sätze  von  Heiler oiaon  auf  (ia^s  Ellipsoid  anj^ewendet 
nerden,  welche  sich  ohne  EinführuiiL:  anderer  Namen  und  Aus* 
drücke  als  der  ^ol^ende^  leicht  in  Worten  wiedergeben  lassen« 
We&D  aut  dem  Eliipsord  eine  begreoste  Linie  gegeben  ist,  dorch 
deren  Endpunkte  die  Normalen  der  Fläche  gezogen  werden,  so 
mooe  ich  den  Winkel  beider  Normalen:  „t^en  der  genannten 
Lißie  entsprechenden  Normalen -Winke!".  Die  Punkte  {x,  y)  und 
i^*yO  der  KrümmungälinieiK  deren  Halbaxea  a,  6;  a'  und  6' siod, 
beissen  entsprechend,  wenn  sich  verhält: 

Anschliessend  an  die  Methode  von  Gauss,  lassen  sich  die 
Linien  auf  den  Flächen  in  zwei  Systeme  (a)  und  (ft)  eintheilen 
OieLmten  des  Systems  (n)  sind  dadurch  cbarakterlsirt,  dass,  wenn 
man  durch  ihre  l^unkte  die  Normalen  der  FiScbe  zieht,  und  pa- 
rallel damit  die  Halbmesser  einer  Kui,^'!,  letztere  in  einer  Ebene 
lie^n.  Bei  den  Liinien  (6)  bilden  die  parallelen  Kugelhalbmesser 
Dicht  eine  Ebene,  sondern  einen  Kegel  zweiten  Grade«.    In  dem 


*)  Oes  Weit«ra  hiernber  wird  heifeallich  ein  tpilefcr  AafMI«  des 
Bttfs  VerÜM««!«  briagee.  G. 


Digitized  by  Google 


IM       Böhlen:  üe^er  äJe  Krümmungtlinien  des  Eitiptoiät. 

«peziellen  Fall  nun»  wo  dieaer  Kegel  ein  Drebnngskegel  M, 
n«niie  iob  4ie  Linie  «of  der  Flldte:  „Linie  des  Systems  (e)  «der 
Ivieee  Linie  (e>^. 

Diess  Toraasgesetzt,  erhalten  uir  foigende  öätze  fflr  die  Krflm- 
luuogsiifiieri  des  Ellipsoids: 

Der  Begen  eines  Centralscbnitts,  welcher  swei 
entsprechende  Punkte  zweier  Krunimungs linien  ver- 
bindet, ist  in  eilen  Lagen  Normale  derselben  dritten 
Krflttimiiegslinie,  die  ihn  in  zwei  A bscbnitte  tliellt,  de- 
ren Mermelen- Wieke!  einander  gleich  elnd. 

Wird  eine  Krflmnittngelinte  von  einer  Linie  (e)  In 
nwei  gegen  die  greeee  Aze  eynimetrieeb  gelegenen 
Punkten  m  und  fli|  berflbrty  und  von  einem  beliebigen 
Penkt  n  der  Krümmungslinie  an  diene  Linie  (e)  ein  be* 
rührender  Centralecbnitt  gesogen,  so  Int  der  demeel- 
ben  enteprecbende  Normalen-Winkel  gleicb  der  Summe 
oder  Differens  der  realen  Ualbaxen  der  durch  die 
Punkte  m  und  n  gebenden  Krfimmungelinlen,  jennch- 
dem  diene  Punkte  auf  veracbtedenon  oder  deneelben 
Selten  der  kleinen  Axe  Hegen. 

l>  e  r  IN  o  r  Ol  a  I  e  I»  •  \V  i  n  k  c  I ,  welcher  de  in  von  e  i  ii  f  ni  be- 
liebigen Punkt  einer  Krünimuiigslifiio  an  die  über  der 
kieiiieii  Axe  beschriebene  Linie  (c)  lierührend  gezo- 
genen Cen traUch nitt  entspricht,  ist  gleich  der  realen 
Halbaxe  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Krömmungs- 
linie. 

Zieht  man  an  eine  Linie  (r),  welche  eine  Krüm* 
mungslinie  in  zwei  gegen  die  gmusc  Axe  synimetrisch 
gelegenen  Punkten  berührt,  von  einem  Scheitel  der 
kleinen  Axe  einen  berfilireiMU  ti  Ccntralschnitt,  so  ist 
der  dem  selben  entsprechende  Nor  malen-Winkf»l  gleicb 
der  realen  Halb  axe  derKrümmungslinie,  welche  durch 
jene  symmetrischen  Punkte  geht. 

Wird  eiee  Krflmmungelinie  von  swel  Linien  (c)  le 
xwei  gegen  die  groaee  Axe  eymmetriech  gelegenen 
Punkten  m,  nit  nnd  p,  pi  berührt»  und  werden  von  ei» 
nem  beliebigen  Punkt  n  der  Kränimungellne  nn  diene 
Linie  (e)  berührende  Centralscbnitte  gesogen,  no  Ist 
die  Summe  oder  Üirt'eronz  der  demselben  entepreehen- 
den  Normalen- Winkel  konstant,  jenachdem  der  Punkt 
iwlechen  den  Bögen  mei|  liegt  oder  nicht. 


Digitized  by  Google 


Entwiekelang  einer  Formel  zur  Bereclinaiig  des  Flä- 
cheninhalts einer  geradlinigen  Figur  bei  Messungen  mit 
der  BoDssole  nnmittelbar  aus  den  gemessenen  Seiten 
der  Figur  und  den  an  der  Nadel  gemaehteo  Ablesun- 
gen, ohne  erst  die  Winkel  der  Figur  berechnen  oder 
andere  vorläufige  Kechnungen  machen  zu  müssen* 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  eleganten  Formeln  Eur  Restimrtninir  des  FlncheninlialU 
geradliniger  Figuren  aus  ihren  Seiten  und  Winkeln  oder  aus  den 
Coordinaten  ihrer  Ecken  sind  allgemein  bekannt,  und  ^rerden,  ins- 
besondere die  Formeln  für  den  Inhalt  durch  die  Ecken,  bei  prak- 
tischen Arbeiten  jetzt  immer  mehr  in  Anwendung  gebracht,  jeden- 
falls mit  vallerii  Rechte,  weil  »ie  in  der  That  bei  solchen  Arbeiten 
die  vortreflflicbsten  Dienste  leisten,  namentlifb  rtic'k8ichtlich  der 
Genauigkeit  der  zu  gewinnenden  Resultate  allen  übrigen,  sonst 
jeewuhnlich  aii^ewatidten  Verfahrungsarten  weit  vorzuziehen  sein 
dürften.  Die  meiste  Anwendung  finden  diese  Formeln  bei  Mes- 
sangen  mit  der  Boussoie,  weil  die.<:es  Instrument,  so  sehr  es  nxu  U 
anderen  Instrumenteii  an  (»cnanigkeit  nachsteht,  seiner  Bequem- 
lichkeit und  anderer  Vortheile  weisen,  immer  noch  sehr  vielfache 
und  haußgc  Anwendung;  findet.  Mit  der  iJoussole  werden  aber 
dgentlich  die  Winkel  der  Figuren  nicht  selbst  s^emessen,  sondern 
es  werden  bei  den  verschiedenen  Aurslellunnen  des  Instruments 
Dor  die  Stände  der  völlig  zur  Ruhe  (gekommenen  Nadel  auf  dem 
OBgefheilten  Kreise  abgelesen,  \vas  nicht  der  geringste  der  dnrch 
tees  luetrnment  gewährten  Vortheile  ist :  dass  ausserdem  noch 
die  S^en  der  Fi^ur  gemessen  werden  mässen,  versteht  sich  von 
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Mlbii  Es  bat  mir  daher  immer  aebr  w0nachena«rertii  geacbie- 
Den,  eine  |^ns  allgemeine  Formel  in  beaitaen»  nach  welcher  der 
Piiebenlnhalt  der  Fignr  onmittelbar  ana  den  gemeaaenen  Sefteo 
nnd  ana  den  bei  den  verachiedenen  Anfalellungen  des  inatrumenta 
an  der  Nadel  auf  dem  eingetbetiten  Limbna  gemachten  Ableaon- 
gen  berechnet  werden  kann,  ohne  erat  entweder  die  Coordinaten 
der  Ecken  oder  avch  die  Winkel  der  Fignr  berechnen  zu  mfisaen, 
wenn  auch  namentlich  Letaterea  an  sich  keine  Schwierigkeit  haben, 
aber  doch  verschiedene  Berflchaichtigangen  erfordern  würdet  die 
man  liei  praktischen  Arbeiten  getviss  gern  vermeidet,  wenn  man 
das  geauchte  Reanltat  erhalten  kann,  indem  man  die  gemachten 
Ablesungen  ganz  so,  wie  sie  auf  (lern  Terrain  an  dem  Instrumente 
gemacht  worden  sind  *),  in  die  betreffenden  Formeln  einftihrt. 
Eine  aolche  allgemeine  Formel  ser  Berechnung  des  Flftchenin halte 
jeder  geradlinigen  Figur  bei  Messungen  mit  der  Bonaaole,  deren 
nao!)  meiner  Meinung  sehr  wichtiger  Vorthoil,  wie  gesagt,  darin 
beruhet,  Hass  dio  Resultate  der  auf  dem  Felde  gemachten  Mes- 
Piingen ,  —  die  gemessenen  Seiten  nnti  die  an  der  N  idrl  !T^nianh- 
ten  Ablesungen,  —  unmittelbar  in  dieselhr  cinfrefiihrt  \\ertien  kön- 
nen, zu  entwickeln,  beabsichtigt  der  vorliegende  Aufsatz;  um 
denselben  aber  c;uiz  fnr  sieh  v  erständlich  zu  marhen ,  will  ich 
auch  die  bei  der  in  [{»'de  stehendeii  Kntvi ickelung  zur  Anwenduna 
kommenden  Cftordinatenformeln  für  den  Flächeninhalt  entwickeln, 
and  zwar  um  so  mehr,  weil  diese  Formeln  nnrh  meiner  Meinung 
gewöhnlich  nicht  mit  der  nöthigen  Allgemeinheit  und  Ncharfe  be- 
wiesen  werden,  und  ich  überdies  diesen  Formeln  eine  von  der 
raeisteut»  ^eliräuchlicheik  hin  und  wieder  abweichende  iiestait 
geben  werde. 

Wir  legen  für's  Erste  ein  ganz  beliebigei«  Coordinatensysteni 
der  xif  7A\  (vfunde,  dessen  Coordinatenwinkel .  namlicli  den  von 
den  positiven  Theilen  der  Axen  der  .r  und  y  eingeschlossenen. 
180**  nicht  übersteigenden  Winkel  wir  durch  a  itezeichnen.  Die 
geradlinige  Figur,  deren  Flacheninhalt  J  bestimmt  werden  soll,  ^^ei 

ii|  A%  •  •  •  • 

mid  die  Coordinaten  der  Ecken 

,  All ,  A^  f  A^, ...  An 
wollen  wir  reapective  durch 

*)  Die  «Q  der  Nadel  gemaitlitMi  AhlMMngeo  jedoeh»  Wm  eidi  vim 
Mlbat  versteht,  ivegen  der  Exrenlricität  de«  lanlrumento ,  inaofwn  de«* 
Mibe  eine  «uiche  iieticsea  •olUt*.  gehörig  corrigirC«  wesn  In  der  Abhand- 
lung Thl.  XXX VII.  Ko.  XXV.  eine  geMoe  Aaleltntig  gegeben  voidM  hft. 
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hmMm&tL  Alle«  aneereD  felgenta  Betracbtongeii  legen  «vir, 
wie  hier  ein  Ar  alle  Mal  bemerkt  wird,  die  Voraneeetiung  zu 
Grinde,  daee  die  Seiten  der  Figur  AiA^A^A^..». Am  eich  nir- 
%mim  dorehkreoaen. 

Ferner  nehmen  wir  ein  zweites,  dem  primitiven  Systeme  der 
paralleles  Coordinatensystem  der  XY  so  an,  dass  die  gerad« 
ÜJiige  Figur 

Ai  A^  A^  A^  ....  Am 

giea  ionerlialh  dee  Coordinatenirlnkela  dieeea  letatereo  Syvtema 
liegt,  was  offenhar  jederaeit  mOglich  ist,  nad  heaeiehnea  die 
(Wdiaaten  dea  Anfangvponktea  dea  SyatenM  der  XF  in  dem 
primitiven  Syateme  der  ory  dnrcb  a,  b;  heaeiehnen  wir  dann  die 
CteediMiten  der'Poakte 

if t ,  A^f  ^f,  A^f  An 

m  dem  Syateme  der  JTF  reapeetive  dvreh 

-^1  •  ^i5»         ^ti<  ^»  ^a»  F4;..-..;A»,  Vmi 

M  hahen  wir  nach  der  Lehre  vcn  der  Verwandlang  der  Coordi* 
naten  bekanntlich  die  folgenden,  gana  allgemein  gültigen  Formeln: 

x^sza-^X^,  9>i  =  6-|-F,; 
argsa-l-A;,  S^s:6+Fa; 

u.  s.  w. 
.  Sm  =  a  +  Än,    y«=  6  +  Ymi 

alm: 

^a=«k— 'a=ya-*; 

^8  =  0:8  —  0,    Fsssy,— 6; 
j  A4=:ar4— rt,    F4  =  y4-6; 

ff  Q.  S.  W. 

Zuerst  wollen  wir  annehmen,  dasB  die  gegebene  Figur  das 
Dreieck  AfA^A^  sei;  die  verschiedenen  Fälle,  welche  rück4iicht- 
lidi  der  gegenseitigen  La^e  der  drei  Punkte  /I,,  A^^  A^  eintre- 
te! kSnoen,  sind  in  Fig.  1.  dargestellt,  welche  wir  nun  nach  der 
B^ilw  betrachten  wollen. 


1^      Gruner (:  Ausdruck  des  Flä€hefUnhait»  einer  Figur 
lo  Fig.  1.  I.  Ist  eiBiilMir: 

ttlso: 

wenn  man -da«  obere  oder  untere  Zetefcen  nfnmt,  jeiiathdem  man 
aichf  um  von  dem  Punkte  Ag  durch  den  Punkt  su  dem  Punkte 
4«  au  gelangen,  in  gleichem  oder  uiiglelekem  Sinne  mit  der  Be- 
wegung von  dem  poaitiven  Tbelle  der  Aze  der  dureh  den  Coor* 
dloatenwlnkel  {ayj  hindurch  nach  dem  poailiven  Tbeile  der  Ase 
der  y  hin  beivegen  mnee. 

in  Fig.  1.  I*.  ist  ofenhar: 
alao: 

2J=il  iÄ\-Ä^{ }  \  +  >       A,- r»+         A,  -  A, )( +  }\)\s\na. 

wenn  man  vriederum  das  oiiere  oder  untere  Vorzeichen  nimmt, 
jenachdem  man  sieb,  um  von  dem  Punkte  Ai  durch  den  Punict 
4g  SU  dem  Punkte  A^  su  gelangen«  io  gleichem  oder  ungleichem 
Sinne  mit  der  Bewegung  van  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
.T  durch  den  CoordinatenMinkei  (dry)  hindurch  nach  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  hin  bewegen  mui*s. 

In  Fig.  1.  II.  ist  olTenbar; 
also : 

l  iJTt        Fl-  F^+(ii-:r,)(  F,+  F.)+(  As-J,)(  Fa+  Fi)|siM^ 
ganz  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorseiehens  wie  vorher. 
In  Fig.  1.  il*,  ist  offenbar: 

•2^={+(A',-A'i)(  F, + F,)±(A,~  A,)(  F,+ F,)+(  ATj- Ar,)(  F,+ F,) 
also : 

^J^=±;(A'.  -.r«)(  F»+  F^+(A,- A3)( F2+  Fa)+(A3-A,)(  F,  f  Fi)|8ln«, 
gani  mit  derseilien  Bestimmung  wegen  des  Vorseiclieos  wie  vorher« 

In  Fig.  1.  III.  ist  offenbar: 

2^=ldb(X,--r,)(F|+F^dt(J^s--«s)(n+nm*-*)(Ii+ 


f 


UHm4Ue/äar  durch  die  mi  der  Bou$saie  gemacMen  Me*ua»ieH,  1^ 
also: 

gaftz  mit  derselben  ßesCinimaag  wegen  des  VorzeiclieM  wie  obeo. 
lo  ilg.  1.  Hl*,  ist  ofenbar: 

also: 

gara  mit  AenielbeD  Bettfanintiiig  wegen  de«  Toneicbeae  wf«  oben. 

Hiernach  ist  also  in  Tulliger  Allgemeinheit: 

weon  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  man 
sieb,  um  ¥on  dem  Punkte  /I,  durch  den  Punict  zudem  Punkte 
Ai  zu  gelangen,  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  6e- 
vregung  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den 
Coordinatenwinkel  {xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  y  hin  bewegen  muss. 

Nach  dieser  Formel  für  den  FlächeDtohalt  clee  Dreiecks  läset 
sich  vermatheo ,  das«  der  inbftit  J  eine«  jeden  necba  darcb  die 
Fernel: 

^^  =  ±(A»-A,)(n  +  r^ 

±(^a-ifa)(n+n) 

U.  8.  VV. 

±(Jfi^-l-j:,)(F.^l+  Yn) 

±(jr.-jri)(F,>+F,) 

aaagtdrflekt  wird,  weno  man  in  dieser  Formel  die  oberen  oder 
«■lenn  Zeieben  nimmt,  jenachdem  man  sieb,  um  den  Unfang 
U%  aeebs  naeh  der  Ordnung  der  Ecken 

Ai^t  A^t   A^f...'An  ^ 

m  doreblaufen»  in  gleichem  oder  ungleiebem  Sinne  mit  der  6e- 
«fgnng  ¥on  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  x  dvrcb  den  Coer- 
tetenwinfcel  (jpy)  bindureh  nacb  dem  (»oaitiFen  Tbeile  der  Axe 
dtr  ff  bin  bewegen  ronss.  Die  RIebtigkeit  dieser  Vermutbnng  wird 
Wniaaen  sefaij  wenn  wfar  selgen  künneii,  dass  den  bemerkte  Ge» 
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sets,  W9III1  es  bi<  IQ  einem  neelt  giit,  dann  aiicli  jedeneit  flr 
ein  (n-|-l)eck  gelten  maee.  Diesen  Qeweis  woUeo  wir  jetst  sn 
nbren  versnehen. 

Zo  dem  Snd*  MraeliteD  wir  jetzt  efn  (n  -|-  l)eclr  * 

A.I  A^A^A^  .•«.  AmAm^ 

und  beieicbnen  dessen  Flicbeniebslt  dureb  «T.  Wiens  «rir  den 
Umfang  dieses  (n  -f  l)eclcs  nach  der  Ordnnog  der  Bcicen 

^It  ^»  -44«  ••••  -^^Sfft 

dureblaufeo,  se  «rerdea  wir  uns  dabei  entweder  in  gleichem  eder 
in  nngleiehem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  positiven  Tbeile 
der  Axe  der  x  durch  den  Coordlnatenwinkel  (xy)  hindurch  nach 
dem  positiven  Theile  der  Axt  der  y  bfai  bewegen»  and  daher 
hierin  Veranlassung  finden»  bei  unserer  Betrachtung  die  beiden 
fdigenden  FSlIe  sn  unterscheiden. 

Wenn  man ,  indem  man  den  Umfuug  des  (n  f  l)ecl(8  nach  der 
Ordnung  der  Eclcen 

Alt  A%t  ^s*  A^f»»  Amt  Am^\ 

durchläuft,  sich  in  i:!eicliem  Sinne  mit  der  Beweja;ung  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  Coordiaatenwinkel  (j'y) 
hiodurcb  nach  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y  hin  bewegt; 
so  wird  es  immer  drei  auf  einander  folgende  Eclcen 

ili-i,   Akt  Ak^x 

geben,  die  eine  solche  Lage  haben,  dsss,  wenn  die  Diagenale 
Ak-\Ak-^i  gezogen  und  der  Flächeninhalt  des  iiechs 

A\  A^  A^  •  •  • .  Ak—\  i^ft-fl  ■  •  •  *  AnAn^l 
darcb  J  beseichnet  wird,  die  Gleichung 

J'^J±Ak~\AkAk^i 

Statt  findet*),  indem  man  in  dieser  (ileichunt;  das  obere  oder 
untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  man,  um  von  dem  Punicte  Ak—\ 
durch  den  Punkt  Ak  zu  dem  Punkte  Ak\\  gelangen,  sich  in 
s:Ieichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  ^  durch  den  CoordinatenwinlEcl  {xff) 
hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  bin  bewegen 
muss.   Halten  wir  nun  aber  stets  diese  Bestimmung  wegen  der 


*)  Zoe  lbrläot«rung  k»nii  Fi^.  2.  dieiMMi. 


SKfek  m^nmätr  fmuekim  MeiMimitn,  17 1 

g^lTlyP^  f«sl;  sa  tet  dmIi      gemachleo  Vor- 

«*o  a  _  ^ 

0.  «.  w. 

O.  A*  W. 


sina 

M,  Mdi  der  obigeo  Gleichung  offenbar: 

+(jr.-x,)(n+n) 

+  (Xfc-i-^*)(lV.i+Ft) 

U.  8.  W. 

+  X«+i)(F«+F„+i) 


oder: 
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W«rim  iiMiD ,  kidM  iDMi  Amxk  UrofaDg  dM  (ii  -f  l)«ck«  aaeh  4m 
Ordnung  der  Ecken 

^1  >  ^»  ii4y  ••••  ilfit  ^»fl 

durchlfiuflt,  sich  in  ungleichem  Sinne  mit  der  Buwegong  von  dem 
positiven  Theile  der  Are  der  x  durch  den  Coordinatenwinkcl  {jcy) 
hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin  heivegen 
niuss ;  so  wird  es  wieder  drei  aui  einander  folgende  Eclien 

^^eijeti.  die  cirif;  solche  Lage  haben»  dass,  wenn  die  Diagonale 
Ak^xAk-^i  gezogen  und  der  FlScIieninhalt  des  uecks 

durch  J  beieichnet  wird»  die  Gleichung 

Statt  findet»  indem  man  in  dieser  CHetdiuag  dtm  obere  oder  un- 
tere Zeichen  nimmt ,  jenachdem  man,  um  Ton  dem  Punkte  Ak^i 
durch  den  Punkt  Ak  zu  dem  Punkte  Ak-^-i  su  gelangen,  eich  la 
gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  (jry) 
hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin  bewegen 
rouss.  Halten  wir  diese  Bedinc^unf;  wegen  des  oberen  und  unte- 
ren Zeichens  immer  lest,  so  ist  nach  der  gemachten  Voraoasetaiing; 
im  vorliegenden  Falle  offenbar: 

-a,-jr,)(r^+r,) 

o.  s.  w. 

-.(Jüi^i  -  JCh»)  (  F*-i  +  Fh») 

(Än  —  -^»+0  (  F«  -|-  Fn+i) 

dk(Afc-jr*+o(^i  +  >Hi) 

±  ( JTi+t  -  A-i)  <  Fh4  +  Fi^-i) , 


ein« 


und 
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(jr*-i  -  jTt+i)  (     + Ft+,) + (Ah  1  -     ( n+i + n-i)  «=  o 

ift,  nach  der  obigen  Gleichung  offeDbar: 

(JC,-Jli)(F,  +  I',) 

-(j?i-2ro(F,+  r,) 

U.  8.  W. 

-(X»-Ä4i)(Fa  +  Fhi) 
II.  w. 

-•(Jf«-jr.+i)(F,  +  F»H) 

-.(A«+i^j:0(F,44+Fi) 

oder: 

-(J£,-Ai)(r,+  FJ 

U.   8.  W. 

.    -(*i-jr.+i)(F,+  Ffi) 

-(Jf«4.i-jri)(FM.i  +  F,).  . 

Hiernach  i«t  als»: 

S~j=J:(X.--Si)(n  +  l^t) 
J:(JÜ-ir^(F.  +  F,) 

±(-V»-Aj(F,  +  F^ 

dfc(-y«--Ä;+i)(F»+F.+i> 

i(A,+i-A,)(F.-^i  +  F|), 

»enn  man  in  dieeer  Oleidiniig  die  eber«n  oder  enteren  Zeichen 
nimmt,  «jenaehdem  man  «ich,  em  den  Umfang  des  (»-|-I)ecke 
•aeb  der  Ordnung'  der  Gclieo 

i^l »  ••••  ^»4.1 

SS  dachlanfen«  in  gleieheni  oder  ungleichem  Sinee  mit  der  Be- 
«flgong  Ten  dem  peeltivem  Theile  der  Axe  der  m  4inIi  den  Geer- 
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dinatenwinttel  (any)  hindiircb  nach  dam  positiven  Tb«il4  der  AM 
der  y  hin  bewegen  mna«. 

Wären  die  im  AUgemeinen  durch  ' 

beaeicbneten  Punkte  die  Punkte  > 

Am^'t  t   A%^  A%\ 
so  bezeicbne  man  einmal  voriäutig  die  Punkte 

A\9    A^f    Ag$    A^t*»m,An»  Am^l 

reepective  durcb 

Ai%9  '4i»  •  A^n  A^f ....  Am\u  Ai 

und  die  Coordinaten  in  entsprechender  Weise,  «o  «iod  die  Punkte 

ilu,  Ai,  Ak^ 

die  Punkte 

Af,  A^,  A^i  ^ 

und  man  erhfilt  nun  «atörlich  wieder  panz  eben  so  wie  vorher  die 
obige  Formel;  ersetzt  man  aber  in  derselben  nun  wiederum 

A^t  4t*         A^f  »'hoAm^it  Ai 

reepective  durcb 

Agt   A%t   Ag9   A^t  *^'*  Am»  Am^9 

so  erhält  man: 

i(A.-:s:,)(F,+F,) 
n.  e*  w. 

4:  (Xi— 1  —  Xn)  ( J  fi-1  f  Yn ) 

i(Ä;-jr«+i)(F»+r.+i), 

waa  offenbar  wieder  ganz  derselbe  Ausdruck  wie  oben  ist 
Wiren  die  im  AUgemeinen  durcb 

beeiAebiielen  Fuekte  dto  Pnokte 
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wmifut^  äurcä  die  mit  äer  Boussole  gemacAiem  Messungen,  17^ 
so  bezeichne  man  eiunial  vorläufig  die  Funkte 

^1»    -41»    ^9    ^»  ••••         I»    ^«t  Am^X 

respectiTe  durch 

A^t  il^»  A^^  «»«•  Am^tt  Alt  A^ 

und  die  CoordinaCen  in  entsprechender  Weise,  so  sind  die  Punkte 

Ak~\t  Ah,  Ak4% 

die  Punkte 

Ai A%,  A^; 

und  nae  erteJt  an»  ttnfflrM  nrieder  Rnns  eben  ee  wie  verber 
die  obige  Fermel;  e^^tst  man  eber  in  denelben  nnn  wiedemm 

^4»     A^i     A^t        An-^lt  Alf 

respective  durch 

Ai9    A^9    A^t    A^  Am^i,    An»  Am^l 

no  erbitt  mani' 

±(^„M-jr,)(F.+i-».F,) 
±(Ai-A2)(r,  +  r^ 

was  offenbar  wieder  ganz  deraelbe  Avedrnck  wie  oben  Ist. 

Hiermit  ist  nnn  voIlsfSndiK  bewiesen,  da«s  das  bemerkte  Ge- 
setz, wenn  es  bis  zum  neck  frilt.  jefjprzoit  auch  für  das  (n-fl)eck 
gilt,  und  daher  allgemein  L'üitiL;  ist     Folt^^lich  ist  in  v«illl^er  All 
Gemeinheit  für  jedes  neck,  dessen  Seiten  «ich  nirgends  durch- 
kreuzen : 

dbU,-;r,)(K,+F,) 
db(^.~^4)(n+n) 

U.  8,  W.  ' 

i-^«)(F«-i  +  r.) 
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wenn  man  die  oberen  oder  untere»  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
man  «ich,  um  den  (Jnilaog  des  necke  nach  der  Ordnung  der  Eeken 

iA\  durchlaufen  in  gleichem  oder  uncfleirhem  Sinne  mit  der  Bewe- 
gung von  dem  positiFen  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  Toor- 
dinatenwinkel  {xy)  hindurch  nach  dem  poaitiven  Theile  der  Axe 
der  }^  hin  bewegea  rouse« 

,    W«il  nmi  Dach  9): 

H  —  X| = oTi  -        Fl  +  F, -  26  i 

^—-«•-^'-«4.   *»+i^a=*»+fa— S*; 

^ü— -yi=a:«— a^i ,       +  +    — 26 

iet;  80  erbSlt  aum,  wenn  luaD  dieee  GHSaeen  id  den  obigen  Anr 

druck  ¥Ofi  -3 —  einführt,  die  folgende  Formel  t 
ein «  '  n 

^  =         -  jra)  (y,  26) 
±(a^-«^)(ffc+^^-26) 

o.  e.  w. 

« 

i  (o:»-^  —  X«)  (j/,-x  -26) 
i:(«i,-jp,)(yb+3ri'-86), 
und  folglieb,  weil  offenbar 

36t(4^— +  («i— «»)  +  («i— «e)  + .... +(4r«-i-x»)+(«^-ar,)|=0 
ist: 

3)  J^^  — db(«i— X«)  (t/j  I  ya) 

n.  s.  w. 
^(jr«^%)(yit-fjfi). 
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mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Zeichen  wie  oben,  welche 
Formel  also  ganz  ailgemeio  l&r  jede«  beliebige  CoordiDateMystem  gilt. 

Ami  der  ▼ofst«li#ndeii  Formd  folgt  dnrcb  Anflltoung  der  Pro- 
dnde: 

±  (*«yi  — y»«i)  db  d^y«  ^  «lyi , 

alao: 

^)  5i^= Jt(«iyfe— fiXt) 

±(«iy4— yt*4)   .  . 

o.  w. 

±(jriiyi— y«ar,), 

»'Hebe  Gleichung  aber  zur  numerischen  Rechnung  weniger  bequem 
ist  al«  die  Gleichung  3). 

Haft  Umi  die  Ferinel  3)  micIi  aaeb  jn»      yi*-*»«yfei  oder 
» 'ft*  ^  ^«  erdne«  und  crMt  dana  die  blgeadea  Aandrficke : 

'  '  •  Äi^^^-^^—^t^i^«      =T«i(yii— y^ 

'  ±(^^a-^4)y»        T*»C%— ya) 

db(*,— «•)y4        Ta?«(y^— y») 

U.  S.   VV.  U.  8.  W. 

i:(2r«-,a— jrii)jr^t    T^«-i(yii-a  — y«) 
Feraar  tat  nach  3)  aocb: 
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4/  «  ■ 

-  *B)Kyt— yt)  +  (3N  -  jfi)  +  2sfi  I 

J:(«4-*»)Uy4-3f4)  +  (y^-yi)  +  i 

also,  weil 

2^1 1  {xi—Sf^  +        ar,)  +        0:4)  + ...  +  («»-1        +  ==  0 

iat: 

db(«4--^Ä)Cv»— yi) 

tt.  8.  «V. 

welche  Formel  den  Vertheil  hat,  daea  our  Diffefenaen  der  Coor* 
dfeaieD  darin  Terkemmen. 

Man  würde  diese  Ausdrücke  noch  unter  verschiedenen  ande- 
ren Formen  darstellen  können;  von  vorzfiglicber  Wichtigkeit  fllr 
unseren  Zweck  int  aber  die  folgende  Entwlekelang. 

Ba  iat: 

«!^— «;ftsz<«^— +  («ii— «4).  . 
o.  ».  w. 

xn-i — =  (xw-i  —  ÄT«)  +  (j;« — «1 ) ; 
alao»  mit  Rücksicht  aef  die  Gleichung 

ofleohar: 
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unmiUedä/ir  durch  die  uHt  der  äoussole  gtmachten  MeMsnngen.  im 

(jr,  ~  x^)        — ir,)  +  (arg — ^g)  4- ....  +         — Xn)  +  -^J^^ 
=  («t— 4;»)  +  (j:» — a:«)  +  {'^-^      +     +  (aii-i  -^ifti)  • 
(x^  —  x^)  -I-  (a-g— jr^)  +  ....  +  (ari»-«— ««)  +  (ar«_i— -ar,)  . 

(x«— dr«)  +  ....  -f  jr«)  +  (dr«-i^  jrt) 

U.  8.  W. 

=  —  (Äfi  — —  («t—  —  — «•-.!) 

J^l  — .Vi  =(.Va  — yi)' 

U.  8.  «r. 

jf.-i  — //,  —  (^,.-1— ^«-2)  +  (y«-2— ;j/h-3)  I  .  ..  +  (1/3—1/2)  +  (^»~Vi). 
f^yi  =(jf»--.f*-0  +  (y«-i— Jfn-«)  +  (yn-Ä— +  .... 

fblgUcb,  wenn  man  diese  Ausdrucke  in  die  Gleichung  6)  einfährt: 

■Sn« 

=  i(yt-yi)  J  i^t^s)  +  +  (^4-^5)  +  (^6-^6)  +  ••••+  (^i»-i-.ara)  I 

i:(y4-|r«)t--(«i-*«W^t-*s)+(«4-«»)+(««-««)+""+(^^ 

t 

....  —  (j:ii-4 — Xh-z)  +  (^«-a  —  arii-i)  +  (ar«-i — 

i:(jf»— fii-i)  { —      —  .f —  (^4— J?»)  —  (arg— 0:4)  — .... 

....  —         —  Sßm-t)  -  («tt^s — SBn^x) ) , 
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» 

welche  Gleichting  man  nach  einer  leichten  Transformation  sogieicb 
aaf  die  folgende  Form  bring! : 

« 

^  i(jfe-Jfi)^«»— «e)  -  (Ite— ye){«i— 

IL  e.  w. 

Tt(Sli— ye)(*e— *4)— (y»  -3r4)(J?8— «•)! 

n.  e.  w. 

e.  s.  vr. 

T  t  (y4  3fe)    — -»«-O — (y«  — y«-i)  (^4"-'*t)  i 

II«  «r. 

>  n.  e.  w. 

b 

f:  { (^ii-e— yii-8 )        ««-t)  —  {yn  -  yn-i) (««-t— .^r«-«)  \ 
^\ (y«-i  —  y«-e)(jp«— «■-i)— (y»— y»-i)  (««-i — ^«-«y}. 

Bezeichnen  wir  nun,  indem  wir  von  jetzt  an  für  ein  rerhtn  ink- 
liges  roordiii.iteiKsystem  den  positiven  Theil  der  Axe  der  y,  bei 
u'illkübritcher  Annahnip  des  positiven  Th«>ils  der  Axe  der  .r  .  so 
annehmen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  X  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  nach  einer  Richtunj>  bewegen 
muss,  welche  der  Hichtung  entgegengesetzt  iet,  nach  ^velcher  auf 
dem  Lirobus  der  Boassole  die  Grade  von  0  bis  «360°  gezählt  «iod« 
die  Seiten 

^\Ai^f  A^Af^t  A^A^t  •••«•  Att'^i/^t  AmAi 

der  Figur 

Ai  A^A%  A^ . .  •  •  Am 

respective  doreb 

'll»  *84>     *4J»  •  •  •  ■»  *«— l,  n»     Snl  t 
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durch  die  mil  der  Bouaoie  gemacfuen  Meuungen.  löi 

mä  lifo  u  dir  Bfi— de,  iaden  iw»  dieMlIi«  in 

Alf   A%,   Ag,   A^p  «•••,  ^B—i,  An 
lufstollte  ood  mpeetlTe  nach 

^1 1        »    A^ ,        ,  , . . . ,  An  t  Ai 
viiirte,  geoiacbteit  Abiesaogeo  renpective  durch 

%i>   '^i*  •»  'Mf 

•o  bat  mwn  bekanntlich  *)  die  folgenden  ganz  allgemein  gfiltigen 
GleicfatiBgeii ; 

llso: 

,  »«JU-i ,  2telii(ate>-t » tr^  ■)cee(«Ui ,  X«*«) 

— C08  (««-1 ,«—!»)  «in  («u-i ,  A  —  0»)  i 
=  tjr-i,  »4^.1,  Aain(av-i , »—  «a-i,  iO ; 
folglich  nach  dem  Obigen: 
7)      2Jss^»i^s^  sin  («„  -  «») 

V.  a.  w. 

i"  «u 5o-i , «  sin  (a,  j— «3(«_i ,  ») 

Q.  a*  w. 
7    «ü-i  f  •  dn  (c%s — 4.-1 , ;) 

+  *»4<*6«"n  («»4  — «4») 

n.  8.  w. 

o«  a*  w. 

Ii 

B.  a.  w. 

Tai- 3 ,  II-« n_ialn(««-s ,      —  ai-a,  «-i) 

T ««-«,  11-4 ,  M «in  («»-«,  «-1  —  o»-i, »). 

*)  M.      io  diesem  Tbeile  S.  86.  ^r.  S). 
ThtU  XXXVIII.  •  It 
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Dleie  nadi  «jlnem  elnfMcn  fleiii»«  fmlMreilfeiid«  giiiit 
gemeine  Femiel  flir  des  Flielieaiolialf  gestattet, flie  umnittellMrt 
GloCIlbrai^  der  gemeeeenen  Seiten  der  Figuren  und  der  im  der 
Nndei  der  Booeeole  gemachten  Abiesungeo»  also  der  Stficlit, 
weiehe  bei  Meeanngen^  mit  der'  BonatMle  die  unmittellwre  Beob- 
aebtung  giebt  r 

Für  ilie  iMessunc  n)it  sogeiiaiuiten  SpringständHit  lassen  sich 
ähnliche  Formeln  ent\\  ickelii ,  wobei  es  jedocb  nütbig  ist »  die  bei- 
den foigeodeo  Fälle  zu  unterscbeideo. 

Wenn  n  eine  gerade  ZabI  lat,  ao  nehme  man,  an,  dasa  6w 
Beuaaole  in  den  Punkten 

A^t  Jt^9   A^t  ^$  >•••»  ^ 

aufgestellt  worden  sei;  dann  bat  man  mit  AiMvondtmg  gani  Sbn^ 
lieber  BeaeicbnunglBn  wie  vorher  die  leigenden'>Gleicbungen: 

0:5  =  a-4  +  I45 .  COS  («44  —  Cö)  ,    ^4  =^  -|-  «4^  .  »hl  {«4ft      u)  ; 

o.  a,  «V«  . 
^  3N— 4  +  *^-4 » •         4f  »-t    •) » 

■ 

Sf»-a  =        —       , «-» •  «in  («•-« ,  «-1  —  ») ; 

Xn~i  =  +  *«-«,  «-1 .  cos  («»-«,  «-1  —  ö») , 
jTs^  SS  ji^B -f        a-i. ain{fl^a, m^t-^a); 

Xu    sssA^i  — «i-i.ii.eoa(^,ii-i^ia), 

^«     =^11-1  —  #ii-i,ii.*'in(o«,«_i — w); 

9k    =3ta4'«Mi*«iD(aia— <»); 
nad  folglicb  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 
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dmcä  Üe  wäidtr  ßtmtaie  ttmae/Um  Meäsumgen.  |^ 

T  112*34  sin  (a^  -a^)  ^ 

T^t^  »in 

IL  S.  IT. 

■  • 

T^«iii-M»Bin(ote^fl4i,Nla)  . 

±«B  «ii-4  ,  «       Ks  —  «il,  «-4) 

-r  •  I 

U.  8.  W. 

7  <M>^i ,  <i  si  n  («(||  ^  Ate ,  M-a) 
u.  8.  w« 
u.  ».  w. 

±Sm^,  tt-tJü-«,  «.isinC«»^,  »-t  —  «b^«,  „_i) 

*F*»—S,  «^''^  (««-S,  n-3  —  er»,  n^l) 

db*»-«,  n-i'n-i ,  n  sin  («„_a,  n_i  —  on,  «-i). 

■ » 

Wenn  n  eine  uogei^ftde  Zahl  ißt,  po  {ifelle.  mun,  die  Boaseole 
it  des  Pookteo 

^1»   4l»  -^s*   

aiT,  abd  kat  daon^te  foYgenden  Gleichungen: 

~     —     .  cos  (dy^  —  oj) ,    ^3        —  ««.^111  (a,^—  n) ; 

t  II»  e«  !?• 

'I  J*»-«^3^n-»  —  Ai-^,«-ii.«ln(«f,H-t,«--s  —  «0; 
^üM— 1 = ir«— «  +  *fi-a ,  1 .  cos  «-i  —  •)  , 
Sfm^^  =  jTn-t  +       ,  «-1 .  «In  (««-•,      — «) ; 

«■  tii-li«. CO« («n, —  •  ' 

« 

3fi*    »3fi»+«gi.nin(«toi— «0; 


•  ♦ 
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also  Mcb  7) !  1  ^ 

8*)     2J  =  i:*,i*M«in(ai,-i%t)  '    '     '  J 

u.  s.  w.  *        •  ' 

# 

±  ,  »»in  («II  —  ««,  ii-i) 

o.      W.  ' 
i:  «84  «"-1 ,  ■  «'« («»4  —  «• .  •-») 

U.  8.  W. 
O.  8.  W. 

±Sm-^,  m-tim"*,  n-i  sin  (o«.t ,      ^«ii-s,  «-l) 

db       «-1      >  •     (^-*  t  »-1  *~    » «-t)* 

Fflr  die  Zeichen  gilt  iii  allen  diesen  Formeln  die  aus  dem 
Obigen  bekannte  Re(]^el.  die  man  jedoch  jetzt  für  den  vorliegen- 
den  Zweck  am  Besten  atif  foltrende  Art  ausspricht:  Man  muss  io 
den  vorstehenden  Formeln  tür  den  KlächeninbaK  dee  necke 

die  obereo  oder  uiitereo  Zeiefaen  oebmeDy  jeDacbdemT  mati  eieb, 
um  den  Umfang'  dieses  nbclce'naeh  der  Ordaang  der  Eeken 

BD  dnrchlaiifee',  in  Hnglelebem  oder  gleiehen  Ahme  alt  der  Ricb- 
tong  bewegen  mnjWt  naeb  weleber  aof  dem  Limbne  der  Bona- 
aete  die  Grade  voo  0  bis  360«  gesiblt  ^«d! 

Die  Formel  7),  welcbe  deni  Falle  entspricht,  wenn  die  Bous- 
sole  in  allen  Pool^ten  der  Figur  auff^estellt  worden  ist,  nrollen 
wir  noch  an  einem  Beispiele  erläutern.  Da  mir  gerade  keine 
wirklicbeo  Messungen  auf  dem  Felde  mit  der  Bonssole  zu  Gebote 
standen,  so  aelcbnete  leb  mir  anf  dem  Papier  «in  Secbseck, 
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desMn  Seiten  mit  eiuem  iteijOogf^a  A|aa«#«taJb« ,  bei  wel- 
9k*  Baih^n  atf  deo  j^nmMken  D«ci«iaUi»ll  gpnfcfmf^ 

BoDMol«  ftvf  drai  Papier,  to  das*  alao  vod  einer  gewifMii*.Ge- 
iwaigkeit  hier  ger  niclit  die  Rede  seio  kann»  auf  welehe  mir  ea 
aodi  gar  nicht  atakam,  ila  leb  bkaa  ein  Aedhaenga-Beiaiilei  flir 
die  Fennel  7)  Üben  wellte*  ^  .  . 

Die  gegebeoff  F|gar  war  4as  Secbaeck 

und  die  Ordnung  der  Ecken  ii>ar  mit  der  Richtung,  nach  welcher 

auf  Her  Roussole  die  lirade  von  0  bis  360*'  !»ezahlt  sind,  ^leicli- 
stimmig.  Da  man  also  hiernach  in  der  Formel  7)  die  unteren 
Zeichen  nehmen  musa,  ao  hat  man  für  den  Fail  des  Secliaecka 
die  folgende  Foippel}  i       ,  , 

f.  Äleq    %a%i«b>(^»— ohi)  ^.  . 

+  *ni6«*^'»(«IS  — «6«)  ' 

woraus  man  zui^leich  siebt,  nie  ieicht  dieise  Formeln  ihres  sehr 
einfachen  Gesetzes  wegen  im  Kopf««  zu  beliallnt  »ind. 

Ati8  den  freilich  nur  st^hr  mlit*»  Messun'^en ,  die  aber  f0r  den 
vorliegenden  Zweck  völlig  geo.üsQn.  ergab  sieb: 

.     1^,  s  4?>,y  =47«'  =  69»  .Ä' 

<^=38  .8  =388  o^j=:938  .45 

f4»  s  32  . 4  =324  « J^'  09  .45 

#^  =  48  .  7  =  487  a«j  =  318  .30    '"  '  * 

'      J»i  =  87  .2  =872  6„=223  .30*) 


*)  aa4  «gl  waren  mit  geraeiwen  word<'n^,  ^inA  aller  aur  Berech- 
naag  des  FlieheniBhalU  nicht  erforderlich,  ^stfirlicli  iiönnen  die  abea 
alshsadsa  CMiMsa  da»  beiden  BedingongmttIchNmgcii,  diä  «wischen  den- 
Mlhsa  JedsnMft  •iftt  f ndtp  masssa.  alsbt  vallslisdig  gtnigea. 
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186      6 runer t:  AusärueH  äa  McheninktUU  einer  ftgtir 

A!ro  hat  man  fole:en(le  f>iffer#»T»7<t*n,  wo  die  ihrer»  abi^oiiiteTi 
W-erthon  rmch  W  nicht  übersteigenden  Winkel,  von  detien  die 
SWmib  7a\  nehraeo  sind,  in  Pareiithesefi  eingescWosÄeiii  ^g«tigt 
worden  »ind:  »     *^  '   '         •    '      S;;  - :. 

«I«— «i4=— 275  .  0    (H^85  .         «    -  J 

6  .  *   (-  * ;  a»  ' 

«i.-««!**^-^««»^'»^*  ^+74  .4«) 
"       '  tt„~ai4±=— 206  .15  "  * 

■-  ••-.•l«T=.+  f«,-.«..  .,•  ,  . 

«^^^«^=  +  269  .  0    (—89  .  ' 

o^-a^=— 248  .45     (+  68  .  45) 

log,,,  =,2.673942  , 
logi«= 2,770701 
iog«n(«,t-ff»)=9^42Pk,> 

log fj» =2,673948  ■'  ' 
log«,4=3  2,5888;$2 
l<^aiii  (a,t—  «^4)  «»>998844 

«^milA     am.  ^  ^:WMiQ^i<  -  . 

'  lo5*42=^2,ß73942  " 
Iog*45=2,5l0545  ,  '  '       r  i  n 

log«ln(iHt- «Hti)=9,0i923S,  -  « 

4/2037%    niiin.i=-  109663 

locjf,  2=2,673942  "  Ü 

log*m(a^^q^)=:9,984432  ^ 

5»346903     nofli.  ^  :f  2'2I770»0 

log  1^=2,776701 
log'«4=2'58vS832 
logaip(«»— ay^)  1^.645706 

6,mi29»  iiin.e:4^1MI81,7 
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log«u=:9;77870l 

logtiii(ato —<^,)as9,M8010 

5,236150 

log*„  =  2,776701 
log  *a<,  =2,687529 
log  sio      — om) = 9,ü 1 9235 

4,483466 

log  534= 2^888832 


nuni.  =  ^  172248,8 


30441,4 


5,09931  ]«    num.  s  - 128802,9 


logf84=2,588a32 
log  2,687529 
log«m(a,4-  a,5)=9,539223 


+  6640U) 


4^16684 

log«4»s%6l0545  ' 
log<Ms:s2,887820 
log  fin  (11^  -  «m) =9,988420 

5,167494     num.  =  |- 147099,7. 
Also  indet  man  den  Inhalt  durch  folgende  Rechnung: 

'  -26:1065,0 
^    +  182439,2  - 

-^i^  "80625,8  h 

I . -»-"WITT 
,1*221770.0  t, 

.    I  125158,9 

^    f  10262J7 

+  2-2778ü,6  . 

I  2*'^'-'^^'^ 
'  +400029,4 

'    iaoMi?t  ^' 

''''  +  430470.8  ' 

f  304777,9 
^  65401,0 

.  +370178,9 
+  147059,7  r 

2Js5l7238,6 
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Carl  Friedrich  üauss  Werke. 


XfIT. 

Carl  Friedrich  Gauss  Werke. 

HermuBg^eben  von  der  Königlichen  GeseÜNchalt  der  Wissen- 
schaften SU  Göltingen, 


Vorb«iii«rkaD9  des  Hersusgebers. 

Die  Kr»niglicb  Hannoversche  Ge«ell»Llia(t  der  Wissenschaften 
in  (äiUtin^en  hat  beschlossen,  eine  volUtfindige  Ausgabe  der  Werlte 
von  Gangs  in  sieben  Bänden  in  Quart  zu  veranstalten,  wudiirch 
Dieselbe  sich  den  gnlssten  Dauk  der  Mit-  und  Nachnelt  erwerben 
wird.  Diese  Werke  sind  ein  ewig  unvergängliches,  hoch  erhabe- 
nes Monument  deutschen  Scharfsinnes,  dovtsdieQ  Fleisses  vnd 
dentieher  CSrflsse,  sowohl  im  ANgemsinen,  nk  nnch  in  unsorar 
herrlieheo  Wissenschaft  im  Besonderen,  und  die  VernnslsItnoK 
einer  ▼ollslindigen  Ansgabe  derselben  in  schönster  nnd  treflieln 
stsr  AnssCsttnng  durch  die  Königliche  GeseUschsft  der  Wissen- 
sebalIeD  in  ütttii^n  ist  ein  für  nlie  Zeiten  denkwflrdiges  Fsctnm 
in  der  Geschichte  der  Mathematik,  von  tvelchem  auch  in  diesem 
Archive  Act  zu  nehmen  d^r  Herausgeber  lür  eine  besonders  freu- 
dige Pflicht  erkennt.  Für  die  Leser  des  Archivs  nuiss  die  von 
der  Königlichen  Ciesellschaft  der  Wissenschaften  erlassene  An* 
kilndi^Ting  der  Gesammt- Ausgabe  der  Gauss'schen  Werke  schon 
deshalb  überaus  wichtig  nnd  interessant  sein,  weil  sie  darin  ein 
vollständiges  Verzeichniss  aller  Arbeiten  des  grossen  (iennu  trrs 
finden,  weshalli  der  Herauscjeb»  r  durch  einei»  ganz  nnverkürzten 
Abdruck  dieses  wahrliait  historischen  Duruinents,  ^^ie  er  im  Nach- 
stehenden —  und  zwar  im  Archive  selbst,  nicht  bloss  im 
]>iterarischen  Berichte  —  gegeben  wird,  dem  Interesse  seiner 
Leser  am  Besten  zu  dienen ,  und  auch  am  Meisten  die  Wfirde  des 
Gegenstandes  im  Auge  sn  hebalten  geglaubt  hat. 

Greifsvrsld  am  25.  Mira  im  Der  Herausgeber. 


Digitized  by  Google 


Nach  dem  Tode  von  C.  F.  Gati«8  hat  die  Küiii^Hche  GeseK- 
scbaft  der  WisHenschaf^en  zu  Güttingen  die  Herausgabe  seine» 
literarischen  Machlasse«  übernomraeo.  Da  aber  viele  seiner  ge- 
druckten Werke,  namentlich  die  Disquisitiimes  arithmeticae,  schon 
•dl  langer  Mi  nieht  mehr  in  Bttchbandel  sind  und  der  Wunseh 
nach  einer  nenen  Auflage  derselben  immer  reger  geworden,  so 
bat  die  K5nigliche  Gesellschaft  bescfalosseo.  eine  Ausgabe  von 
Gauss  simnilliehwi  Werken»  mit  Einsehhiss  des  Machlasses«  su 
f emslsitoo. 

Von  den  gedruckten  sind  noch  mehrere  im  BucfihandpI  vor- 
banden, wiewohl  tbeib  in  wenigen  Exemplaren,  wie  die  Thenria 
motus  corporum  toelestiam,  theils  als  Bestandtheile grosserer  Sam- 
melwerke, wie  die  in  den  „Abhandlungen  cler  Königlichen  (ietiell- 
schaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen"  und  in  den  „Resultaten 
aus  den  Beobachtungen  des  roagneti^cben  Vereins  in  den  Jahren 
von  1836  bis  1841"  enthaltenen.  Es  hing  diher  das  Erscheinen 
4»  ,»Slm«illleien  Werke<''des  grossen  VoMlsrbenea  von  der  Z«- 
stimmmig  der  Verlagshsndlsngen  Jener  Werlte  ab.  Um  s#  mehr 
terdftont  es  dsnhbare  AneiheRttongt  das»  diese  Boebhandlmigeii, 
i«  dem  Bestreben  >  das  hübdre'fnlsresse'deutschir  Wissensehäft 
in  dieseni  Unlentiebmen  sn  befMom,  aaf  die  von  der  KAnigHohen 
Gesellschaft  an  sie  deshalb  ergangene  Anfrage  ohne  alles  Beden« 
keo  ihre  Zostimmnng  so  erthoilen  sieb  bereit  gefunden  -haben; 
blos  die  Buchhandlung  von  Andreas  Perthes  in  Gotha,  welche 
die  Theoria  niotus  corpornm  coelestium  in  ihrem  Verlage  bat, 
versagt«'  die  Zustimmung,  und  e«  haben  auch  die  mit  derselben 
geftihrten  Entschädlgungs- Verhandlungen  zu  keinem  Resnlfate 
geführt.  Fs  wird  also  vor  der  Hand,  bis  die  Verlagsrechte  er- 
loschen tiinri.  die  Tbooria  niotus  von  der  sonst  vollstSndigen  Aus- 
gabe ausgeschlossen  bleiben,  den  Fall  jedoch  ausgenommen,  dass 
eine  zweite  Auflage,  nachdem  die  wenigen  von  der  ersten  noch 
vorhandenen  Exemplare  vergriflen  worden,  nicht  zu  Stande  kom- 
men sollte. . 

■ 

Von  grosserer  Wichtigkeit  för  die  Wissenschaft  ist  die  fler- 
ausgäbe  de^  handschriftlichen  Nachlasses ,  ,  welcher  durch  seine 
Reichhaltigkeit  und  Bedeutsamkeit  fär  doo  ganzen  jetzigen  Zu* 
stand  der  Wissenschaft  In  stofflicher  sowohl,  wie  historischer 
Beziehung  hohes  Interesse  bietet. 

Zu  diesem  Zwecke  haben  die  Gaussischen  Erben  nicht  bios 
alle  «nf  sie  abergegangenen  Autorrechte  an  die  Königliche  Ge- 
snibchaft  der  WfsMliscbaflen  Ubeitragen,  soedsm  babCD  ansh 
Uber  den  gansen  wissensehaftUcheo  Nachlas»  to  sehrfier  Wehe 
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twßfgt,  dm  d«r  Kaii%licbm  G€«»ll»cfcAft  4*r;  WlflfMriiartea 
Mm  %wmiäim%  itauelbeii  yoIIIa»imii  frti  gMtdlt  lat 

Zugleich  ist  durch  die  Lib(»r!i!ität  Her  Koni£;Hrh  Hannoverschen 
Regierung  die  Gaossischc  Bibliothek,  in  « elcher  sich  sehr  zahl- 
reiche handschrirtlirhe  Kemerkungen  von  grossem  Wertbe  vorfio- 
den,  zu  dieseiD  Zwecke  geMuniien  worden. 

'  I  l  ■_  r  I  ■  ■ 

"  r 

Sofort  meh  dem  Tod*  des  groMOO  HftuMt '«»■r4e  dle'Aw-- 
^ahniiig  des  Unternehmens  beschlossen.   Aber  es  erlitt  dailmb 

eine  Verzögerung,  dam  Lejeune-Diriehlet,  wdeher«  an  seine 
Stelle  nach  Gnttingen  berafeo,  die  Bearbeitung  des  ganzen  hand- 
schriftlichen Nachfasses  flbernomnien  hatte,  ebenfalls  der  KSntg> 

Hohen  Gesellsrhaft  nnerwartet  dnrrh  den  Tod  entrissen  %varde, 
und  /war  ohne  von  den  durch  ihn  (Ür  die  HemusLMbe  weit  gefi)r* 
derteo  Vorarbeiten  etwas  schriftlich  zu  hinterlassen. 

,  Diee«  Verarheiten  m«sst«n  Miit.  wieder  reo  vom  begönne» 
«erden.  Es  sind  daher  die  steyntliebei»  llenaecii|rta  von.Nenen 

geordset,  nach  ihrem  Zusammenhange  mit  sUen  flbrigen  Gausa- 
ischeu  Arbeiten  durchforscht  und  tbeils  unter  einander,  theils  mU 
den  schon  gedmefcten  Werken  In  die  fflr  das  Verskäodniss  fiber- 
eiehtlichete  und  svreckoiässigete  Verbindung  gebracht  worden* 

Die  «am lut Iii  heil  Werke,  die  gedruckten  sowohl,  wie  dit-  un- 
gedruckten, sind  nach  ihrem  Inhalte  in  mehrere  Haupt^ruppcn 
vertheilt  worden.  Die  erste  Gruppe  umfasst  das  Gebiet  der  hühe- 
ren  Arithmetik,  die  zweite,  dritte,  vierte  und  fiinfte  umfassen  der 
Reibe  nach  aus  der  Analysis  die  GeUete  der  »algebraischen  Funetio- 
nen>  der  Gaweaiscbea  F-Fsnetlop»  der  elllptiachen  Fvnctienen 
und  der  Interpolations-Reefannng,  die  sechste  das  Gebiet  «^er  ana- 
lytischeo  Geometrie,  die  siebente  das  der:  Methode'  der  Uelnften 
Qnadtate't  die  .achte  das  der  uiatbemallseben  Physik,  die  nennte 
das  der  Mtronomle. 

In  jeder  Gruppe  werden  die  schon  früher  puidicirten  Schrif- 
ten, meist  in  ciironoiogischer  Foljje,  *len  ersten  Platz  einnehmen. 
Die  eigentbfimlichen  Gesicbt^^punkte,  die  Gaui^^^  Neii>st  in  kur- 
zen Berichten  von  vielen  seiner  Abhandlungen  in  den  Gottingischen 
gelehrten  Anzeigen  gegeben,  oder  einzelne  Sütse  und  Methoden, 
die  er  darin  besonders  bervorgebotran  oder  erl&otert  hat,  iiesse|i 
es  nweelonftssig  erscheinen»  den  Ahhandinngea  Jeder  Gruppe  diese 
Mhnlanseigen  folgan  an  lassen,  denen  sich  alsdann  noch  die  von 
Gans«  herrSbreiiden  Receonleoen  anderer  Vi^erko.  die  dem  In- 
.hatte  4ec  Gnifpe  angeMken  4Pder  in  nishaler  Bemahng  dun 
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mögen.  .      .,  •  , 

Cntt'i  den  im  Nachlas»  vor^eluiMicneu  Schriften  finden  sieb 
zahlreiche  IVIanuscripte,  deren  Inhalt  in  den  von  Gaulis  «elbst 
publicirten  Werken  schon  folletiiidUt  enthalten  ist  E«  ist  %ls 
I^.^el  aDßtenommeD,  dieaelben  mibertfcksichtigt  tasflen«  ^iiaaw 
wa,  ain^  in  iho^n  niedergelegte  Metbade ,  eine  .^eilweiaa  Var8f- 
fentlichung  \\  finschenawarth  erscheinen  liaaa. 

Zu  den  vorgefundenen  iSciirüten,  weiche  abgedruckt  werden, 
gehören  vnr  Allem  «Ue  achte  K^ection  der  Dioquisitiones  arithme- 
ticae  und  ^laue  vollkommen  druckfertige  Manuscripte,  unter  an- 
dern eine  Abbaadlung  über  iaterpolaiioB  and  eine  ihm  dia  Sü- 
rungen  der  Pallaa^  Andaii»  MMMMciipta  dagegen ,  van  -danan  aiafc 
oft  ▼tele  aof  einen  nnd  denselben  Gegenatand  besieiien  und  gegen- 
seitig ergiinsen»*  atamman-  üefat  aus  aefcr  Mfscbiedenen  Zeiten 
Mpd  findep  sieb  so  xeratreutp  dasa  aie  zum  Zti-eck  jd^  V^rJ^^f^' 
liciiong  erst  sorgfiilti|r  snsammengeatellt  «rerdea  niii;ssten:  aneb 
aie  werden,  a«r  mit  Venneidung  unnGlbiger  IViederholongen,  nn- 
veifbidert  abgedruckt  werden^  An  einigen  Stellen  haben  jedocb 
kurze  Noten^hinzugefOgt  werden  milsisen.  um  den  Zusammenbaag 
liersastellen  nnd  das  Verstftndnisa  möglich  zu  niacben.  Zu  diesen 
Schriften  aua  dem  Nachlass  geliSren:  die  Bestimmung  der  Ansabt 
der  Classen  der  hinärpn  Formen,  die  Fortsetzungen  zu  den  publi- 
cirten AbhandliH)<ren  über  die  biquadratischen  Keate  ui^d  die  Un- 
tersuchungen über  eili|ftische  Functiooeo. 

Von  diesen  Gruppen,  in  welche  die sinntlicben  Werke  ihrem 
Inhalt  nach- ^erthetit  sind,  wird  die  erste  In  swei  Bftnden  erschei- 
nen, die  Kwette»  dritte»  vierte  und  fünfte  werden  den  dritten  Band 
bilden ,  die  sechste  und  siebente  den  vierten  Band ,  die  achte  wird 
den  fflnften  Bmd  und  die  nannte  die  beiden  letsten  Büda  iw* 
fassen. 

SHmmtliche  Werke  werden  also  In  aleben  Binden  unter  fei- 
geuden  Titeln  erscheinen: 

I.  Disquisitiones  arithnieticae. 

II.  Höhere  Arithmetik. 

III.  Analyais. 

IV.  Geometrie  und  Alethode  der  kleinsten  Quadrate. 
V.  Mathematische  Physik- 

Vi.  Astronnniio, 

VII.  Theoria  motus  corporum  coelestiuni« 

.Die  Theoria  matua  corpomm  coelestlaB  i«i  irfnirf  gtniallt 
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worden,  ffir  de»  Fall,  das8  ihr  Erscheinen  erst  nach  Erluscheo 
(der  oben  erwähnten  Verlag^rechte  erniüglicbt  werden  ^sollte. 

Zur  n&heren  lüiusicbt  diene  endlich  folgende  aueltthrüelM  la- 
lialUaiigdbe  der  eiMeloeii  ttiade. 

I.   DISQUißlTIOMfiS  AJUTHUETICAE. 

(Dieeee  im  Jebre  1801  erecbieoeee  Werk  wird  hier  In  onv«r 
indertem  Abdrnek  wiedergegeben,  nur  werden  lar  besseren  Dsbsh 
siebt  die  Hanptfermeln  In  eingerttckten  Zeilen  bervergeboben,  die 
efaisdnen  Absebnitte  und  die  Seiten  ndl  den  nas  dem  InbnUsfM^ 
■iiebiiiese  ertneinienen  UebersobriHen  Teieeben.  Diejenigen  üe- 
lisen,  webbe  Ganse  in  eebi  Hnsdoenipier  singesebrieben  bit, 
ond  die  HMlst  die  Dein  der  Entdeokung  der  Hnnplsltse  «ngdbw. 
i>erde>  nie  Anbnng  in  diesen  Band  adgenennMa.) 

BASD  n.  HöHBBB  AssmusnoL 

Abhandlungen.   Theorematis  arithmetici  demonstratio  nova  (tertia). 
(1808.) 

Sammatio  quarunidam  eerleram  singulariam.  (1808.) 
Theorematis  fundamentalis  in  doctrina  de  residuis  quadraticiM 

demonstrationes  et  amplificationes  nov.  (1817.) 
Theoria residuoram  biquadraticoraro.  Goinni.1.  etil.  (18^.1831.) 
Selbatawkeigen  dieser  flinf  Abbandinngen. 
ilfis^^  (Dalberg)  Rechercbes  snr  llrrddnctlbllitd  Aritbmdli» 

qoe  et  Gdom^trlque  des  nembres  ete.  (1809.) 
C  b  e  r  n  a  c  Cribrom  Aritbtnetlcum.   (1812  ) 
Burekbardt  TaUes  des  dWieeum.  <]8I4.  1816^  1817.) 
Erchinger  Censttfnetlon  des  StebetosehnSebn.  (1825.) 
Seeber  Untersnebnngeo  aber  die  EigeesebaClen  der  pneitifes 

ternären  qeadfatiseheo  Fernmii.  (18U.) 
UmehUM.  Dtsgnisitlenee  aritbmetleae»  eeclie  oelnva.  - «  < 
Diaqvisitionugi  circa  aeqnationes  pnras  niterior  evoliitio« 
üdmonstration  de  quelques  Tbdor^mes  coneemant  ies  pdrlo- 

des  des  classes  des  fornies  binaires  da  secend  dc^rdu 
Bestimmung  der  Atitsbl  der  Classen  der  bioftren  quadratiecbea 

Pemen* 

Geemetrisebe  Seite  der  tenilren  Formen. 
Tbeorie  der  biquadratiscben  Reste. 
Nene  Tbeorie  der  Zerlegung  der  Guben. 
Qnndratomm  nnmerie  prlmls  dlvlsomni  residua. 
Verwandbing  gemeiner  BrOebe  In  DedmalbHIcbe. 
Freqvens  der  Primsablen. 
Zor  Osrdete^le. 
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A.  Aif«brai««lk«  P«actlotf#ik' 

Jii<wifliiwygii>  Denumstratlo  aovi  theoMiati«  ttnnen  fimctioiieai 
fe^ebrtlcam  nrtionkiteiii  integrum  «tc.  (1799.) 
Demonstratio  aova  altera  thoorenbatia  onoam  lanctionem  atga« 

bralcam  ratioaateiii  Intesram  ete.'  (1815.) 
TbeorMaatia  de  reaolnbilitatofoBctioaam  algebraieanini  iategrar. 

fn'  factores  reales  demonstratio  tartia  (1816^) 
Beweis  eines  al^braischen  Lehrsatzes.  (1821.) 
Beitrüge  ztir  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen.  (1619.) 
Seibstameigen  der  zweiten,  dritten  und  fflnften  Abhandlaag, 
Ämiigem*   Coytier  Recherches  mathtfmatiques  ou  diverses  qaa- 
«tlons  non  r<^8o?Hes  o«  dont  fa  fsolutlon  etc.  (1813.) 
Foorier  Analyse  des  öquatioos  d^termiodes.  (1833.) 

B«  Gaosaiscbe  F^Pnactioa. 

Akkamdkmgen,  Diaqniaitionaa  geaeralos  dica  serleai  iainitaai  etc. 

Pars  prior.  (Art.  1-37.)  (1812.) 
Motliodas  aova  iategraliaai  mloras  fmr  approKimatioDein  io« 

veniendi.  (1814.) 
Seibttamteige  dieser  beiden  Abbandlunieaa. 
AteAloat.   Detenaiaatio  seriei  nostrae  per  aeqaatioaeai  'dÜerea- 

tialem  aeeandi  ordinis.  (Art  38—67.)  • 

r.  Elilpfiseiio  Faaetionon. 

Abhandlung.    Determinatiu  attractionis,  quam  in  punctum  quodvis 

positionis  datae  ezerceret  planeta  «te.  (1818.) 
SeiösUumeige  dieser  Abhaadlung. 
iWirillMit.  Zar  Theorie  der  eeaea  Traascendebten. 

Ameige,  Pfaft  Mefhodas  generalia,  aeqoättoiiea  differenfiäniiB 

partialinro,  nec  noa  aeqnationes  etc.  (1^15.) 
iKacsiAua*  Tbeofia  laterpcilationis  nethodo  oova  tracfata. 
Bemgrthm^B»  über  maOienuifftcke  Tafein.    (Gaossiscbe  Loga- 

rithneo,  Tafielo  voa  Prasse»  Vega,  Pasquieb  etc.) 

BAKD  IV.   GEOMKTBIE  UND  ME  1  HUDE  DEB  KLEINSTEN 

QUADRATE. 

A.  Geometrie. 

AMumikmfmk  Ailgeaieiae  Auflösung  der  Aafgabe?  die  Theile 
einer  gq^ebeaea  FIfiche  aof  aiaer  andern  etok  (1822.) 
Disquisitiones  generales  circa  soper6cies  corTas.  (1827.) 
Uaternuchungerf  über  Gegenstfinde  der  bftbera  Geodisie. 
«  Abhandlung  L  and  a  (1843.  1848.) 
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YmekMeme  4^fMlkw.  Znrirtc«  mit.  GMntelrie  4cr  Stellang  von 

Bestimiiiiiiif  d«r  ]si^iitea  Elli|Mea  irelf^li«.  die  vier  Sellen 
eines  ge|;ebeiifii  Vierecl^e  beHllirt».  (18JI0«) 

Auf  iSeung  einer  geoinetriacbeBt  Aiilgiri»e  (betreüenil  4ne  ebene 
^nnftek).  (im).  . 

Elementare  Ablellviig  .eine«  snenit  m  Legen dre  nufgeelali- 
ten  Lehreetzee,  der  «pbSriaiphen  Trjgnaenietrle.  (1841.) 
imif^ßn   Mollweide  de  Methode^  A.c«^l»ln#de  adhHillft  nd 
retionein.  In  qiea  inter  ee  «nnt  latus-  ele»  (UNN^  . 

Monge  Gdorndtrie  deeeriptive,.;  (JSia)  . 

Hereeb  e  I  .älter  eine  merkwj|idigf  Aeertednag  des  C  olea  iaeben 
Lebraal|(ea.  (1814«) 

Mollweide  über  eine dnnkle Stelle  in  Plato'a  Menon.  (1814.) 

Schwab  ComitientaHo  in  primnin  elemenforan  Enelidit 
Hbrom.  (1818.)- 

Metternich  vollständige  Theorie  der  Paral!el*Llnlen.  —  Mal- 
ier, Theorie  der  Pamllelen.  (I8S3.) 
Nmehlüu,  Pothenotsche  Angabe. 

Zv  den  Untersnchongen  flberOegenatltaide  der  hOhe»ii  #eedlft>ife 

Pentagramma  mirißcnm. 

Zar  Geometrie  der  Lage« 

B.   Metbode  der  kleiosten  Quadrate. 

Abkandhrngen,  Theorie  coiuftinationia  obaervation^m  erroribna  liii* 
nimls  ebnere.  Pars  I  et  IL  (1821.  1823,)         ^ , 
Snpplementnm  Theoriae  combinationia  obaervationam.  (1$^) 
ßeit&uimeigem  dieaer  Abhandhiogen. 
Vertd^ieaemi  Ampendmiß^m,  Beetimmnng  d^  Genaeigheit  der 
obachtongen.  (1816.) 
Anwendung  der  Watirseheinlichkeitsrechming  auf  eine  Aj||f|^^ 
,^  ^  der  praetiaehep  Ge^ metri^.  (18^.).  ^ 
Anwendung  der  Metbode  ^er  jkleinsten  .^pailrate  anf  ehnme> 

metriache  Llngenbestimmung.  (182!r.) 
Aewendeag  anf  Bllanareehonag  der  Wittwencasae.  (1845^) 

BAND  V.   MATH£MATISCHB  PHYSIK. 

MkUUUimffen,    Theoria  attractioni«  oorporma  aphMfnMhNieei 

ellipticorom  homoffpneornm.  (1813.) 
Uober  eii>  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  Mechanik.  (it$29.) 
Principia  generalia  theoriae  figurae  Iluidorum  in.  statu  ae^i* 

librü.  (1800.)  vi  .        !  . 
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Iiiteiiäitaä  vis  magneticae  terrestris  ad  nensurann  abfiolotam 

revocata.  (löJS.) 
Allgemeine  Theorie  des  Erdniagnetismus.  (1838.) 
Allgemeine  Lehrsfttze  In  Bi»iefaun^  auf  die  im  ▼«fceliplMi>'V#f 

hältnisae  des  Quadrats  der  Entfenrang  etc.  (1839.) 
Dio|ilf<scbe  önttrsueHiiiigeti.  (1840.) 

SelbMtanteigen  der  ersten,  dritten,  vierten,  sechsten  und  sieben- 
ten Abhandlung.  '  ^*  "  

Vergckiedene  Auftät%e  über  MofneUsmu»,  Erdmagnetismus  und 

M.Mi^Tietonif'f  er.  (IS3R.) 
fcanle'üuiig  in        Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  mag* 

nntischen  X'ereins.  (1836.) 
Ein  neuff;  Hiilt.sniittol  (Vir  die  niaijnetisch.  Beohachtungen.  (1837.) 
Ueber  ein  nf  uc  .s.  zunächst  zur  unmittelbaren  Beobachtung  der 

VerMnderungei»  in  der  Intensität  etc. 
Anleitung  zur  ßfstiniiuung  der  Schwingungsdauer  einer  Mag* 

netnadel.  (1837.) 
Ueber  ein  Mittel,  die  Beobachtung  von  Ablenkungen  zu  er» 

leichtern.  (1839.) 
Zur  Besitimniunu  r!(>rronstanten  de«;  Biülarniagnetonieters.  (1840.) 
Vorschriften  zur  iiere(:liriun<;  der  magnetischen  Wirkung,  welche 

ein  Magnetiäfab  in  <]<  i  Ferne  ausiibt.  (1840.) 
Geber  die  Anwendung  des  Maznetnmeters  sur  Bestimmung 

der  ahsofiiteii  Oedination.  (1841.) 
Beobachtungen  der  niagnetiHch.  Inclination  zu  Güttingen.  (1841.) 

k»($at%e  übtr  vencküdmiä  00§e$Mäm4e  der  mMmnaHseäen 

Faodamentalgleichungen  für  die  ßewegung  «cbiverer  Kdrpet 

auf  der  rotirenden  Erde.  (1804.) 
U,eber  die  achromatischen  Doppeiobjccttve,  besonders  in  Rfick- 

sicht  der  vollkommnern  Aufhebung  etc.  (1817.) 
Brief  an  Brandes  über  denselben  Gegenstand.  (1831.) 
Berichtigung  der  Schneiden  einer  Wage.  (1837.) 

MtitmH9che  ßeobaehttmgen,  (1 1  Mittheilungeo  io  den  Resultaten, 

Aatranomiaclppo.  lfi|i;i|rifJiteii  nffA  Pogg»  Anoalen.) 
inütff   BeiiaeDberg  fite  die  P«lt«ti«ciie  Tlwori«.  (1830:) 
Fiseher  praetisebe  Anwelating  aar  ratbeHbaftfn  Verfettigang 

kiinetlicber  Magnete.  (1832.) 
Geftliog  über  dSe  oetie  Einrichtung  den  mathematiach-pbyei- 
ediecten  inetltiili  in  Mefbnrg.  (1844.) 
WtMtm*  OmidgeMt^  Hir  alle  WeeiiiehHrkinig«ii  giKaniecher 

8llgM. 

Wirkaogen  eine«  leBchtenden  Punkt«  P  auf  einen  Punkt  p. 
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BiJEDYL  iüBTBOHOMIR. 

A.   Theorie  der  Bewegung  der  Himmelskörper. 

mmikai§m»  DieqoiaHio  de  elemmitiiallipMtfPallsdfecseppe- 
vitiottlbii«  Mneram  IW.         IM  Me.  (IBia) 
Obser? ationefl  comelae  Meimdl  a.  1813^  te  «Imwv.  OeHfageiw 
faclM  aiQecti«  nommllis  «dnott.  etc.  (1813^) 

8elh9tamiigen  dieser  beiden  Abbandlnogeii  mid  der  Tbeeria  boIh. 

VorechrifteOf  ein  ane  der  geoeeolrieebeD  Liege  etid  Breite 
einee  HImmelekSrpere,  dein  Orte  etc.  (1802.) 

Verelnfacbiing  der  Redraung  filr  dfe  geecentriecben  Ocrtcr 
des  Planeten.  (1804.) 

Üeber  die  Grensen  der  geocentriscben  Oerter  d.  Planeten.  (I80i) 

Der  Zodiacos  der  Juno.  (180S.) 
^  Sommarische  Uebersiebt  der  aor  Bestimvnag  der  Bnbaen  der 
beiden  neuen  Baaptplaneten  angenrandten  Metbod.  (IM.) 

Ueber  die  Tafel  für  die  Sonneneoordinaten  in  Beaiebnng  inT 
den  Aequator.  (1813.) 

Ueber  die  Rechnung  mit  Her  Baricerscben  Tafel.  (I843L) 

Ueber  die  Limiten  des  Zodiakus  eines  die  Sonne^  nacb  Kep- 
ler neben  Cresetsen  umkreisenden  Himmelskdrp.  (1847.) 
NadUat».  Exposition  d'une  nouFelle  mMode  de  ealeuler  les  per- 
turbations  plao^taires  avec  l'application  au  calcul  dee 
pertarbations  du  mouTement  de  Pallas.  —  PallastafiBltt. 

6.   Cbronologie  und  spbärisebe  Astronomie. 

Bereebnmig  des  Osterfestes.  ,  (1800.) 

Beteebnang  des  jadtAchen  Osterfesten.  (1807.) 

NfiA  etwas  Aber  die  Bestimmung  des  Osterfestes.  (1807.) 

Metbodus  peculiaris  elevationem  poti  determlnaodi.  (1806L)  und 

Selbstanzeige  dieser  Schrift. 
Ueber  eine  Aofgabe  der  sphSriscben  Astronomie.  (1806.  1809.) 
Nene  Aussieht  zur  Enreiterung  des  Gebiets  der  ülmmelsknnde. 

(1813.) 

Allgemeine  Tafeln  fflr  Aberration  und  Mutation.  (1808.) 
üeber  Tafeln  für  die  Mittags-Verbeseening.  (1811.)  «■fcneüsni 
Tafeln.  (1839.) 

C.    Mathematische  Geographie. 

Bestimmung  des  Breitenunterschieds  zwischen  deo  Stemiraiten 
Toe  Gottingen  und  Altona  durch  Beobacbtungei^  $m 
Rems  denschen  Zenitbaeetor  (1828)  und  Mbetanieige 
dieses  Werkes. 
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BnuriBlHigen  Uber  verscMedene  Qegetutände  der  mathematischen 
Geograplde ,  insbesondere  über  die  hannoversche  Tri' 
anguiirung  und  die  daöei  angewandten  Instrumente,  (Geo- 
irrnjih  K[>fiemeriden ,  Ästron.  Nadir,  etc.) 
Aneigen,  Krie?;  ijehrlnirh  der  mathc^mafischen  ( icouraphie.  (1814.) 
Operations  !r^oi^tv<i([ui  >  r-t  .istrononiique^t  pour  ja  mesure  d  un 

arc  du  parallele  nioyen.  (1830.) 
Mt^iDorial  da  depAt  i;eneral  de  la  gaerre«  impriniö  par  ordre 

du  mieUtre.  (ib^iU.) 

*  * 

♦ 

ßemeräungen  über  Sternwarien  und  astronomische  Instrumente, 
(17  !V!itt!!ci)uni;en  in  den  Gotting,  jjel.  Anzeigen,  der  Zeit- 
schriit  von  Lindenau  und  Bohnenberger  und  den 
Astron.  Nachr.) 

Beobeektimgen.  (257  MtttheHun^on  in  Hode'n  Jahrb.,  in  der 
Monat,  ('orresp.,  den  irüüing.  gelehrt  Anzeigen  und  den 
.Astron.  Nachr.) 

Ameigen  nicht  eigner  Schriften  (TO  Recen^ionen  in  den  Güttin- 
glscben  gelehrten  Anzeigen.) 

BAKD  Vn.   THEORIA  MOTUS  CORPORUM  COELESTIÜM. 

(Wird  er0cbeinen  sobald  als  es  ohne  Beeinträchtigung  d«r  Rechte 
der  VerlagshandiuDg  geschehen  kaue.) 

Dieee  Ausgabe  der  Werke  vob  Gauss  wird  in  dem  Format 
der  Abkandlungen  der  ESniglicben  Geeellscbaft  der  Wissensebaf« 
(es  in  Güttingen  in  A^,  im  Verlag  der  Königlichen  Geseliscbaft  er- 
scheinen und  rar  die  Ausstattung  in  Besiehung  auf  Papier  und 
Leitern  dient  die  ausgegebene  Aiükflndigung  selbst  al^  Prttba. 

Sobald  der  Druck  vollendet  ist,  uird  dat»  Ganze  auf  dem 
Wege  des  HnchhandeKs  vertrieben  «erden  ;  doch  *vird  für  die  Dauer 
des  Drucks 

EINE  SUBSCRIPTION 

eröffnet,  «eiche  durch  einen  eebr  herabgesetzten  Preis  souolil, 
aU  dadurch,  dass  Subscription  auf  einzelne  BSnde  zugelassen 
wird,  auch  in  weiteren 'l(rei.sen^  in  welchen  die  Verbreitung  der 
Gaessischea  Werke  wichtig  und  wflnscbenswerth  ist,  die  Er- 
werbung derselben  ermöglichen  und  erteiehtern  wird. 

Der  SuiK*»tripriniisj»reis  in»  (lanzen,  "ie  jedes  einzelnen  üan- 
de.«5,  wird  sich  um  Orte  <les  Erscheinens  nach  dor  Bogenzahl 
richferj,  nach  dem  Verlialtniss ,  dass  er  für  einen  Hnnd  von  50 
bi>i  60  Bogen  auf  dem  Papiere  des  ansi;rijeh<'rien  Pro.spectns  4  Tba- 
ler  Courant  betragt,  wozu  bei  ausuärfiuen  Bestellungen  noch  die 
Porto    und  I  raclit  Auslagen  hinzukommen. 
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Subscrlptionen  MDd  durch  die  Post  firanfio  eiMiisAadefi  «Bl«r 

der  Adresse:  * 

An  das  Secretarlat  der  RCnigiichen  GeaelUebaft  der 
WUseoscbafteD  aii  GOttiDgeo. 

D«r  Bach  VoUaadung  daa  Ganian  alatvataada  Ladleopraia  bt 
Mtta  Sir  aiaan  Band  voa  80  bia  60  Bagaa  aaf  6  Thaler  and  Ab 
afai  Exemplar  auf  Sebrelb*  Velinpapier  anf  7  Tbaler  Coviant  feit* 
Seetellt 

Der  Drack  hat  begonnen  und  wird  «o  be»<chleunißt  werden, 
dass  mindesteos  bloDen  5  Jahren  die  ersten  sechs  Bände  eracbei- 
nen  werden. 

GOttiagen  Im  Januar  1862. 

Die  Konitfiiche  GeselUckaft  der  pyts^emehmfien. 


Ueber  die  Bedeatmig  und  Anweodimg  der  in  TheO 
XXXVII.  Nr.  IV.  S.  124.  entivickeiten  Relatioaeo  in  der 

analytisdien  Creometrie. 

Herrn  Doctor  Otto  Böhlen 
w  «ala  a.      im  KAnigrviali  Wftrtaoiberg 


In  Tbl.  XXXVU.  4ee  ArebWa  S.  124.  bat  «ler  Herr  Her- 
anageber  anter  der  Rnbrib  MIacellen  aaa  der  Gleldivng 

1)        (Äci  — cij)  « -|-  (cai — a€i)$  +  (ßög  —  öat)z  =  0 

mittelat  der  Mentltitea 
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in  IkL  ZÄÄ  VJl,  ßfrJV.S,  tu»  eiHMt(cMUA€40i*  ^  der  anaial,  4iwm,  im 


die  Relationeo: 

ssay  —  bs:b2  —  c^;cjc  —  ax 

ibgeleltet,  über  deren  Bedeutuog  und  Anwendung  iu  der  analy- 
tischen (ieometrie  Einiges  gesagt  werden  möge.  * 

Wir  nehmen  drei  Gerade  im  Räume  an,  M,  iVund  O,  welche 
mit  de»  Axen  der  ^  und  x  Winliel  bilden,  derQu  Cosinus  den 
<jrü98en  a,  b,  c;  ,  bi,  C| ;  .r,  ^,  2  proportional  9ind,  so  folgt 
aus  1),  dasR  diese  drei  Geraden  Einer  Ebene  parallel  sind.  Wenn 
wir  unter  Aie  einer  Ebene  irgend  eine  auf  derselben  senitrechte 
Gerade  verstehen,  so  f»ind  nach  hekannfen  Sat/en  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  Axen  der  den  Geraden  M  und  A  ;  M  und 
0;  iV  und  O  parallelen  Ebenen  mit  den  z,  ^  und  2-Azen  bilden, 
bctiehlicb  den  Auadrücken 

■  .        ■  • 

—  cy,      cx  —  az,      ay  —  bx'y 

propoKioDsl.  Ferner  Itt  der  Coainna  des  Winkel«  svreier  Gera- 
den, die  mit  den  Axen  Wiolcel  bilden,  deren  Ceeinue  den  GrOs- 
len  oßy,  a'ß'f  pmpottioMl  »ind,  gleleb 

 aci'  -f  ßß'  f  yy'  

abo  m^-^Pf-hrf^^»  Mde  Gmde  mI  eHia»d«t  «enk- 

leebt  etehen.  Hiernacb  bedentet  die  Gleiebneg  1)»  daee  die  Ge- 
Ilde  O  «ad  dte  Aze  der  den  Lliilen  M  und  N  pmHeleii  Ebemtt 
«f  elMsder  Maftrecht  eteliea  oder,  wen  daeeelbe  int,  dies  dte 
IMhm  Mf  if  md  O  Einer  Bt^eee  pttmllel  aiad. 

1Mb  fdentttllen  2)  mid  ^  bedeuten,  dass  die  Axe  der  Bbeno 
Jf  nnd  N  eowohl  eenkreebt  etebt  auf  der  Geraden  M,  ale  anch 
iif  N,  trelcbea  der  bclcannte  atereonetriadie  Sata  ut :  die  Aze 
ciMT  Cbeae  etebt  aenkrecbt  auf  allen  in  deraelbee  enthaltenen 
6«ndeB.  Ana  den  Relationen  4)  geht  hervor,  daaa  die  Ceeinos 
4«r  Winkel,  welche  die  Axen  der  den  Geraden  M  nnd  N,  M  nnd 
0>  if  nd  O  ptnllelen  Ebenen  «dt  den  CoardiwilMMie»  bihi«i^ 
vier  einander  proportional  aind. 
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Als  erstes  Beispiel  wollen  wir  die  "Determinante  nehmeo, 
welche  die  Differenlialgteicbupg  0er  geedütisfib^n  Lin^o  auf  den 
Flächen  enthält: 

«) 

{d^dh  -  d^z)  X  ^  (dtd^  ^  dMx)  F {dxd*y  -  tfisdy)  ZsO. 

d±,  d^9  dz  eind  die  Projektioneo  eiiies  Elf^ments  der  Linie  auf 
den  AzeD»  und  mitbin  den  GediiM  der  Winkel,  welche  dies«« 
Elenifiit  mit  den  Axen  bildet,  proportlonaJ.  X,  ¥,  ^  sind  ütSt- 
Ben,  welche  den  Cosinus  der  Winkel  proportionai  sind,  die  die 
Flächennormale  mit  den  Axen  macht.  Die  geonietrii:che  Bedeu- 
tung der  Formel  5)  besteht  darin,  das«  sie  angibt/ dass  der  Win- 
kel zwischen  der  Axe  derjenigen  Ebene,  welche  zwei  anf  einander 
folgende  Elemente  der  geodätischen  Linie  enthält,  und  der  FtSchcn 
normale  =90^  ist  Wenn  wir  die  Determinanten  1)  und  5)  ter- 
gleichen»  so  haben  wir  au  setaen: 

b^dy,      bi^dSf,      y  =  K.    '  " 

und  erhalten  nach  4)  folgende  Relationen  für  die  geodätiscbeo 
Linien : 

6)  dsid^ — dffd^idzdhB^dacdHidfßdH^dti^ 

=  Ydx  —Xd^  :Xdz   —Zdx  .Zd*i  ^Vdz 

=sTd^  ^Xd^  tXdH  -^Zd^mtSU^^Vdh. 

Eine  andere  Determinante  enthält  die  Gleichung  der  KrfiB- 
woDgetinien : 

7)  i  rdz^zd  rydxMMX'-Xd^p^iXd TdX}dt=o. 

Diese  Foriiiel  hat  ihren  Grund  darin,  dosi  der  Winkel  zwiscbeD 
der  Axe  derjenrj^en  Ebene,  welcJie  zwoi  nuf  einander  folg^d« 
Flächennormalen  i nthält  und  zwi{«chen  eiuern  Elemente  d<^  KrÜm- 
mungslinte  gleich  UÜ '  ist.  Bei  der  Vergieicbuag  von  1)  und  7) 
haben  wir  setxen: 

'  asstXf     «i^siUr,  s^dx, 

6  =  F,  6i  =  rf  F,  f/  =1  (ly , 
c  =  Z;      €i=:dZi  2=dzi 

wmA  Mm  mIi  4)  folgend  IMaliMM  Ittr  die  KtOmimittgslbiw 
der  Fliehen: 
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^Xdx  --  Ydx  iZdx  -^Ädi  iTdz  ^Zd^ 


Lehrsatz  von  den  kürzesjten  Linien  auf  Rotätiona^achen. 

loa  .    .  •    .    '      .  ■    ,  !♦ 

Bern  Emgtm  £»mmel, 

"   « *  ,1   '  \  I  -       !•    '  * 

Der  XU  bewei«ende  Lehraatx  Ut  folgeuder: 

ProJilriTt ioali  bfh  Smlf  ill>^*0*4r;^^L'Fig,  4.)  der  kllr- 
Mcten  Linie«  welche  eich  euf  einer  beliebigen  Reta- 
tfoDkni^b'^  i^tfeVev'itirei  Rankten  A  '«Ärd  de^raall^e« 
tiehea  ifteet»  eammt  den  berada«  JIÜ  'and-  Mv<'bafitba 
irgend  einen  Puni^t  C  der  Rotationeaxe  mit  den  Pnnl^^ 
t«B  A  nnd  P  ▼erbindenVaaf  eina  snr  Rotationaaze  aenk- 
reckte  Ebene  JTC'Ft  ao  lat  dai|  von  den  Projektionen 
<ee  Carvenatacke  JP  and  der  Oeraden  AC  aäd  PC  1>^* 
greotte  FjacbaaajMek  ^fJ^C  ateta  4ar  Besenliage  AP 
propoftlc^aAlj'odcLff  glaicbenvBog'eaiaüg'an»  ili^  antsj^re* 
theo  inmer  gleiche  Fiaebenatflcke  AfPC*^ 

,  Bjtw^U. .  DamU  der  Bogen 
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unter  allen,  t^ciche  auf  der  Rotationsfläche  zwlscheti  den  Punkten 
A  und  B  (deren  i- Coordioatcn  resp.  durch  «  uad  b  bezeichnet 
öind)  gezogen  werden  können,  der  kürzeste  «ei,  muM  seine  Vt* 
riation       verschwradeti,  d.  h.  es  muM  ' 


oder,  wenn  man  voo  DUD  ao  «  «U  die  luiabhüiigig  Variable  be- 
trachtet, ea  mnas 

o 

mIü«  Integrirt  nao  bler  tbeilwelae »  mm  die  DMforeiisiile  der  Va* 
riatloMn  wegsneeliafleii,  so  er^tf^^aa: 

e 

Weil  aber  die  gcituchte  kürzeste  Linie  aui  der  Kotationaflfiche 

liegen  luuäs,  deren  Gleichung  in  der  Form 

♦  • 

(»  statt  dr*-|-y*  gesetzt) 
gegeben  eeif  ao  aind  die  Variatiooeo  dj:  u  nd  ^  ▼ermOge  der  Gleieliaif 

weksbe  durcli  Vari'wea  dev  norbetg^benden  ^Mt«B  «1^,  enn  «» 
and«»  •MMlPSi»  .  ^Urt  «MMi  M«  4) 

»  l  •»#,  *►'*•*,•  *f  ,      '  . 

ip  Gifi^hui^,       so  wird  dieselbe  jetzt^^       ■  [  i  ,  ^  ,   t  \ 

Da  der  Anfange*  ond  Endpenkt  der  Cnnre  beetimnit  gwbeo 
alnd»  ao  tat  dds^=sdjp£=0>  und  das  aaeserhalb  de^  Intc^gnlsei* 
ebena  ateben^,  Glied  vefeefiwio4€||  veo  selbet;*nir  Erfiiilnog  4er 
Gleiebtiog  tM  ijikti  dvr^^neeb  däf«»  dk  FaltOf  ^  dbr  nnicr 

den  Ittlegtalieieben  Noll  werde,  daaa  «leo 
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IL   Die  IntogratioB  dieser  GieichuDg  gibt  aber  eof^eicb: 
7)  f(^— «^)«i«if, 


€  «mf  willkahrlicbe  Coostante  verstaodeD.  Die  lioke  Seite 
4er  Cpieiefmn^  7)  atellt  eun  betuinatJicb  daa  dreiecltige  FiScbea- 
eliiiiat  OP'Q'  vor,  oder,  wenn  man  dae  zum  Bogen  APss$ 
s«9ab8rifi»  Flichenetäck  A'P'C*  mit  i  beaeichnet«  daa  Differeo* 
lia!  von  L  Integrirt  man  daher  von  Neuem*  inden  van  berück* 
sichtigt s .  daaa  l  mit  «  augleich  Mull  .«ein  rnnaa,  wo  erbilt  man 


8)  '  k  =  cs. 

Diess  iat  abar  dar  aimlyliacb«  Auadnucfc  da«  obe»  «o^gaapraclia* 

Mfl  Lehrsatsee« 

'  ■»  »  • 

DaiMiba  Labwata  gilt  fo«sb  Mch  IlBr  die  idiraeate  LiDie,  walcbe 
aef  ein«?  baüebigm  Botatioiwfliclm  awiacheo  awei  aar  Rotatiaoa- 
aza  aankreehteii  Ebenen  gezogen  wird;  denn  dieae  Linie  vrli4 
dareb  die  nämticbe  GTeichnng  5)  beatimmt,  nur  daaa  jetat  daa 
aaaaerhalb  dea  Integralaeicbena  atebende  Glied  ntcbt  von  aelbat 
fgfpcbirindety  aondern  wegen  der  WiRkChrßchkeit  von  and 
ixj^  in  awel  Grenzgleichunp^n  nierfillll»  welebe  aor  Beatimmung 
der  bei  Integration  der  Differentialgleichung  6)  eingehenden  will- 
kfihrlickeii  Constanten  dienen,  für  den  Beweis  unseres  I^ehrsatzee 
aber  ohne  weiteren  Beiaug  nind. 

Aach  jzilt  der  Lehrsatz  noch  für  die  kürzeste  Linie,  welche 
•if  einer  Rotationsfläche  voii  einem  gegebenen  Punkt  zu  einer 
gegebenen  Curve,  und  fSr  diejenige,  u eiche  zwischen  zwei  gege« 
benen  Turven  gezogen  wird,  indem  diese  beiden  Fälle  die  näm« 
Üehe Differenzialgleichong6)  liefern»  und  sich  von  den  vorhergehen- 
den nur  durch  die  Beschaffenheit  ihrer  für  den  Beweis  dea 
LebraatseK  nnweaentllcben  G^eaagieicboogen  anteraeheiden. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Der  verehrte  Herr  Verfaaaer  dea  vorstehenden  Aufaataea  hatte 
diesen  Abdruck  meinem  Ermessen  anheim  c^estellt,  namentlich 
m  meiner  Elntacheidung  überlassen ,  ob  der  darin  bewiesene  Satz 
Den  sei  oder  nicht.  Absolut  neu  ist  nun  der  Satz  allerdings  nicht 
md  findet  ai^s.«.  A.  aebo«  «r  daa  Rotatiena-filttpaoid,  ebne 
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VarlatioBSrechniiii^  bewiesen,  !n  melher  Abhaadlaog:  Ueber 
die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  Punkten  aaf  einer 
beliel)ige!)  Flache  unH  iil)er  die  Grund  To  rmeln  der  sphä* 
roidischen  T  r  igo  tj  o  m  e  tri  e.  Tbl.  XXFI.  S.  8H.  Nr.  10)  fjanz  in 
derselben  Weise,  ^^ie  er  von  dem  Herrn  \  erlasser  in  INo.  7)  ana- 
lytisch ausgesprochen  \^or(tcl)  ist.  Nun  bat  aber  der  Elerr  Ver- 
fasser den  Satz  für  Hotadonsll.ichen  überhaupt  bewiesen,  —  ua» 
mch  übrigens  auch,  «vie  ich  nachher  zeigen  werde,  sehr  leicht 
aus  den  bekannten  allgemeinen  Gleichungen  der  geoAfiitsbb^ti 
Luiie  'aI>t«iteD  VLsBt,  '-^  ond  Itat'  denseliiMi  svglMcli  'auf  Mute  Vf* 
mer1lE^n««reWliefa ' '  g^om'etrisclieu  '  'Ausdruck'  gebrseli^ /  aäcti' '  noch 
andere  Bemerkongen  beigefugt;  attsserdaor  l^ictel  die^'von  dem 
Herro  Verfataer  gegebene  Ableitung  durch  die  Variafionerechnung 
ein  iireckinSesigefl  Beiapid  för  die  Anwendung  dieeea  C^lcule 
dar.»  ae  daaa  Ich  glaube  und  hoffe,  in  deesea  Sinne  gehandelt  au 
haben.  weoA  Ich'aelnen  AuftNri;^  habe  lAdracken'laaeen.' ' '  ' ' 

Ich  will  nun  noch  zeigen,  wie  der  Satz  für  RotatSonaiiichen 
dbethaihpt'  aui  den*  bekaiinten  aHgenieinen  6iMdhllngenr  der  ^geo> 
dSfleehen  Linie  sehr  f eicht  abgeleitet  werden  kann.  ' 

Ip  meiner  vorher  erwähnten  Abhandlung  S.  87.  No.  8)  habe 
ich  ohne  unmittelbare  Anwendung  der  yariationärechuung  die  fol- 
genden Glelchiuigen  der  geodXtiscben  Cur?e  bewiesen :     ] , 

aÄ  dh   Bsi  ^  . 

aÄ  a^  aß  a»2_^^ 
& /.ai»  ~  aar ;  a** 

wo  • 

die  €rlelehu9g  der  Fläche  bezeichnet,  auf  welcher  die  geo^fttische 
Curre  gesogen  worden. 

Für  RotatioDsflächen  ist  nun  in  der  üezeicbnung  des  Herrn 
Verfassers : 

s=r/(a?»+y»)=/(ii)  filr  uz=ä^fg^ 

oder 

*  I  r 

im  Qbigeu  also 
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auf  doiaUmtfiäcke» 

m  attteMi,  wmk  folglich,  d«  «II«  Difmiillal^«tltftten  fito  Sl  par- 
Me  DiffBreofialqttotieotoii  sind: 


MI  1 

«bo  hat  man  nach  I)  unmittalbar  die  Mgeoden 

ulei  deoeo  die  t/»d  4eii.  Htetj^n  Verfaeaer  gefehf|pe  Gleicbiiag 
iie  «rate  iat. 


Dasa  Jede  der  drei  veratehendcn  Ci(eicbitiigeo  eine  Folge  aoa 
dea  haideo  anderen  iaf»*  Ohe^ieht  inan  hnf  den  einten  Blich  nnd 
vmteht  aiefa  auch  gaaa  von  «otl»at 

Mo^e  der  Herr  Verfasser  hieraas  die  von  mir  aeinem  AiUj^atae 
^effi^mete.  Aultuerksanikeit  erlcenoetnl 


SOd  Lommei:   EinfackiU  HerMtung 


Eüiifiu^htte  Herleitung  sweier  bekannter  IntegralitoiiMlD. 


Herrn   Engen  Lommei^ 

l'ruic&Hor  in  Schwys. 


giojr  'A^)'^»       welchem  k  uneod* 

ft 

Heb  groiw,  aber  po^iüv  gans,  und  k  beliebig  poaitiv  gedeebtM, 
anssuirertben,  achreibe  man  daasalbe  In  der  Form; 

uad  teiaerke»  daaa  * 

sin  kx  ^ 

A;aiii»~ 

ist  für  jedeo  Werth  von      mit  Auttoabnie  der  Warthe 
FQr  dietfe  hat  mao : 

sin  knn  ^  ^ 
Jitsiim»""  * 

wanii  k  angerade  iat;  iat  dagegen  A  gerade,  ao  hat  man: 

sin  Ans 


kwmn% 


je  nachdem  n  gerade  oder  unirerade  ist.  Denkt  man  Mtcb  daher 
fix)  als  Ordinate  einer  auf  ein  Orthogonal-Coordinatensyatem  be- 
zogenen Curve  (Taf.  VII.  Fig.  5.),  und  demnach  f{x)dx  als  Elemeat 
des  von  dieaer  Carve  und  der  Abaciaaenaxe  begrenzten  Flftcben* 
Stucks,  ao  wird  daa  Integral 


nor  die  Summe  derjenigen  Fläcbenelemente  vorstellen ,  weleM  den 
Werthei  x=0,  3f,  2n,....n7t  tDUpreobe«  (wenn  A>w?t,  aber 
\(u^l)7t  gedacht  wird),  jedes  Flächenelement  noch  niultipiicirt 

dem  ingehGrigen  WMn  \des  Faktor«!  ,  ^  bt  s.  A>0« 

^  ■  Ä    III  *P 

aber  <  rr ,  so  bleibt  nur  das  Element  f(0).dx  übrig;  ist  ferner 
k  =:tty  »Q  sJeilt  das  integral  die  Sumnie  f{i)).da:4: /\n).dx  vor, 
wo  da«  obere  oder  das  untere  Zeichen  genommeit  werden  inu»8, 
je  nachcJt'm  k  ungerade  oder  gerade  ist.  LSge  aber  h  zwischen 
»  und  2rc,  so  würde  nicht  hioss  das  FlKcftenelement  zu  nehmen 
sein,  welches  der  Ordinate  /{n)  uiimittelbar  vorausgeht,  sondern 
auch  noch  dasjenige,  welches  ihr  uiimittelhar  nachfolt^t;  in  die- 
sem Falle  wäre  also  das  Integral  ausgedrückt  durch  die  Sumnlft 
flO).dj:  4:  ^f(n).dx.  So  ueiter  fort*Jchliessend  gelangt  niaii ,  wenn 
h  zwischen  nn  und  (n  l)n  liegt  und  k  ungerade  iM,  xu  der 
Gldchung  *  * 


/ 


h  *  L 


«e  voD  dM  lolsteo  GKede  nnr  dto  flilftd  genomineii  wetden  darf, 
mmn  k^mm  Ist.  Fflr  ein  gerades  k  dagegen  erliilt 


/k  Bin  kx 

ün  deo  Fakter  SUr  so  beetimnen,  aetse  man  f(x)  =  l  ond 
ii^^f»  jie.  ergi(it  #ck  w  heiden  Glelehnogen : 

tfo  daas  man  acbliesaffdi  die  beiden  Formeln        «  -  :  • 

I. 

sin  Aj; 


/' 


sin;r 


0 

Sahmdeo  hat»  ?on  denen  die  erstere  für  eiii  ungerades ,  die  lata- 
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Im  fttr  «ia  gmdM  k  gilt,  wllimd*  In  beiden  k  iwieehen  es 
Qod  (it-f- 1)»  liegend  gedacht  ^ird;  wSre  dagegen  k^wm,  eo  duf 
in  lielden  Formeln  Tem  letiten  Glinde  nnr  die  Hilfte  genenMi 

Auf  eben  so  eiofacbe  Weise  Usst  sich  der  Wertb  des  IntegrsU 


1 1  \ 


1 1  • 


»«,1      •     ,  ,        _      '  •  »  , . ,  41 

fllr<  ein  nnendlieh  greeeee  k  -ernilttnlnj.mBMil> 
dev'  •Pena  •  J  'i  •  » 

sinibr 


'I. 


»dHf  inscOt  >iee 


«in 


L  ^ 

sieb,  eigibt,  so  bat  «an  % 


1- 


■  I 


f{x)dx=ikdx,  fasset 


oder,  weil  der  Paktet  kdSf  indem  man  /i[dr)=l  nimmt,  =i» 


.  s  .O 


■ 

Diese  Herleitung  der  Formeln  I.  und  II.  ISsst  zöglerdi  erkee* 
aen»  dass  dieselben  stets  gelten,  so  lange  nnr  iooerbalb  der  Gren- 
len  des  Integrals  die  Funktipo  f{x)  nicht  flnendlicb  wird,  odir 
wenn,  falls  dieses  doch  eintreten  sollte»  der  Exponent  des  Fik- 
tors,  welcher  im  Nenner,  ^en  /(fr)  ^,etmtihwk^U  M^lper  i^ti^»  I- 


«  ■ 


«     Ii      i>  tf  •.  i 
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lieber  die  Beugung  des  polarisirien  Lichtes. 

Von 

Herrn  Eugen  Lommel^ 


$.  I.  Die  Korroeln,  welche  ich  in  meinem  Aufsatze:  MBei« 
trige  zur  Theorie  der  Beognog  <les  Lichts"  im  XXXVI» 
Theile  des  Archivs  S.  386  (T.  zur  Berechnung  der  Beugung«- 
erscheinungen  angesehen  habe,  nehmen  keine  Rfickeicht  auf  die 
PolarUationsverhältnisse  der  einfallenden  Stnihlea.  Es  soll  n«n 
hier  sunäch^t  gezeigt  werden,  wie  dieselben  xu  undificiren  sind, 
om  flir  polarisirte  Strahlen  sn  gelten. 

Wenn  dort  hehatiptrt  «iirde,  ein  vom  Elemente  dydr  ^er 
beugenden  Oeffnun^  ausgehendes  Strahlenbfindet ,  u^lches  mit  den 
drei  rechtwinkligen  roor(!inrrteniixen  Winkel  hÜ'Irt ,  (leren  Cosinus 
0,  6,  c  «ind,  bringe  auf  der  halbku^elicen  BildtlSche  (deren  Ka* 
diu«  gleich  der  Brennweite  des  Objektivs  ist)»  die  Excorsion 

.  sin  (p  +  9^  +  rtf) .  dyda- 

hervor  (wo  der  Kurze  wegen  —  (r^— /^)=f?»   —  =  9,  —^r 

gesetzt  wurde),  so  ^«•schah  diess  «ntor  der  stillMohwei^endpii  An- 
nahme, flass  Hie  ku«relwelle.  welche  sich  von  eiiiem  Aetliertheil- 
cheri  der  Oeffouiiii  aus  im  is(»trf>[ten  A«*tfior  ausbreitet,  in  allen 
ihreii  Punkten  die  .nämlirhe  H«"<o!i;iffiMih(Mt  aufweise,  oder  dass 
alle  von  jenem  Aethertbeitchen  ausgehende«  Elemmtarstrahlen 
hiüsichtlich  ihrer  Licht^rirkiinuen  unter  sich  identisch  seien.  Nun 
iftt  aber  klar,  dass  hei  geradlinig  polarisirten-.  Licht  eine  solche 
Gleichheit  der  Elemeutarstrahlen  nicht  statttindcn  kann.  Erfoljjen 
nimlich  die  Oscillationen  des  erregenden  Aethertheilchens  in 
einer  bestimmten  Geraden,  so  werden  die  Schwingungsrichtungen 
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aller  Aetbertheiichen  eines  beliebisren,  von  jenem  au^i^ehendeD 
Elemcntarstrable«»  parallel  nüt  tlieser  GeraHeo  »ein;  e8  werden 
daher  nur  in  jenen  .Strahlen,  welche  In  der  darch  das  erregende 
Aethertheilchen  senkrecht  zu  fieiner  üSchuing^ungaricbtang  ^elet^ten 
Ebene  (im  Aoquator  der  Ku^ehvelle)  sich  ausbreiten,  die  Oscil- 
lationen  senkrecht  zum  ^)trahle  erfolgen;  bei  allen  übrigen  Strah- 
lesrichtun{;en  sind  die  Schw ingungen  zum  Strahle  geneigt,  ja  in 
der  Oscillationürichtung  selbst  (in  der  Axe  der  KuceUvelle)  pflan- 
zen sich  nur  longitudinale  8ch%vingungen  fort.  Da  nun  bekannt- 
lich die  longitudinalen  Schwingungen,  auch  nenn  sie  vnrbanden 
sind,  nicht  in  die  Erscheinung  treten,  so  ^'ird  sich  in  den  Polen 
der  Kugelfielle  gar  keine  Licbtenttiickelurig  zeigen,  dieselbe  wird 
aber  zunehmen,  je  mehr  man  sich  von  den  Polen  entfernt,  und 
endlich  im  Aequator  ihr  Maximum  erreichen,  weil  jede  zum  Strahle 
geneigte  Oscillation  in  eine  transversale  und  in  eine  tongitudinale 
Composante  sich  zerlegen  läsat,  von  denen  die  letztere  fiir  die 
Wahrnehmung  veraebfrindet  Bezeichnet  man  daher  mit  q>  den 
Winkel,  welchen  der  nach  a,  b,  c  gerichtete  Elenentaratrahl  mit 
der  Osclllationsrlchfmig  dee  elnbllenden  pelatlefarlen  Lichte«  bil- 
det,  so  hingt  die  auf  der  lUMfliohe  von  Hmi  erteugte  Wirlraofc 
htese  von  der  traneverealee  Cxcnnilon 

«in  V.  «in  (|i -f     -f- ly)  «^Ifdaf 

ab.  Nimmt  man  alsdann,  um  die  Resulfante  aller  im  Ponhte 
r/,  b,  c  der  Bildfl.Hche  zusammenwiHcenden  Elementarstrahlen  zu 
erhalten,  das  Dopp(  lintegral  dieses  Ausdrucks  über  alle  Punkte 
dea  «Schirms,  welche  dem  Lichte  den  Durchgang  verstatten,  so 
tritt  der  Faktor  sinqc,  weil  von  x  und  y  onabbüngig,  vor  ila» 
Üoppeliotegralzeicben,  und  folglich  wird  der  im  oben  citirten  Auf- 
satz unter  der  Form 

(wo  der  Kfirze  wegen 

gesetzt  ist)  aufgestellte  AusdruclL  fttr  die  intensitfit  des  Bildpnok- 
tee  a,  b,  e  jetzt  unter  der  Form 

sin*9.«n 

erscheinen.    Wenn  7..  H.,  wie  et*  bei  einoni  y.nr  Schirmebene  senk- 
recht stehenden  geradlinig  polarisirten  LirbllMiiidp!  dor  Eall 
die  Oscflfationsrichtnng  in  die  Schirmobene  selbst  iällt  und  mit 
der  positiven  x-Axe  den  Winl^el      bildet,  so  ist: 

ee«9  s  «c««^  4  ^«hiip9 
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ain  *9>  =  1  —  (a  cos  ^ -f  6  *in 

Dieser  Faktor  erreicht  seioen  ^osnteti  Werth  1 ,  wcoq  man  hi|t 
acos^-hösin^ssO  oder  6s^a.€olg^.  Depfct  nwi  tkli  d||bfi 
<M  durch  0 

vorgestellte  Bilii  aul  die  iSchirmebeoe  projicirt,  so  dasK  a  und  6 
Abscisse  uod  Ordioate  eines  Punktes  der  Bildprojekt iof»  vorstel- 
len, ee  erkennt  man,,  dass  die  von  geradlinig  polaHsirtem  Licht 
benrorgebiaclite  Eraeiidniiag  mit  der  frOber'  nnter  Aanabnie  vimig 
gleicher  Blementarstrablen  erhaltenen  nur  In  einer  ilurcb  die  BIM* 
nftte  eenkreeht  car  Oeclllmtlonsricbtulig  gelegenen  Geraden  ▼oll- 
kommen  flberelnetirorot ;  In  jedem  andern  Pankte  aber  ersebehit 
das  Jetidge  Bild  gegen  das  rrdhere  verdunkelt»  and  awar  nm  ee 
mdir,  je  welter  dieser  Punkt  von  der  genannten  Geraden  entfernt 
11^;  alle  durch  den  Faktor  ain^cp  gleichstark  beschatteten  Punkte 
Hegen  demnach  auf  geraden  Linien,  welche  aar  Oscillatiensrich- 
tiing  aeokrecbt  stehen. 

TVSre  die  Oscillationsricbtnng  der  einfaUenden  Strebten  ein 
Mal  der  Ordinatenase,  das  andere  Mal  der  Abselssenaze  patikttel 
(^s  INF  und  1»=0),  and  betrachtet  man  in  beiden  FClIen  nar  die 
InteneltSt  der  Absdseenaxe  (5sO),  se  erbilt  man  Im  ernten  Pidle 
den  Aaedrecfc: 

Im  smelten  dagegena 

(1— e«).J.«  =  cos«;t.J.«, 

ireM  X  den  Beagnngevrinkel  beeeicbnet. 

Auf  die  so  ehe?!  entwickelten  Betrachtungen  gestützt,  ver- 
sachte bereits  Holtzniann  mittelst  der  GittererNcheinungen  die 
Fra&:e,  ob  die  Osciliationen  eines  polarisirten  Strahles  in  die  Pola- 
risatinnsebeiie  Talleo  oder  senkrecht  zu  derselben  stehen,  direkt 
za  entscheiden.  Scii^vingt  nänilieh  der  einlaÜende  Lichtstrahl 
parallel  zu  den  8tftben  des  Gitters,  so  rofissten  die  Spektren  in- 
tensiver erscheinen,  als  wenn  die  Oscilletlenen  an  den  Gitterstä- 
ben eenkieebt  stehen.  Keltsmeun  und  Stekee  glaidbten  aos 
Ihren  Verenebeii  anf  Sebwinguirgen  im  Sinne  der  Pebirieattene* 
ebene  sbhiieeseo  sa  dürfen,  Eisen  lehr  auf  selche  ie  eenkreeh» 
ter  Richtnng.  Die  Dneleberheit  dieser  Reenltate  erklirt  sieb 
leicht  dnreh  felgende  Crwignngen.  Ike  menschUcbe  Ange 
ang  ehmn  Unterechied  swisehen  den  Inteneitilen  iweier  nn  ein- 
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ander  grenzenden  Licbtflärhen  eret  dann  mit  Sicherheit  %u  gewaih 

ren,  waoo  die  liichUitfirke  der  einen  H-eniger  WiVgt  aU  tmi 

der  Lichtstärke  <ler  aüdern.  Hfitte  niaii  daher  die  heiden  zu  Ter* 
gleichenden  Spektrenreihen  hart  neben  einaiidfr,  so  «ürden  die 
brillanteren  Spai^tren  der  Mitte  in  beiden  Bildern  vollkomincn  gleich 
bell  erscheinen,  und  der  Unterschied  würdo  sich  erst  zu  zeigen 

59 

Begiiitian»  werni  cee^  Meiner  als        oder  4er  BeagaogswiBkel 

l^rüsser  als  7"  25'  geworden  uare.  Beobachtet  man  aber  di»'  bei- 
den Gittererscheinungeii  nicht  gleiehzeiti*;  neben  einander.  soTKiem 
snccesi^ive,  so  werden  sie  noch  weiter  hiriau.--  merklich  gleich 
erscheinen;  ein  frappanter  Unterschied  wurde  erst  in  den  tiussero 
Spektren  auftreten,  welche  ihrer  Lichtscl! wache  wegen  schwer  zu 
beobachten  sind.  Die  Unsicherheit  wird  ferner  noch  dadurch  e^ 
hübt,  dass  die  einfallenden  Strahlen  durch  die  auf  Glas  gezeich- 
neten Gitter  noch  zwei  Breehongen  erleiden,  welche  auf  verschie- 
den ^'erichtete  Schwingungen  ungleich  %virlcen. 

§.  2  Da«  natürliche  Licht  besteht,  nach  der  gelirfiiiclitichen 
ViimtellaDg«  ans  zum  Strahle  senkrechten  OsciUfti^en»  wekhe 
In  nnroessbar  kleiner  Zeit  alle  möglicben  4ziuiute  derchlanfen. 
Diejenigen  Oscillationen  eines  natürlichen,  znro.Scbirine MBlvedi- 
ten  Strablenbfindels ,  eiche  dem  Azimute  angehllren,  frflrdes 
im  Punlcte  ff»  6,  c  dee  Beiif^aogabilde»  die  Intenait&l 

[l  —  (ff  cos  1^»  +  *  Sinti;)*]./» 

hervorbringen.  Um  den  von  alU'rt  (>s(  ill  itinnch  de»  Strahlei«  er- 
zeugten Lichteindrwrli  zu  bestinunen  .  niujsis  man  «las  arithmetische 
iNliUel  [lefiiiicn  aus  allen  \Verth«*n  des  vor?«tebpnden  Ausdrucks, 
welche  (Irrsclbe  anninnnt,  während  t/' alli*  um  das  unendlich  kleine 
d'^  voQ  einander  verschiedenen  V\  ertbc  von  0  bis  'in  durchlauft. 

Da  nun  -rr  di«  Antahl  aller  Aslnule  iat,^  so  ergibt  «leli  die 

Intensität 

■ 

*"  ä* .  [I  r  (a  CO«   +  6«in  *)«J  =  ( l  -  5?}^) .  ^ = 

Das  Beugungsbild »  ivelchen  ein  natflrRche«  fttrahtonMlndel  ven 
der  angenommenen  Be»chaienh«it  bervorbrinjit»  Ist  4f«iaich  «et 
in  der  Bildmitte,  wo  aieb  die  «nfrebeufpten  Htrablen  «ammdii,  mit 
dem  ffUher  berecbneten  identlccb;  alle  fibrigen  Punkte  iee- Bil- 
det enckeineii  em  se  mebr  geeefcwidit,  je  freiler  ale  von 
BiMmMe  eeHWet  elod,  eo  daee  die  gieicb.  etatk  gibriiwiilme 
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Pookte  in  concentriscben  KreiHen  um  die  Bildmitte  eereiht  sind; 
aiD  Rande  des  BUdes  betr&gt  tiie  Lichtstarke  |iur  niebr  die  HäKte 
der  früheren. 

• 

Sollte  der  Ausdruck  für  sieh  allein  der  £recheinatig  ent- 
epreehen,  so  musste  man  Licbtstrahien  annehmen,  deren  Oecil- 
lationen  nicht  bloss  in  einer  zum  Strahle  senkrechten  Ebeney  son- 
dern in  allen  möglichen  Richtungen  des  Raumes  erfolgen»  wobei 
aber  nur  die  transversalen  Componenten  der  Oacilbitioneo  l.*iciit* 
wirkuog  hervorbringen  wfirden. 

§.  3.  Obgleich  die  von  den  Poiaritiations  -  Verhältnissen  der 
einfallenden  Strahlen  herrührenden  Modifikationen  des  Beugungs- 
bildei^,  so  weit  sie  wenigstens  den  brillanteren  Theil  des  Bildes 
betreffen,  der  Wahrnehmung  so  leicht  entgeht»,  dass  wohl  in  allen 
Fillen»  vre  en  nickt  gemde  auf  Diskieition  Jener  Modifikationen 
abgeeehen  ist,  der  Anedmck  «I*  allein  ecbon  den  Erncbeinnngen 
genügt,  no  dürfte  doch  eine  Ontereucbnng  der  Aendeningen,  welche 
doppeltbrecbende  Kryetallpiatten  In  Beugongebilde  hervorbringen» 
nicht  ohne  theoretiecfaee  Intereeee  nein.  Die  beagende  Oefnung 
•ei  4aher  durch  eine  einiige«  parallel  nur  opAiachen  Axe  geechKf- 
fone  Platte  vernchlosscn ,  und  diese  vrerde  von  einem  Btfndel  gerad* 
Uoig  polarisirten  Lichtes,  dessen  Oscillationerichtung  mit  der  posi* 
tiven  or-Axe  dei\  Winkel  «  bilde,  senkrecht  getroffen.  Bezeichnet 
alsdann  den  Winkel,  welchen  die  optische  Axe  mit  der  posi- 
tiven :r-Axe  einschliesst,  so  hildet  der  gebeugte  Strahl  a,  6,  c 
mit  der  0<^ctllationsrichtniip^  des  ordinären  Strablei»  einen  Wiukel 
2i»  deseeo  Coainue  gleich  ist; 

coa^i  SS— nain^  -f  ftcoe^, 

und  mit  der  O^cillationsrichtunc;  des  extraordinären  Strahles  einen 
Winkel        für  dessen  Cosinus  man  hat: 

cos  2i = a  cos  ^'^•b  sin^. 

In  dem  1^ unkte  ü,  b,  c  der  Bildfläche  kommen  demnach  zwei 
geradlinig  polarisirte  Strahlen  zur  Wirkung,  deren  auf  das  Auge 
wirksame  Excorsionen  durch  die  Doppelintegrale 

Sl)        «t       *~  ^)     2i  »Jf^lnip  -^Qi-gx-^-  ry)dpdx 

nnd 

E)        %cos  {(Bt-^  ^)  «in  Xt-jOTain  {p-^t-^-q^-^ty)  dydx 

dafgiaatvill  w«rd«n,  hi  welchen  JC|  und  die  Schwiehnngst-oea- 
cienten  filr  den  erdiniren  and  extraordiniren  Strahl  beieichoen. 


Th«il  XXXV Iii. 
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2n  23f 
0  aod  e  aber  beziehlicb  statt         — und  ^(c  — l)d  atebeii, 

wSbrend  d  die  Dicke  der  Platte,  m  und  t  aber  die  Biednuig»* 
quetteoteo  für  des  erdioiien  und  extraordinftren  StrabI  sind.  0« 
die  iDteeeitSt  des  elliptiseb  polarisirten  Strahlep,  welcher  am  dem 
Zveammenwirken  der  Strahlen  A  und  E  hervorgeht,  kenaeD  ra 
lernen,  hraocht  man  nur  die  Quadrate  der  Amplituden  Birei«r 
beliebiger  reehtwioktiger  Composanten  deeeefben  au  addlren.  Der 
Winkel  t  aber,  den  die  OscUlationsriGhtnngen  dieser  beiden  Strah- 
len mit  einander  einschlieseen ,  hat  snro  CoMinns: 

COa{ss  . 

Zerlegt  man  Jetat  die  Bzcnraion  des  extraordinären  Strahles  in 
svrei  andere,  deren  eine  mit  derjenigen  des  ordinären  Strahles 
msammenfilllt  und  deren  andere  senkrecht  darauf  steht,  also  in: 

£| )   n^cw (« — ^) sin  Xi  cos  { «//sin (p  4  ^  4-  9«  -f i^y) djfda: 
und 

£ft)  a^cos (a'<'^)sin Xisln |.//sin (p 4 ti-gs'^ty)d$dx^ 

so  hat  man  statt  der  schiefH  inkligen  Composanten  Sl  und  £  jetzt 

«die  rechtwinkligen: 

«  • 

+    cos  (er— ^)  sin  Xi  co8  ^  .Jf  sin  (/» +  c  +  90:  +  ry)  ciycbr , 

£')    «tcos  (« — ^)Bln  XfSin  $.//*sin  (j»  -|-  r  -|-  9«  -|-ry)ilycijr. 

Trennt  man,  zuerst  in  Sl' ,  den  The'il  p  der  Phase,  welcher  die 
Zeit  t  enthält,  von  dem  übrigen,  t^o  erhait  man: 

Sl')  sin p  («1  sin  (« — ^)  sin  ]^ . J/cos  (e  -|-     -f  ry)  i2yi£« 

+    coK  (o — i/;)  si  n  X2  •  cos  §  ./fco»  (r  +  90:  +  rjf)d^dx) 
-t-  cosp  («1  sin  (a  —    sin  xa  •  i/sio  (0  -f-  ^ar  -f-  ly)  dEycü; 

+  aacos(a— ^)  sin  1».  cos  S./jTsin  (f  +     + Ty)dydji). 

üm  das  Quadrat  der  Amplitude  de:«  Strahles  SV  zu  erhalten, 
braucht  man  nur  die  Quadrate  der  Faktoren  au  addiren ,  mit  wel* 
eben  im  vorstehenden  Ausdruck  sinp  und  cos/?  multiplicirt  er- 
scheinen; ehe  wir  jedoch  dies«  theo,  serlepen  wir  die  unter  den 
Integralaeicben  stehenden  Sinus  und  Cosinus  nochmala,  indem 
wir  den  constanten  Tbeil  de«  Bogena  vom  ratiabeln  trennen«  Wir 
erhalten  für  die  beiden  Faktoren: 
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(«I  sin  (« — tp)  sinji  OMO  +  n^eos  (o — ^)  sin    cos  |  cos  r} .  C 
—  ^Xi8iii(a~^)sin2|Siii6  +  »2Cos(a — ^)sinxaCos£sine).5 

f    sin  (« — ip)  sin    sin  0  +  n^CQ»  (o  — t^)«»»  ^cosfsine}.  C 

Diese  beiden  AnsdHIcIte  geben,  quadrirt  und  addirt,  fiir  das 
Quadrat  der  Amplitude  des  Strahles  St'x 

SV)   [»i^sin        ^) sin     +  x»*  cos  *(«  —  ^)  sin  ^jf^cos *| 

2iii«|iiD(ar-  ^)eoe(«— ^)sin2ieinxhGos|eoa(e— t)].(C*4<S^. 

Ntmnit  man  mit  dem  Strahl  E',  um  das  t^uadrat  seiner  Ampli- 
tude zu  berechnen,  eine  ähnliche  Zerleguug  vor,  so  findet  man 
zunächst: 

Ef)  iisüos(«— ^)sin;gisin^(siD|i//*ces(e'|'       iy)d[ycb;  - 

•f-cosp/TsinCe  -f-  qx-^tij)  dydx), 
so  dass  man  die  Quadrate  folgender  zwei  Ausdrücke 

i%cee(« — ^)siaft|sin{.rCcoef— i$aioe]  ^ 

und 

eoe  («r—  ^)  ein  xb*hi|.  [5  c«is  e  +  Csln  e] 

so  addiren  hat;  man  findet  demnach  fär  das  Quadrat  der  Ampli- 
tude des  Strahles  E'); 

CJm  nun  schliesslich  die  Intensität  des  elliptisch  polari^irten 
Strahles,  weleher*  ans  dem  Zusammenwirken  der  Composanten  SV 
und  Ef  hervorgeht,  tn  kennen,  braucht  man  nur  noch  die  gefun- 
denen Amplitedenqnadrate  «u  addiren,  und  erhält : 

£»i*8in*(«—  V')»''»*2[i  +  Si*cos*(«  —  ^)9\n^  > 

-|>2niSeeln(«~i|>)cos(«-^}ein  xi  •ln2ieee|eee(e-f)].(C'f  5*)» 

oder,  nach  Einführung  des  \Verthe«c  von  co8|: 

[«i*dn*(« — ^)siii*3h + Jii*co»'(«— i|»)sln*|i 

!2S|eBsln  (« — '^>eoe(«— ^)'cos  xi  tos    co«  (c  —  r)] .  J* 

4.   Der  Ausdruck       ervcheint  demnach  jetzt  darch  einen 
Fakter  medÜeirt,  welcher  einerseits  von  der  Weiienlänge  und 

14* 
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OseillMionsricbtang  des  eiofaUMideii  LichtM»  4«a  optischen  Con- 
•tantm  und  der  Dicke  der  Platte,  andererseits  Ton  der  Lage  der 
gebeugten  Strahlen  gegen  die  ojitische  Aze  des  Krystalles  ab* 
hingt.  Wir  wollen  nun,  um  die  Diskussion  m  vereinfachen,  an- 
nohmen,  dass  die  optische  Axe  mit  der  Abecissenaze  des  Bildes 
foeamoienfalle ;  wir  haben  dann: 

sin^ssO,  cos^st; 

C08j^  =  6,  cos;^  =  a; 

und  der  Faktor  wird:  •  , 

«i^sin*«  +  »%*co8*a 
— [»a*  cos  *a .  e*  -l-  «t^oin     6*  -|-  2iB|%  sin«  coa«  cos  (0 — f J .  üb\^ 
Er  beh&lt  den  nämlidien  Werth: 

«i'sin'o    «B^cos^a  —  iC' 
Ar  alle  jene  Punkte  des  Bildes,  welche  sich  In  der  Ellipse 
i)  jc^*  cos *o .    4  »i^sin    .  6*  -|-  2»£»tsin  oeos «cos(o— c) .  ab 

projicircn.  Vergleichen  wir  jetitt  <liese  Ellipse  mit  der  Balm, 
i^clclie  die  Acthertheilcheii  det»  ungebeugt  au8  der  Platte  heraus* 
tretenden  elliptisch  polarisirten  Strahles  durchlaufen.  Aus  deo 
Cileichuogen 

^  =  »j  sina.ain  -j^  (r<— f  +  (w  —  , 

'In 

If  =:ittCOsa.sin-^(rt— ^  i-  (c— 1)4); 

welche  die  Ezcursionen  de«  ordinären  und  extraordinSren  Strah- 
les nach  ihrem  Durchgang  durr  h  die  Platte  vorstellen,  erhält  man 
durch  Eüniinattou  von  t  die  Gieichung  der  Bahneliipse  in  folgen- 
der Gestalt: 

11)  «1 8in*«.{*-f %*coa*«.i}*— S«|%ain«coa«reea(o-»t).|^ 

=  K|X2*sin*«co8*a8in*(0— f). 

Ein  Blick  auf  die  Gleiehungen  1)  ond  11)  reicht  hin,  uro  su 
erkennen,  dass  die  Ellipsen,  welche  anaer  Faktor  über  das  Bea« 

paorrshild  ausbreitet ,  den  BahnelMpsori  des  direkt  durch- 
gehenden elliptiach  polarisirten  Strahles  ghnUch,  aber 
um  90»  gegen  dieselben  gedreht  sind.    Obgleich  dieser 
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Satz  die  Aenderungen,  welche  der  Faktor  beim  üickerwerden  der 
Platte  erfährt,  aus  den  bekannten  Aenderungen  des  jedesmal 
resuitirenden  elliptisch  polariairten  Strahls  abzuleiten  gestattet,  so 
dÄrfte  doch,  zur  Dequemlichkeit  des  Lesers,  eine  anmittelbar« 
Uatersucbaiig  derselben  hier  am  Platze  sein. 

}.  5.   Wenn  x,  8in«>  jjjcos«?  oder  tga>^,  d.  b.  wwa  dw 

ordinäre  Strahl  der  intensivm  ist,  «o  bildet  die  gnieee  Ase  der 
Ellipse  I.)  mit  der  optiscben  Aze  der  Krystaliplette  einee  Win- 
W  qp»  weleber  dnreb  die  dleichaog 

_  i 

•«•el^^-^Vcos'a-V']      («i-'^-^-^-co.^)«  r 

t^y=  « -f  4x|»xa*«to^coe^cos*(o— r)  t 

2i(|»,siDacoe«reoe(o — r) 

gegeben  ist;  das  Axeo?erbältaiss  wird 

aini«i^+ai«eo.^- V"!  + V^os  7 

.  ^  -4ih%^sin«ccos«gsin*(o~e)  S 

d  2»!    sie  a  cos  «ein  (o — r) 

gefunden«  wo  das  Vorzeichen  stets  «o  gewählt  werden  muss«  das« 
-7  poelÜT  wird.  Pfr  cQe(0— »)s=l,  d.b.  wenn  ist,  oder 

weno  der  Ganguoterschied  des  ordinären  und  ej^traordinären  iStraii* 
)ce  eine  gnnse  AhmüiI  von  WeUenÜngen  betiffgt,  wird  ^=0; 

die  Ellipsen  gehen  demnach  in  gerade  Linien  über,  för  weiche 
«ich  unmittelbar  aus  1}  die  Gleichung^ 

^  =  ~^cotga.oi  ^ 


«gibt  tSeet  mw  jetst  d  rou  —    an  dnrcb  —~    ^  hin> 

CD  —  e  4      c0  —  t 

doieb  bia  — •  J^H",  »^»«fc«««»  fill>rt  man  also  coe(e— e)  von 
Hnrcb 0 bindnreb  tu  —I  hinüber,  so  durcbläufl  tgy  die  Werthe 
'M— ^colg«  dnreb  0  bindnreb  bis  f-cotg«,  wibreud  da» 
Azon?erhAltniee,  anfangt»  Null,  bei  cosfo— e)  =  0  .meinen  grüMsten 
W«rtb  ^eotg«  erreicht,  um  ron  da  bei  coa(e  — wieder 

iDNnUherabanainIcen.  Im  n«cbaten  Intervall ,  ven  4=—^ 

2     (0— « 
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bis  d^^^—,  dttrcbtiiaa  die  grosse  Elltpsenaze  die  aftmlieliss 

Ricbtangen  in  umgekebrter  Ordmisg,  a.  s.  f.  Die  Riehtong  der 
grossen  Aza  des  Ellipsensyslems  bt  aster  bIIsb  Ricbtunges, 
«reiche  im  Mittelpnnkte  des  Bildes  sich  kreuseii,  diejenige,  weldM 
durch  ansera  Faktor  das  meiste  Licht  eropßingt;  in  die  Richtung 
der  kleiaen  Aze  dagegen  flUit  die  geringste  Erlmiehihing,  Wir 
icSnnen  daher  jene  die  „Aze  der  grussfen  Erleachtnng^S 
die  „Aze  der  ItleinsteD  Erieuehtnng"  nennen,  and  die  obigeD 
Resnltate  wie  folgt  ansdrücken :  Wenn  man  die  Dicke  der  Kry- 
stallplatte  Indert,  so  schwankt  die  Aze  der  grSssten  Erleo'ehlaDg 
an  Mden  Seiten  der  optischen  Axe  swischen  awei  Xosseistwi 
Lagen  bin  und  her;  die  Tangente  des  Winkels,  welchen  disss 
Sttssersten  Lagen  mit  der  optischen  Aze  einschliessen ,  ist  des 

Werthe  ^cotg«  gleich;  derselbe  Werth  gibt,  fflr  die  MitteUsgs» 

das  Azenverbtltnlss  des  Systems  ähnticber  Ellipsen  an-,  deren 
Punkte  dnrcb  den  Faktor  gleiche  Erleuchtung  erhalten*  Je  mehr 
sich  die  Aze  der  grSs^ten  Erleuchtung  von  flnrer  Mittellage  ent- 
fernt, desto  langgedehnter  werden  die  Ellipsen»  um  in  der  Grans* 
läge  endlich  In  gerade  Linien  überzugehen,  welche  dieser  Lege 
parallel  sind. 

Da  Lage  und  Axenverhältniss  der  Ellipsensysteroe  dnieh  des 
Werth  von  co8(o  — ()  bedingt  «ind,  und  dieser  Cosinus  von  Itr 
Wellenifinge  abhängt,  so  ist  klar,  dass  ffir  die  nämliche  Platte 
einer  jeden  Farbe  ein  Ellipseosystem  ?on  anderer  l«eatalt  mid 
Lage  entspricht. 

£s  ist  im  Vorhergehenden  angenommen  worden,  dass  tga>  — 

sei;  man  erhennt  aber  leicht  aus  den  gegebenen  Formeln,  dasf 

man  ffir  tg«<^  Dasjenige,  was  in  Besug  auf  die  optische  Axe 

ges^t  wurde,  jetzt  in  Bezug  auf  die  Sur  opHscfaen  Aze  Senk- 
rechte wiederholen  mttsste. 

Ist  dagegen  tga=    »  d.  h.  sind  die  Odcilialionen  des  ein* 

faltenden  Lichtes  so  sur  optischen  Aze  geneigt,  dass  der  ordi- 
nire  und  der  eztraordinäre  Strahl  gleiche  Intensititen  erfamgen, 
so  hört  das  Hin-  und  Herschwanken  der  Aze  der  grOssten  Er- 
leuchtung auf,  und  es  entsprechen  ihr  nur  noch  zwei  zu  einander 
senkrechte  unveränderliche  Lagen,  «reiche  um  45®  beiderseits 
gegen  die  optische  Aze  geneigt  sind.  Man  findet  nämlich  aisdaas 
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und  j=lg«o-r). 

So  lange  denoacb  co8(e— e)  pesUiv  iet,  swiacben  —-i 

■ad  ds — i-.  t  bildet  die  Axe  der  gr5a«ten  Erlencbtang 

ndt  dar  opÜeehen  Aze  dee  Kryatille  den  Winkel  *-45^;  dabei 
«lahef  den  AxeeTerbiltniee  der  BlUpeeneyeteme  reo  eetnen  an* 
ttaglicben  Nnllwertbe  bie  1 ;  wXbrend  mied  bei  jenem  ersten  Wertbo 
d  die  ▼en  den  Fnkter  glelelwtarii  laedifidrten  Pankte  In 
pefide  Linien  gereibt  eiod,  welche  mit  der  optiechen  Axe  einen 
Winkel  von  — 4(P  einecblieeeen,  bilden  bei  dem  aweiten  Werthe 
*an  d  die  glelcbatnrk  medlfieirten  Punkte  eeneentriecbe  Kreiee  um 
die  Mitte  dee  Bilde«;  flür  eile  xwiecbenliegenden  Werthe  von  d 
aber  aiod  eie  in  Elllpeen  gestellt,  deren  Azenverbtitnieee  alle 

Warthe  Ton  0  bis  I  durcbiaui'en;  vrean  jetzt,  vod  d^'        •  JJITf 

bia  *'~~~^~*^J~r^»  co8(o  —  t)  negativ  wird,  bo  fallt  die  Axe 

dergr5aeten  Crleucbtneg  in  die  Riebtun:?  -f  45^;  gleichzeitig  nimmt 
daa  Axeaverbiltolee  von  1  bis  0  ab,  die  Linien  gleicher  Scbwft- 
diaagy  anfangs  concentrische  Kreise,  gehen  durch  alle  möglichen 
Ellipsen  hindurch  zuletzt  in  gerade  Linion  iflx^r,  vietche  unter 
ZOT  eptitichen  Axe  geneigt  sind.  —  Besteht  das  einfalleode 
Liebt  ane  ▼eracbiedenfarliigen  Strahlen,  so  behalten  die  Ellipsen- 
«ysteme  zwar  für  alle  Farben  die  nlmliche  Lage,  einer  jeden 
i^arlN^  entspricht  aber  ein  anderee  Azenverbältniss. 

Zum  Schlosse  mache  ich  noch  darauf  aufmerksam »  dass  es 
Totlkoromen  gleichgültig  ist,  ob  das  elliptisch  poiarisirte  Licht» 
welches  man  der  Beugung  unterwitft,  durch  eine  doppeltbrechende 
Krystallplatte  oder  auf  irgend  eine  andere  Art  entstanden  sei; 
iaiaier  wird  der  Faktor,  mit  welchem  der  Ausdruck  zu  modi- 
IcireD  ist,  ein  System  von  Ellipsen  vorstellen,  welche  die  Ge- 
stalt der  Bahnen  der  Aetbertbellchen  im  einfallenden  Liebt  ge- 
baelicb  nachahmen,  aber  m  einen  rechten  Winkel  gegen  dieselben 
Rtdrabt  sind. 
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Noüz  über  den  sphärischen  Excess* 

Von  • 

dem  Herausgeber. 


Vorerinnernng  des  Heraas|^eber«. 

Der  nachstehende  Aufsatz  Ist  mir  aus  sehr  weiter  Ferr)e  von 
einem  von  mir  hochi^eachteteTi  Verfasner  zntjesanHt  ^vorden.  In 
dem  den  Aufsatz  begleitenden  Briefe  sagt  der  iJerr  Verfasser: 

M  Finden  Sie  in  dieser  Notis  wirklicii  etwas  Intsfessantes  und 
der  Verdfentliehung  Wertbas^  so  wird  es  so  meiner  Ehre  gerei- 
chen, wenn  Sie  dieselbe  in  irgend  einem  der  nicbsten  Hefl» 
Ihres  geschltsten  Archiven  aufnehmen.** 

Uiemit  war  es  mir  also  freigestellt,  den  Aufsatz  autzuiiebmeii 
oder  zarGckzulegen.  Ich  wurde  den  Aufsatz  nicht  aufgenom- 
men haben»  weil  die  Darstellung  nach. meiner  Meinung  in  einem 
sehr  wesentlichen  Pnnitte  mangelhaft  ist,  welche  ebne  Erginsung 
ihn  tnr  Aufnahme  ungeeignet  macht,  werQber  ich  nachher  das 
Weitere  bemerken  werde.  Auf  der  anderen  Seite  aber  finde  Ich 
in  dem  Aufsatse  manches  Interessante  und  der  VerOffentlichnng 
Werthe,  wehin  ich  namentlich  die,  so  viel  ich  weiss,  bisher  noch 

E 

nicht  angewandte  Zerlegung  von  t*in^  iti  zwei  1  actoren,  weiches 

nach  meiner  Meinung  in  diesem  Anfsalze  der  Hauptpunkt  ist, 
wodurch  die  fiarstelinng  vorzugsireise  vereinfacht  wird,  rechne. 
Aus  diesem  Grunde  lanse  ich  den  Aufsatz  im  Foli^ enden 
uhdrucken,  aher  ohne  den  Herrn  Verfasser  zu  nennen,  weil 
ich  es  mir  nie  erl.inltf  halte  iiini  ;uu:h  U  riierhin  nicht  erlauben 
werde,  v(i!i  [uir  mliienununene  Aufsätze  genannter  Verfasser  mit 
einer  Kritik  von  meiner  Seite  zu  l>e«;leiten.  Sollte  aber  in  die- 
sem Falle  der  Herr  Verfasser  die  Nennung  seines  ISamens  wfin* 
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r 

•cbw  oder  ilb«rliaapt  Dicht  mit  meioeife  AMiditaB  Iber  mIiimi 
Atlnti  «ich  einverstanden  erliliren  IcSnnen,  eo  bitte  ich  ileneel- 
bio  nnr,  mir  davon  gfiti^^at  eo  bald  ala  möglich  Anaei^  an  machen, 
oad  aoll  rlann  ungeslnmt  die  erforderliche  Naila  in  dem  Archive 
folgen.  Id  einer  Nachscluifl  irerde  ich  zeigen,  wrie  Ich  mfar  die 
Daralelinng  an  erglnsen  erlanbea  wflrde,  wodurch  aber  dem 
Graadgedanken,  der  dem  Herrn  Verfaeeer  gana  altein  gebort,  nein 
Werth  in  keiner  Weiee  geachmSlert  werden  aoll.  Ob  librigena 
flb  ihnliehee  Verfahren  nicht  vielleicht  echon  /rflber  angewandt 
ivtrdeo  iat*  worauf  ea  aller  aanftchat  nicht  beeondera  ankommi^ 
da  der  Gegenetand  gewisa  an  eich  Ittr  viele  Leeer  lehrreich »  In- 
toreasant  nnd  neu  .int,  kann  Ich,  wie  achon  drinnert,  mit  völliger 
Bcatiramtheit  nicht  sagen.  Ich  lasse  nnn  den  Anfsata  selbst  folgen. 


Notiz  Uber  den  sphärischen  £xeesa. 

Es  giebt  bekanntlich  mehrere  Ausdrdcke  liir  den  «tphär'mcbeii 
Excess  E,  von  welchen  der  L  hu  iiier 'sehe  der  «leganteste  ist, 

nämlich : 

.            4/""     a+6fc^_                    ii+c— 5"  g-ft^ 
tMig|£=  y  lang  — j — tang — j —  teng — j—  tang— ^-^  

Za  dieser  Formel  führen  verschiedene  We£;e ;  einer  der  einfach« 
üten  und  am  Leichtesten  im  Gedäcbtniss  zu  behaltenden  scheint 
mir  folgender  zu  sein. 

Bezeichnen  a,  6,  c  die  Seiten,  A,  ß,  C  die  Winkel  eines 
«{ihlrischen  Dreiecks,  bedeutet  ferner  2|»  die  Summe  der  drei 
Seiten,  2P  die  der  drei  Winkel,. so  gelten  die  bekannten  sphä- 
lifcb -trigonometrischen  Formeln: 

(1) 

.  «    4/      cosPcos(P—A)       ,   b     4/  C08PCOS(P-|>||) 
*'"1  =  V  -     sinÄsinC        •*"5  =  V  sin^emC  ' 


^^^C         Aj   C0SPC0S(P^  O 

'2""  v  sinksio^  * 

^  1. 

Es  folgt  daran«  durch  Moltiplicatlon : 

.  a  .  b  .  c       cosP  V  — cosAoe(P-^)cos(P~i?)cn>(/3'^C) 
*    2     2       sinc;  sinidslniK 

_    coaP  sinc 
 f^SäC* 
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Oer  «^iiM«  BuM  !•!  aWr 

•    •  E  E 

Warans  f  =  9(1»  +  ^  aod  eoePs— «In^»  «o  dm 

8in  "ä-  =  — "  sin  C 

cos  2 

,  a  .  6     

sin I  sing  2  V »in p  s\ n  (;> - «)  si d     — 6) si t. (/i  c) 

also  endlich: 

(2) 

£      VaiapaiaCp  — g)  ste(|i— 6)sin(|»— c) 
^"2*=  ^     a      b  e 

ZCOS^COSgCOSg 

Der  üasdmck  rechts  kann  in  zwei  Faktoren  aerlegt  werden, 
so  daae: 


,  p  .  p  —  o  ,  «—6  ,  p  —  c 
8111^  sin^-y-  sln*-^  am^-s— 


eeagces^cos^ 


p  p — a  p — 6  p — c 
coa^coa^— «oa«-^— cosHj— 


a      0  c 
cosgc<^gcoag 

E  E 
von  welchen  der  eine  rssln-^  und  der  andere  =eoa|-  eein  wirf, 

wenn  es  nachgewiesen  werden  kann,  daaa  dieiSumme  ibrei  Qua- 
drate =1  ist,  d.  i. 

(4) 

alD|aln^^8in^*sin^+cas|cea^oea£^ 

a      b  c 
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vrdcbes  die  Lbailior'acbe  Fonnel  ist. 


Nachschrift  des  Uerausgebers. 

Wie^icb  schon  ervrttot  balie»  ist  der  Hsn^pnnkt,  aof  den 
es  ia  der  obigeo  D^rstettnng  vorzugsweise  aekommt»  und  durch 
welchen  die  Einrachheit  des  Beweises  haaptsScblich  bedingt  wird, 
die  Zerlegong  von: 


,  B  V" einpsio(p'^a)>in(p— '6)sm(|>~c) 

■'»1  =  ; — o    6  c —  — 

Seos^cos^eoB^ 
in  swei  Factoren,  wodurch  sich  der  Ansdrack.* 


.  p  .  p  —  n  ,  p  —  b  .  p—c 
•in^sin^-g — «in  ~"2~**°~2~ 

a      h  e 
cos^cos^cos^ 


£ö— a      11—0  p—c 
-  COS^-TT^COS«-^  cos'-g- 


a 

COS  s  cos  «cos, 


ei:giebt.   Auch  ist  es  ganz  richtig»  wcuo  der  Herr  Verfasser  sagt: 

E 

.»der  eine  dieser  beiden  Factoren  wird  ^  sin  |  und  der  andere 

E 

scosj  sein,  wenn  es  nachgewiesen  werden  kaan^  dasa  die 

Somme  ihrer  Quadrate  =1  ist.«*    Letzteres  beweist  der  Herr 

Verfasser  auch  gaos  richtig.  Wenn  nun  aber  am  Ende,  nachdem 

dies  bewiesen,  ohne  Weiteres  der  erste  der  beiden  Factoren 

E  E 
=ssin^,  der  zweite  =:cos^  gesetzt  uird;   so  ist  dazu  nach 

meiner  Meinung  in  der  Tliat  gar  Icein  unmittelbarer  Grund,  — 
wenigstens  nach  der  Darstellang  des  Herrn  Verfassers,  —  vor- 
handen, iodem  man  eben  so  gut  den  ersten  der  beiden  Factoren 

E  E 
SS  cos      den  s  weiten  =:sin-|  bitte  setsen  kSnnen«  In  diesen» 
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Puokte  ist  aUo  nach  meiner  Meinung  die  Darstellung  maogelbaft, 
und  darin  liegt  der  <>rund,  weicher  mich  bestimmt  haben  wfirde, 
den  Aufisatz  nicht  aurzunehnien ,  wenn  mir  derselbe  nicht  auf 
der  anderen  Seite  doch  manches  Interessante  und  der  MittheiluDg 
Wcrthe  zu  enthalten  ^eschieiipri  hätte,  ich  will  nun  zeigen,  wie 
nach  meiner  Meinung  die  Darstellung  vervollständigt  und  vielleicht 
hin  find  wieder  noch  etwas  eleganter  gemacht  werden  kann,  auf 
welches  Letztere  ich  aber  keinen  besonderen  Werth  lepe,  indem 
eben  so  gut  die  Methode  des  Herrn  Verfassers  hätte  beibehal- 
ten werden  kGooei). 

Well  fsJ^B  +  C-lSOo,  also  \E^kiA^ B^O--W 
\At  eo  let: 

■nd  felglieli: 

eo8|£  st  sioKJ  -I-  ir)eo6if;  -^coeKii-|-  sioiC, 

8ini£  =sini(J  +  B)Bm\C —cob\{A  ■\- ß)co%\C\ 
oach  den  Ganes'eeben  (Gleichungen  iet  eher: 
»  9mi{A  ^  /»';coiiic  =  cosi(a — 6)cosiC 

cesK^-|>4)®osicsieonKii  -f  b)tAnV^% 


_     cosKa  —  6)  cos  jC*  -f-  cos^(ff  -f-  6)  «in 
coei^a  , 

,           I cos —b)  —  cos \{a^  b)\ sin ^Ccos , 
ein  4&  Ä  -   1  -'  » 

ftilgM,  wie  man  eegleieb  flberaielit: 

cos|aco8^6-f  sin|asin|dcosC 
ceei£=  , 

.  ,^  sinlaeini^sinC. 

sin  iE  =  s-  » 

•  '  eoeje 

tberbekanntlichy  wenn  wie  gewöhnlich  «=K^-f6-f-c)  gesetzt  wird*): 

^  cosc — cosacosft       .         2V^  8ini8in(s  — rOsin(«— A)«ln(f— c) 
tos  1/=  s — i — »    Sin  C  =  ;  ; — a  "    —  t 


*)  Der  Herr  VerfsMer  schreibt  //  «(alt  welche«  Letstere  mir  ge- 
läufiger itt. 


2^  Gruner t:  ßfotit  fiäer  den  »jfMritcAem  M9€€M, 

al«o,  wenn  man  suglekb 

sin  asin  6  s  4  sin  4«  n\u  |6  c(w|a  c«si6 

Mlit: 

^  4co8|ii^coi<      +  (cos  e  —  co»  acos  6) 

folglieh»  weil  bekaontilcb 

4co8iii'co«^*  =  (1  -f-  Cosa}  (I  4 /cooA) 


ist: 


1) 


,        I  +  t:o8  a  f  C08  Ä  +  C08C 

C0s4£ä.— i  , — —  , 

Aqq»\(i  cos \0  CO» \c 


,  sin  Jfsin  (j— rt)  .s'ni(5- 6)siii(*— c) 

Nun  Mlie  man  der  Kurse  vr^en: 

I  cos  in  cos  46  ff  OS  4^ 


sio  4i  sin  |(>  —  a)  si»  4(i  —  b)  ain  4(i  ~  c)  . 

co64aoos46co84c  * 

SO  ist  sack  der  sweitsn  der  GleicbuDgen  1)  offenbar: 

3)  ;  .  .  sin4£;=2iio. 

Lofebt  erbilt  man  aber  ans  2)  nacb  sebr  beksonten  gonloaK* 
triseben  Ponneln: 

4(ai*  ±  9*)  OOS  |acos46cos4c 

as    t€084a-|-  co8(«  — 4o)|  |cos4(6~r)  +  cos[* — K6-|-c)]i 

dblcoa4a-^cos(« -ia)UcosK6-.c) -eos[s— 4(6  <|-e)jn* 

« 

oder: 

4(k*     1^')  cos4<>  cos  ^  cos  4c 
s   teos4a -f  cos4(64e)Mcos4(6  — e)-|-eos4«) 
:4:  t  cos  4o  —  cos  4(6  '^  <7)  H  cos  4(6  —  c) — cos  4a ) ; 
also«  wenn  man  die  Maltiplicationen  aesfiBbrt: 
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3  (ti*  -I-  0*)  CM  |a  CO«  i6  GM  4«ss«o»iatcos^6 — c)  -|-  cos  } , 

2(t^ — m^a  cos  |6  cm  |e  s  cm  io*  -f  cMi(6 — e)  cm4(^  +  ; 

abo  nach  seht  bekannten  Formeln: 

(it* -f"  cos  46  cos    =  CM  {a  CM  |6  CM  |e, 

4(i^^^)  cos    cos  1^  cos  4€  =  1 4  CM  a -|- cm6 -l-CM  e ; 

also;  , 

Mt^Bf  —  ?     <^o«  g  +  COS  6  -i-  cos c , 
ir^v-si,  «-    ü-^    4cos|acos|6cos4c  * 

snd  folglich  oacb  1): 

4)  a^— s^sscosif. 

Darcb  Addition  nod  Subtraction  diMer  beiden  Gleichungen 
crkill  man: 

2ti*  =  1    cosi£  ^Scoei£*, 
1  — cos|jßs2siniiE*; 

also: 

u*  =  cosl^*,       =  sin 
snd  felglleli«  weit  eo»\E  und  Bin^E  offenbar  beide  poaiti^  sind: 

5)  ii=cos4£,   r  =  siu^£; 

folglich  nach  3): 


4  /  CMjfCM|(f-*a)CMKl**6)CM|(f>c) 

K  cos|acos|6cos|e  * 

ein  iE  =y »'Pi*  »in    —  »)     i(*  -^)  ^'m  K<  , 


cos  |e  cos  cos 
also  durch  Division: 

7)  taug^£=    tangis tangK«-«) tang tangid- e) . 
welches  die  zu  beweisende,  von  Lh  u  i  I  i  er  *)  gefundene  Formel  ist. 
Etwa  auf  dlMU  Weise  uiuss  der  Beweis  vervellsttndigt  werden. 

Daaa  eos^E  und  ein^£  beide  positiv  sind,  wie  oben  behaup- 
tat  wnidei  erhellet  leicht  Denn  es  Ist  bekanntlich  kein  Winkel 
des  sphSrlscben  Dreiecks  grOeser  als  181^,  also : 


*)  Auf  Arn  Tit«'In  der  ^  »-i  srliiedHiirn  \\ Crl»«'  dir«rh  (rffTHchen  Mh- 
Üiettftlitier>^  ist  der  Snnw  thiil«  L  h  m  i  1 1  e  r  (Algebra) .  Ihell«  L'Hiii- 
Her  (Expnsiliu  clentmlarts)  jyrciiriirii  bcn. 
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Grunert:  Kür%este  Entfernung  %weier  tiormaien 


+  + c<54a«>, 

and  folglich 

J  +  Ä  +  C— ISO«  <360<», 

also  £<a6O0»  |£  < wonuis  das  Bebaoptet«  anaittellimr  folgt. 

M9g;e  der  Herr  Verfasser  aus  vorstehend en  Bemerkungen  die 
von  mir  seinem  Aufsatze  pen-idmete  Aufnif^rksamkeit  erkennen. 
Sein  Name  soll,  wie  .scbon  crinfiert,  sogleich  genannt  werden, 
weim  er  mir  seinen  Wunsch,  dass  die8  geschehe,  su  erkennen  giebt. 


Kürzeste  Kntfernoog  zweier  JKormaleo  eines  Ellipsoids 

Ton  einander. 


Von 

dem  Heraas§;eber. 


Wenn  z^vei  gerade  Linien  im  Räume  durch  die  Ciiteichungen : 

COSO^      twß^      €09^0 '     CO0«|       C0«^|  COSfi 

charakterisirt  «ind,  deren  kürseste  Entfmuiig  toii  einanjler  durch 
£01  beseiehoet»  nnd 

cos  Ifoi  ^  efMo^cwoi    eomßQCwßi  <|>  coa/oCooTi 

g«a«tst  wird ;  so  iai  *) ; 

(«o— Ol)  (cos/3(>coayi  — cosy^cos^) 
6i)(co»jr0coaa^  — eoa%coflyi) 
\  -f (c^~C|)(co8aoCos/?|— coa^coagj) 


*)  M.  «.  ThI.  ILXW.  g.  5.  Nr.  U). 


i».cl  by  Googl 
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ireoD  «10  Id  dieser  Formel  das  obere  oder  ontere  Zeichen  ninimt, 
jenacbdein  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  Gieichbeitj^zei- 
chens  positiv  oder  negativ  ist. 

Sinti  nun  i^o^ohti  und  (^i^Si)  zwei  beliebige  Puoitte  des 
darcb  die  Gleicbaog 

(f)"  *  (ff  *  C)'.= ' 

c][iarakteri«irten  Ellipsoidsj  SO  sind  bekanntlich: 

*o  9o  ^  '  a  Uk  H 
^        4*        e<         ?        6«  ? 

die  GleieiiaDgen  der  diesen  PnnfcteD  eDtsprech enden  Normalendes 
Elilpsoids;  ond  uir  kuonen  also,  weon  Gq,  Gi  gewisse  Facto- 
les  besetebDen,  für  diese  beiden  Normalen  reepective: 

cos^ssGo^»   mA,s€?op»  ««»|b=Co3* 

«»•<»i  =  6i^i'   cesftÄ6',|i,  eosy^sGi^ 
MiieB.  Also  ist  immer  in  den  obigeD  BeseicbDuegen : 

MgM: 

wenn  wir  uns,  was  offenbar  verstattet  i>»t,  den  Winkel  ff©,  zwi- 
Khen  0  und  180^  angenommen  denken ,  und : 

cosPoCos/i  — cos^^ocns/?!  =  GqGi^^^^^  , 
CSS  yoGOSOi  —  COS  c^GOsy^  s=  Go^'i  ^^^^  * 

««6« 


ceesbeesA  -cos|7,»eo80|sCroCr, 


also  Dach  dem  Obigen : 


Theil  XXXVlll.  1^ 


Gruner üHr^este  Butfernung  zweier  iVormaien 
Ntin  ist  aber  nach  dem  Obigen  offenbar: 

also»  wenn  mao  diese  Au&drücke  in  die  vorstehende  Formel  einfuhrt: 
oder  nach  einem  bekannten  arithmetischen  öatze : 

c-^o -^ir  ^^i^  +(^0-3^1) — — + ('o- h) — 


natOrlieli  iminer  d«8  obere  oder  untere  Zeiefcen  ffeDonunen,  Jeoael- 
dem  die  OrSeee  aef  der  rechten  Seite  des  Ivleicbbettetetelieiii 
positiv  oder  negativ  iat.  Man  bann  diene  Formel  auch  aof  fol* 
gende  Art  ecbtelben: 

?«*(*e— *i)  (Soh  -  >oSft)  +  **(3fo— fi)  («6*i  —  «b*t)  i 
Wen,  wie  sogleicb  In  die  Augen  fsllt: 

« 

Ist,  ao  kann  «an  offenbar  aetaeo: 

^^^(i^o^  +6*(ioJ:i-«oS|)*  +  e*(xg^  -»a*t)*  ' 

oder  der  Kilrse  wegen: 

^1  =  db  ^ » 

wo  die  Bedcniuog      Z  und  N  aoglelcb  von  aelbat  erbellen  wird. 


Digitized  by  Google 


Weil  nun 
ist;  «o  ist 

a^c       *  '     6     \    o       c         tf  o/ 

+  («— 

nd 


^     V    «        C        c  «/ 

iIm»  iresa 
«mI 

laMM  «rird: 

•  Betet  Ml  min  abe^ ; 

■ 

'^^  e   \   S    *«       «    '  /.. 


15« 


2d2  Urunert:  äürzetie  BiUfernung  iWiier  Normalen 
ttod 

\a/  \    c      b        b  cj 
+  W       6     '7  b)  ' 

•o  Ist  offenl»r: 


a 


froraus  erhellet,  das^s  die  Grosse        in  Besug  auf  die  GrvM«« 

i-^.  1-4»  '^T*. 

eine  GrSsse  der  iwelteB  OrdBong  ist»  weiches  nechtoweisen  dtr 
flatq^ttireek  dieees  AnfiMtses  war. 

Man  kann  aach 
oder  ' 

♦ 

eder»  weil 


Digitized  by  Google 


Für  du  RotaUoo6-Ellip«oid  Ut  a=6  so  setien«  ^o: 


Seilt  aao  in  diesem  Falle 
•0  ist 


nid 


s  ein  iB^  --sie     = 2«ni(%  --iUeoeKi't  -f  ^e) 


a    a     a   a         *  ■  "  ^ 

^  ♦ 

fereer  effeolier 


also; 


it  2(1  a)«in(Z.i  —  I^)8ini(Äi-  Äq)  cos       +  Äo)  ^  s  BQCOBB^ 

an  ,  ^  ,   .  ^   

•      *  4  A  (  1— Uiir2roelnai4-eoe(i;^-Ai)««i^oCMA|)*^ 
I  -(l-^ein(i;i--i;«)«6eel^o*<»iB|S 
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ß^nkt  Miaii  sich  ein  «phärisches  Offtieck  beschrieben,  in  wel- 
chen» die  Seiten  ^0** — Bq,  90^—'/^  einen  von  cleiii  absK>l«ten 
Werthe  von  Lj — Z-,,  gemessenen  Winkel  einschüessen,  und  be- 
zeichnet die  idfitle  iSeifte  •  cKeae«  i«iibSrl8Bh(Bo  preifck«  durch  X«, 

80  10t  ^ 

^    cos  Lqi  —  n\n  Bq  sin  Bi  -f  eos  {Li  —  Lq)  co8  Bq  tos  , 
and  folglMi  nach  dj|oi  -Obigen: 

^dD I^«-  (1        sin  (Li  -  La)*co8  BJ^cobBi* 

Fflr  das  all^eiiNine  drduige  EllipMid  kann  nan  bekanntM 
in  ÜHiliaber  Wtiaf 

•etsen«  wo  dann  freilich  die  Formeln  «i'eitlftii6ger  anafailen,  wes- 
halb wir  der  Kürxe  wege»  ona  daifiber  Jitst  atebt  iKeltef  Terbiei 
ten  wollen. 

Leicht  kann  man  nun  auch  Ausdrflcke  fiir  die  Coordinnten  der 
Punkte  der  kürzesten  Entfernung-  finden,  die  wir,  wie  in  dem 
Aufsatze  Tbl.  XXAV  .  Nr,  L.  .itif  den  wir  uns  hier  überhaupt  be- 
ziehen >  durch  2*01,  y„i,  z^i  ''^''^  ^lu'  ^lo»  ^lo  ^e%eichneo  woUeo. 

Zunächst  üudet  mau  leicht: 

(jTi  —  xq)  (cos  «0  — "eoa«!  cos  Woi ) 
+  iSfi  — yo)(cos/Jo— cosA  coslFoi) 
+  (H  —  %)  (cosyo — ^  W^oi) 
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eines  ElUftoiä*  pon  eimauäer. 

IIB<1  * 

'    {X^ — dPl)  (CO»  0|  -r*  cos     G08  Wqi  ) 

0ie  Gleichongen  der  BerObrun^sebeoeo  des  EUipaoids  io  den 
Pwiktsn  (-^  o^o^o)        i^^iyiH)  *iDd  respective 

^  (-^  -^..)  +  %  (y  -.V.0 + ^(.-  «o> = 0 

nod 

betslisbiien  wir  also  die  von  dem  Mittelpunkte  dee  Eilipeside  oder 
dem  AofsDire  der  Coordineten  auf  die  Io  Rede  stebeiiden  BerülK 
rangsebenen  i^fiülten  Perpendikel  diir«h  f^^  und  Pf,  so  ist  nach 
des  Lebren  der  aoalytieeben  Geometrie: 

also  nach  dem  Obigen : 

Bezeichnen  wir  ferner  <lie  auf  die  Berüiiruii^sebenen  in  (;ro;yo^o) 
und  (jr,f/,:, )  respectlve  von  Uj^iXi)  und  (aroyo'o)  gefällten  Per- 
pendikel (iurdi  ^1«  nach  den  Lehren  der  analy* 
tischen  tveonietrie: 
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Gruuerl:   h'urtetie  Kmferuung  zweier  fior malen 


.CO 


oder: 


und 


LI  —  —  _  .  

1  N.  X...  \  »  /«XU 


+  1^ 


Nun  ist 

a*6     ü    a  J        \U  '  c     c  '  bj       \e  '  a      a  '  cj 

/^o£i  .  yoyi  ,  <o«iV 

folglich  diese  letztere  Groese  positiv,  und  daher: 

also  offeobar  auch  die  Grosse 

positiv.  Folglich  ist  nach  dem  Obtgeti: 


und 
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«1  = 


einen  £Uip80ids  von  einamler.  ^7 

• 


alto  ofrabar: 


Lassen  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  die  Winkel  Oq,  /Jq»  yo 
und  0|,  /i  den  von  den  Punkten  (.x-o^oZu)  und  ans 
nach  dem  Susseren  Hanme  des  Kliipsnid^  hin  gehenden  Theilen 
der  Normalen  entsprechen,  so  iftt,  nie  ich  in  Thl.  XXXVL  S. 83. 
Nr.  ö)  gezeigt  habe: 


«Uo  nach  dem  Obigeo: 
♦ 

«IS<H«P,^i,    €ö»A«P|^,  C4Min«P|^; 

und  bezeichnet  nun  tc..i  den  von  ddo  in  Rede  stehendes  Tb^lvn 
der  beiden  Normalen  eingeacliloeeeneD,  \W  nicht  übmtelgendw 
Winkel,  eo  iet 

cos  t0^t  =^      '^(i  cos  0|  -f  coe         ßi  +  cos    cos  yi  » 
ilee  nach  VoretelieBdeni ; 


238        Grunerl:  kurwu  iinifetimm  tiMfor  Normmien 
folglich : 

fliernaeh  ist  min  nach  dem  Obigra: 

{Xi  —  Xq)  (cos     —  CO0  «I  GM  W^) 

-  Co  ^  ( +    CMmvw  ) 

und 

(iro-"«! )  coaobeos  IFoi  > 

+  (yo — yi )  (cos  ßi  —  cos/3o cos  f^^^oi ) 
+  (a^  —  «i)  (coayi  -  etmy^ew  W^) 

=  —  Cr,  ^^|r^  (/^i  +      CO»  tO„,). 

Folglidi  ist  Qadi  Tbl  UXV.  8. 4.  Nr.  8)  in  4er  dqrl  gebranciiten 
Beiekhoung : 

Nach  Tbl;  XXXV.  8. 2.  nni  S.  %  Nr.  5)  ond  Nr.  0)  iai  aber: 

and 
alacT; 

und 
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eine»  üdiißaoidi  von  etHattder,  2^ 


S;^»»        •  f>^>,  iü^ic  • 


t 


■■4: 


•Im: 


ond: 


=  1- 

=1- 

P.Öl    P..  +  P,COf»f|,.., 

90 

P,sinw„»» 

=  1  - 

P«Ö1    Po  +  PiCOStC^, 

iJ^'  PiwniPo,* 

=  1  - 

PlOo  P|  +P|»COS«Co, 

6*  *  »in»«,* 

Pi<?o  Pi  f  P.  cos»,, 

Man  trflrde  aus  diesen  nierktvQrdigvn  Ausdrucken  noch  ver- 
schiedene andere  Anedröcke  ableiten  kOnnen»  vrobel  Ich  Jettt  aber 
nicht  Ifinger  verweilen  will. 

BeilSufig  will  ich  nur  noch  auf  den  folgenden  Satz  aufmerk- 
aam  nnchen.  En  seien 
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240  Grünen:  ICÜrum  StUfim.  wmHtr  fi^rmai.  ettt  fiHTjw.  9. ttamid. 

{"ffO^»  («ijfi^)«  (^3M) 

oder  Ag,  drei  Paukte  elnee  Blttpeelde,  dineh  welche  an 
deeeelbe  BerithmiigeebeDeii  gelegt  eimL  Anf  d&eee  Betihnng»- 
ebenen  eeieti  wvtt  dem  Mittelpiiokte  dee  Ellipeeide  die  PerpidB 
kel  Po,  Pi.  Pt  geOlK.  Ferner  eeien  enf  die  BerflbningeebiM 
in  4o  ▼on  Ai  und  A%  die  Perpendikel  und  auf  die  Be- 
rührungsebeoe  in  Ai  ven  und  die  Perpendikel  Qit  and 
Qio»  auf  die  BerfiliniDgsebene  b  A^  ven  4o  ued  Jj^  die  Penm* 
dikel  Qbo  ond  Q,,  gelUit  Dann  iet  naeb  den  Obigen: 

aleo  iet: 

PoP.P^   -  PoPiPt* 
werane  eieh  die  bemerkenawertbe  Relation 

erglebt.  < 

Eine  frühere  Untereuchung  Ton  mir  Uber  denoelben  Gegen* 
etand  e.  m.  ThI.  XXI.  S.  314.  ! 
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Verscliie4eBe  aritiimeliscbe  Sätie« 

Vom 

Herrn  Docior  G,  F,  Mtyer 

in  H«nti«vet. 


I.  Heissen  a,  b,  c,  —  /  diejenigen  Thciler  ?oti  r  ,  fflr  welche 
2a-|-1,  26'(-l, ....  2/4^  1  Primzahlen  werden,  drückt,  tiam  von 
Standt'aclien  Theoreme  zufolge»  die  rte  Bereoolirecbe  4&abl 
=.Br  gesetst, 

Är  -K-ir-Hi  +  ä^  +  +  +....+  ^] 

elM  gMie  Zahl  ans*).  Naa  tot  abar»  wann  wir  dar  Kiiraa  wegaa 

r:2.a....r 

achreiban»  tiaeb  der  bebanaten  Moivre'acbra  Famal: 
*H-ii     -  + .... 


+  (-1)—»  Wi'ie'i^i  i>>^^^3sO. 


Mithin  i 


*)  CreU«  •  Journal  Bd  21  No.  18.  S  MlH.  Kur  (I  rjenifffn  der 
geehrten  Leaer  die>ie«  Archiv«,  welche  diP  (Vrschirhte  dex  ttruiihnten 
LebrsaUea  kmiien,  bemerlre  ich  noch,  «lau  ich  recht  gyt  wei«i,  da«» 
aa«b  Rmt  Tb.  Claaaen  dmiaoibeii  gefMan  bat  Ich  habe  iaieaa  da« 
Thaaram  nach  Harra  ▼oa  Standl  baamat,  irail  diaaar  —  aaeb  aaiaar 
a%Baa  Anaeaga  —  aabon  laaga  irar  Glaaaaa  la  daai  Baailaa  daa  8a(aaa 
gawaaaa  iat 
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i4i  Mtftr:  TmtMMkm  rwOlwitliflr  MM 

»■+'»£».+(- 1)-'  U  +         +.-+  jj^jj] 

t- 'j"  L* + sVi + im  fiVi] 

+  ....'.  

Wie  leicht  «fgichtlich,  becleuten  hier  die  verschiedenen  «f,pi,  y,..»  i 

die  Wcrthe  der  obigen  n,  h,  c  /  in  Bezug  auf  n,  n  —  J , ....  I. 

Da  DUM  in  der  vorstehenden  Gleichung  der  l'heil  links  vom  Gleicb- 
heitszeicbeo  eine  ganxe  Zahl  Torstellt,  so  iniics  nothwendlg  auch 

# 

aod  dato 

nit  einer  gaDseo  ZaU  Ideotiacli  eetn. 


*       •)  DiiM  üBtt  d«r  onf^aiv^en  IHaoaital-ftiieflrlMleii  Mck  dlle 
im  in  iBwediiniy  koiMMii  IrihNira.  erf^cbt  sich  ir^(m  der 


r  w— r 

«••fort. 
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*  ^ 

Mfort  «MMiebleh  Hast  dlüM  ErgebnlM  Mcfc  dadnrdi 
fieb  ▼erefaifaehen«  dM  man  von  den  Zahlen  Sor^f-I,  2/3 -f^l,.*^; 
^i-fl*       -f  1,  ....  u.  s.  vr.  diejenigen  aiisacbeldet ,  walebe  be* 

siehuogsweiae  Primfactoren  von  2«>-fij$  q.  «.  f.  daralellen. 


II.  Bedeutet  /^(O)  den  2iiten  DlflerenjtialqunfleqteD  der  Fnnc- 
tba  ist  bekanntlich: 

Äi=(-l).-i/iii(0). 

Für  /^(O)  «ber  «^giabtaicb  nach  de»  bekannten  La|»lace*acbcin 
Verfahren*): 

2||  ««-1      «»— l  ■  ' 


we 

'in  2n.2ii  — I 

2n.(2w-l) ....  (2n--^jh2) 
^        1.2,3.... (p—l) 

filrp=l,  2,  3,  '>T?=-!  freset/t  Da  also  hiernach  il^,.... 
ganie  Zahlen  anedrüdcen ,  «o  erhellt  sofort,  4aa»  nach 

fl 

eine  ganze  Zahl  bezeichnet**).  Uierane  aber  ergieht  sich  mit 
Hülfe  des  Fermat'schen  Satzes  eine  neue  Polgemng.  Bedeutet 
Bimlicb  u  eine  ungerade  Primzahl,  eo  hat  man: 


-1^0  (mod.n) 

iiod 


•)  Laernix,   Traite.  T.  III.  p.  lOT  st^q   —  '-tipplrni.  xu  KIfig«!*« 
■■•Ihem.  Wörterhurh«  von  .4-  1>.  Art.  H  «- r  n  <i  n  i  Ii '«che  Zahlen. 
**)  Dasselbe  folgt  s.  B.  auch  aua  der  UdutiAn  t 


ii«  ^  «Ii«  Seeenl6n>C*neflicienteii  «ind. 
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Ist  demDach   ii>3t   00  kaon   mir  dadardi  die  ßadingoag 

^^(^^l)Bm  _  ^.^^  GansmU  erfHllt  irerdmi,  dm  Bm  in 

n 

ZiiUeff  »  ftk  FMtor  «otbiU. 

Wir  kSnoeo  diesen  Satse  eine  «llgemeinefe  Faeemg  gebee, 
ioden  wir  die  Bediegang  enreaciien,  welche  erflillt  cmii  noee, 
danit  f&r  ein  avsemmengeeeletee  11  irgend  ein^  (eogerader)  Prini> 
faeter  deeeelben  einee  Tlieiter  von  2*"— 1=4"  — 1  bilde.  Sei 
daher  n^9p,  wo  p  eine  ungerade  Primzahl  anadrflekt  Heisat 
d  der  kleinate  Ezpenent.  fliir  welchen  die  Cengmens  Statt  hat: 

4«'  =  1  (iDod./>), 

ao  mna«  nolbwendig       1=miI  aeln.  Weil  aber  aas 

4ji-i  =  1  (mod./y) 

felgt: 

ao  mosf  üBr 

offenbar  t  —  niid  sein.  Findet  mithin  diene  Bedingung  nicht  Statt, 
ao  kann  p  nur  in  dem  35ihler  irnn  Bn  vorkennen.  Die  Bedingong 
9  =  mid  eher  meaa  Jedesmal  eintreten,  wenn  auch  f^-l-l  eine 

PrImsabI  bedeutet.    Denn  iat  ein  solcher  T beiler  von  m» 

flir  welchen  Sl-f  1  an  einer  Primsahl  wird»  ee  folgt: 

2«s  1  (med.  2<  ^  1) 

und  daher  auch: 

^Bl  (mod.2<-|"i). 
Hat  man  n  =  V|/7°,  so  entspringt  annächat: 

4(f-i)p«-*sl  (nod.p>)«  folglleh  4»iP*s4PiF*"\ 

Und  nenoen  n  ir  jetzt  </|  den  kleinsten  Exponenten ,  für  welchen 
die  Congruenz 

4''i  =  l  (mod.^) 
GUltigkeit  heaitst,  ao  moas  flir  den  Fall 

4».f""*sI 

0|p^~^  noth wendig  ein  Vielfachea  von  di  voratellen* 

So  ist  z.  B.  für  n  =  3.5; 
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4^=1  (mod.$)  and  4>»s4',  al»o  3(=s)3/  : 

Ä  -  »  _ 861584 Ii7t)üü6  5.1723168255201 
14322"*    2.5.7.11.31  * 

Für  «SS 5*  h9ki  uMii: 

0onacb  d,  =  10  (=)  5.  Dem  Obi(;eir  wADlfee  omws  Moiit  2ilir 
ler  von 

405057205-24 1  Q79ö4b-4  A;^477526 

"        2:3Jä^  ^ 

du  MültiplQ»  von  25  ^«MMrlmMa»  wm  itiq  »«k  pIvliC  l»4fr 
Tiiat  der  Fall  vt. 


III.  Elementarer  Beweis  eine«  Sterrr^chen  Lehrsatzes. 

Setat  man  jtfs  1 .2.3  ....p— 1,  so  maM,  lalla  p  ein«  Prin- 

sabi  bedeutet,  Jlf  + ^  +  3  -f ....-fy^i  durch  p  tbellbar  sein. 

Dieser  —  so  viel  Ich  «reiaa  —  zuerst  von  Herrn  Professor 
Stern  in  der  Abhandlung:  ,,Zur  Theorie  der  Euler'scbeo 
Integrale.  Gottingen  1847.  S.  39  "  auspesprochene  interes- 
sante Lehraats  llaat  sieb  aacb  meinem  DafQrbalten  kais  so  ba> 

weisen. 

Da  nllrollch  p  aia  PriroiabI  varaofgesetst  wird,  ao  arballl  an« 

M  M 

▼Brdarat,  daaa  dia  ganaaa  Zahlen       ^  *  ""*~Z^\     P  ^^'^ 

Cnilaben  ao  leicht  argiabtaieb,  daaa.lr^an^  «wal  ZaUao     RMid  ^ 

dar  obigaD  Reihe,  durch  p  ditidtrt.  verschiedene  Reste  geben 
nflaaao,  indem  aonat  die  Congruana  Statt  babas  mtlaata: 

M    JU  M 

—  —  —  =  — (r  — o)  =  0  (iiiod.ö), 

waa  aamUglicb.  Ffibrt  man  daher  in  Baaug  auf  Jada  dar  Zablan 

Y Division  mit  p  aas»  SP  WHaf  4ie  .{leMie  «dar  (teste 
aebliaaalicb  lauten:' 

ji  — "1,  p  — 9,....T. 

IHa  Summa 


Tbdl  XXTVIIL  16 
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tb«r  ist  darch  p  theUbar  und  sonach  auch: 

^  in   ni  M 

^+2  +3+  - 
Eleganter  dflrfle  der  Beweis  sein,  wenn  man  erwSgf,  daw 

Immer  swei  Zahlen  ood  der  vorgelegten  Reibe  «ich  angebet 
-iMse»,  für  welelie  man  bat: 

^+7=^(7+r)sO  (mod,ji),  d.h.  9>r»0. 

Zu  diesem  Behofe  braucht  man  offenbar  nur  jedosm.it  zwei  solche 
Zahlen  zu  einer  zu  vereinigen,  welche  von  den  Enden  gleich  weh 
entfernt  sind.  Man  erb&lt  «nf  diese  Weise  sofort: 


Ueber  einige  bestimmte  Integrale  nebst  Sumaiiruii§ 

einiger  endlichen  Reihen. 

{^m  dw  Ü6benrieht«n  der  Verbandlangen  der  KOnigl.  Akad«.>inlo  d«r  WiMM> 

•chaften  «i  Stockholn») 

Von 

Herrn  Christian  Fr.  Lindman, 
Lodor  der  Malhematilt  am  GjrmnMioBi  saSlrengnäa  iaSchwedea. 


DI«  letebt  so  findende  Csleichang 


/ 


giebt  durch  nmalige  Differentiatiuu  nach  u: ,  uud  weuii  tuao  aufbebt, 
sich  aufheben  lässt: 
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/ 


'  CM[(ii-|-l)Aretg|j       8iD(it  Aietg^ 

 —  — ,  .  .  (1) 


weil  maii  bat: 


,    ^    X  Co.[(«  +  I)Arctg*l 

^^^^ 

1  /IN  »«(»Atctgi) 

/<-  (Arotg  i)  »  -  fli^  (r+W  =     '^"^^"^  =  

(1  +  J:»)» 

WMniBMiin'(l)«=Ciita,9sCotatg9  letit,  MfladetBiHi: 

Cos(if|-l)9CM»-*9ii9»=  ^  .  .  .  .(2) 

Da«  iDtegraJ 


w»lcheit  ein  besonderer  Fall  de«  Integrals  (2)  ist»  ist  schon  frflber 
von  Kiimnier  in  Crellc's  Journal  und  von  mir  in  <ien  Ver- 
handlungen der  Akademie  der  Wisisenscbaften  so 
Stockholm  gegeben  worden. 

Darch  nnialige  Differentiation  nacb  s  Qtod  Aofbeboiig  find«! 
im  desgleichen  aus  der  Formel 

II 

dae  integral 

Sin  [(ji  -1- 1)  Arctg  |]         ^      Co8(»  Arctg  ^) 
wtU  aae  bat: 

_  /  1   N  •(_i)vr(«+i)  si»[(«+l)A.«tg|] 
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1 

/        V  Co«(nArctg^ 
=        f  m  )  =  (~  l)-*  A«>  --IT-  ^ 

Führt  mau  auch  hier  Coto  «»tat!  JC  uod  Cotgatgq?  statt 
ein,  6o  bekommt  raaiit 


/ 


Sin  (n  +  1)  g)  Cos  "- V<i9>  =  .  (4) 


Die  Integrale  (2)  und  (4)  kann  man  auch  finden,  wenn  mao 
Co«"~*9  durch  Cosinus  vielfacher  Bogen  aubdruckt  und  dto  Pro- 
ducte  in  Sinus  und  Cosinus  zerlegt.  Dann  erhiUt  man  die  end» 
liehen  Reiben: 

^.J,  p+i   '  »  tL  ^"     — 7+r — • 

welche  der  rechten  Seite  der  Formeln  f2)  und  (4)  respectife  gleich 
sind,  liiere  Reihen  können  auch  ioigeatleruiaassen  summirt  werden. 


Wenn  man 


setzt  und  differentiirt,  »o  bekommt  mao: 

äse 


da  p=5» 


woraus  darch  Integration 

erhalten  wird.   Weil  a  =  0  ist  für  jpssO,  so  ist  C=^r-rT 

pfoT+r=  «+i — •  

Die  Formel  (6),  wenn  man  j;  =  e V  setzt,  gebt  lo 
über.  Zufolge  der  bekannten  Formeln 
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r 


MeD  wir  aUo 


2'»^^l  Cos  m^l^  IC^^^^  ^        ^  Igl,,^^  ^  j^yj  _  1 

ilTfl  ' 

Durch  Vergleicbuag  der  reeiien  uiHi  iaiagiiiilre»  Theile  ergiabt 

«ich  eudiicb: 

T-22_r^„o/    .1^      2^»Co8(w  +  l)«Co»«H-i«-.l  _ 

4,irH^*^^''+i)»«  Sth — ^  ^ 

,fo  pTi^'"^^''  +   hiiVi  ^-  ^ 

FOhrt  man  In  (2)  and  (4)  |  -  9  und  «  statt  9  und  a  ein, 
M  findet  man : 

/¥                /«       \                  ShiMr^  —  a)Sin"o 
+  «(j--  g.jSin-i<prf9«  it*  >   , 

1)  (j-  9)  Sin—  vi^  y  


und,  0  =  0  gesetzt, 
n 


• 

n 


/«                 /«       \                        Slii«r  a)8in"« 
Coa(ii  +        "  y  Si«"-*9dg» «  ^  ^  
0 

Sin  (II  +  1)     —  <pj  Sm^-^^d^  =  -        ^  ^  ^  • 
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Dwvh  bdkMBte  gonioiiietfiteb«  FonnelB  M«b  tttr  Jetitt 

Slii^y^  ' Co»(ii-|.l)vSiii«^»flH«»-Co8  Siii(ii+l)9Sin<»->ls^ 
*  «I  o 

Sin  n     — Si  0  "a 

=  , 

• 


o 

'   *     Cos ni^  —  «1  Sin "« 


«od  darcb  Eiimination: 


Co8(ji+l)9Sm«~»9ii9=  ,  .  .  .  (0) 

Sin  (n  +  1)  9>  Sin"- V'^V  =  —  •  •  •  •  ( *  0) 


Fuhrt  111  an  liier  statt  Sin "-^9  seinen  durch  Sinns  und  Cosinus 
vielfacher  Bogen  ausgedrückten  Werth  ein  nnd  verfährt  nie  in 
Hinsicht  der  Formeln  (i)  und  {X),  erhält  man  gleichfalls  end- 
liche Reihen  wie  (7)  und  (8),  aber  mit  abwechselnd  positiven  und 
negativen  Gliedern.  Auch  die^e  Reihen  lassen  »ich,  wie  die 
vorigen,  besonders  sumroiren.   Setzt  man  also: 


ao  arglabt  sieb  wie  Torbar: 

woraus,  wenn  man  *  statt  r  setzt,  gerade  und  ungerade  n 
unterscheidet  und  die  reellen  und  imaginären  Theile  vergleicht, 
entsteht : 


(13) 

l^.(2m)p^.  (-.1)«»»2»-"^-^ Cos (2m Siü*H-*ar 
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Lindman:  B9W€Ud.Gleich.f '  (if+i»)H«to=(-  l)*  f\u)k^tiiu. 

•  •       •  t  . 

<U) 

(15) 

Oboe  ScbwierigkeU  findcl  man,  weoo  man  in  (7)  ,^»0  und 
macht  und  die  Resultate  addirt  nod  aubtrabirt,  die  Snmmen : 

pfo    +  A   ^  i  ^  

Dasselbe  Verfahren  mit  (12)  and  (14)  giebt  nene  Sammen, 
waa  ich  aber  hier  nieht  weiter  aoanibren  au  dQrfen  glaube. 


Beweis  der  Gleichuog  . 

0  0 

(Siehe  dieaea  Archiv  Thl.  XX.  Seite  4ia--41&) 


Von 


Herrn  ChrtBiian  Fr.  LinAman^ 

Lrctor  der  ülstiieioalil  au»  Gymimsfiim  w  Slri*tignäii  ia  Schwei! eu. 


Fflbrt  mau  In  das  beetimmte  Integral 

^*  ii(ii-l)....(ii-ifc)(ii-A  — Ijrfii 
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Oe^unpiaufffa^^H  für  ScAüier, 


1 — X  statt  tt  ein,  so  wird  du  —  —  dx  und  die  Grenzen  «=0,  v=l 
pchen  resp.  in  x  —  \,  r  — 0  über.  Setzen  wir  hier  — (x  —  1)  statt 
1— -x,  «o  haben  alle  Factoren  das  Vorzeichen  •— ;  weil  sie  abfr 
tn  der  Anzabl  A'i^2  vorhanden  sind,  bo  hckomnit  das  Produet 
das  Vorzeichen  +  oder  — ,  jeiiachdem  die  ^anzc  Zahl  Ä-f-2 
oder  k  gerade  oder  ungerade  i8t  Demzufolge,  und  wenn  wir  die 
Grenzea  umtauschen,  finden  wir: 

.!*=:(- 1)* (ar~l)ar(arf  \),..,(x    k  ~  l){x ic)dx 

D 

wenn  OMUi  m  «titt  s  «direibt.  Multiplicirt  man  endlich 

mit  '      ergiebt  sich '» 

V  4» 

Q.  e.  d. 


mii. 

Uebungsaufgal)i>n  iiir  Schüler. 

Von  drin  Ilrravtgvbcr. 

Die  durch  die  folgende  Constroetion  der  LSng«  der 
halben  Peripherie  eines  Kreieee  gewährte  Annihe* 

rung  au  vntereuchen. 

Durch  den  Mittelpunkt  O  (Taf.  VI.  Fifi.  5.)  des  gegebenen 
Kreises  ziehe  man  die  auf  einander  sonk rocht  stnhenden  Dareb* 
messer  Aß  und  Ci),  mache  die  Sehne  AE  dem  HalbmeM^r 
c:!eich,  siehe  durch  C  eine  Berührende  an  den  Kreis,  und  von  0 
nach  E  einen  Halbmesser ,r  «welcher,  verlängert,  die  Berührende 
in  Fecbneidel;  maeht  mnn  dann  FG  dem  dreifachen  HalbniM^ 
eer  gleiili  mx!  zieht  DG,  so  ist  diese  Linie  nihemngaweise  dir 
halben  Peripherie  des  Kreisee  gleich. 


V  e  H  1  e  V 

Im  Texte  mu  Me^krBm'M  eleliewiteUIceii  M^9§mMMum^ 

tefelB.  IMO  u4  imi« 

In  der  Einleitung  %n  Tafel  K  und  II. 

a)  S.  8.,  linke  Spalte,  {.  50..  Zeile  2,  statt  0.334238  lies  ,033423& 

b)  S.ia,  rechte  Spalte, {.77  .  Z.  4.  statt  £>=5/>J:l  lies  D=Dr±l 
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EiDe  Yerbältoissreihe  tod  Körpern»  die  eioem  bestimm- 
Cen  Paraboloidsegmente  ein-  and  umgeschrieben  sinid. 

Zwei  UebuiigMiifjgslieii  für  Priin«ii«r. 

Ttm 

Herrn  Hermann  Marius ^ 
I^fhrer  iler  Hatlmnaiik  w  der  König«tädti«chea  ReaUchuIe  io  Berlin. 


I.  In  «reicher  Entfernung  vom  ScbeHel  roita«  man  |ein  Ro- 
tationsparaboloid  dnreb  eine  zur  Axe  Mabreehte  Eliene  durcb* 
sebneMeo«  wenn  das  Oetaeder,  welcbea  mit  einer  Bebe  im  Sebei* 
telpnnbte  Aieb  dem  Segfmente  einecbreiben  liest,  ein  regelmleeigee 
nein  aoU?  In  wekshen  Verbiltniaaen  steben  der  Reibe  nacb  die 
Volomina  von  folgenden  acht  KDrpern:  1)  der  um  das  Oetaeder 
an  bescbreibende  Doppelkegel  D\  2)  die  dem  Oetaeder  umge- 
schriebene ICugel  Cr;  3)  das  Paraboloidsegroent  P  selbst;  4)  der 
mit  ihm  auf  demselben  Grondkreise  stehende,  ihm  umgeschrie- 
bene (das  Paraboloid  mit  seinem  Mantel  tangirende)  Kegel  K\ 
5)  das  Kugelsegmenl  und  6)  der  Cylinder  C,  welche  mit  ihm' 
auf  derselben  Grundfläche  stefn^n  urid  dipst^fbe  Hohe  halien;  fer- 
ner 7)  das  über  das  I^aralxdoidstück  uederkte  Segment  eines 
Byptrljaloides  H,  entstanden  durch  ümdrehunp:  einer  gleichsei- 
tigen Hy[»erbel,  deren  Axcii  und  Parameter  gleich  dem  l*arameter 
der  l'arubel  sind  {a~f^^p):  und  endlich  8)  das  ilern  Paraho- 
loide  umgci^chriebene  £lIipäoi<l  £i,  in  Hclchcm  die  Üühe  des 
Segmentes  eine  Halbaxe  ist 

Auflusnpg.  In  der  gegebenen  Parabel  BOH  (TareP.VlII. 
Fig,l)  siebe  man  vem  Scbeitei  ans  auf  beiden  Seiten  der  Axe 

Thsii  nxviii.  IT 
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nntor  einan  Winkel  W9m  4S^  Sehnen,  und  tollende  an«  ilraen  das 
Qundrat  OJAL;  errichte  nnn  In  der  dem  Scheitel  O  gegenüber 
liegenden  Ecke  anf  der  Aze  eine  nenkreebte  Pnrabeleehnc,  to 
schneidet  dieselbe  das  Segment  BOR  ab,  welches  bei  der  Vm- 
drehuDg  der  Figur  um  die  Aze  OA  das  an  betraehtende 
boloidsegroent  liefert.  Denn  die  Ecken  des  Quadrates  OJAL 
bentinnien  In  dieser  Lage  und  wenn  es  bei  der  Ömdrehnng  in  die 
auf  der  Figur  In  OA  senkrechte  Ebene  gekommen  Ist,  die  icck 
Eckpunkte  eines  regelmissigen  Octaeders. 

Man  bat  aus  x'^=  JUJ^=2pjc: 

OMz^ae  ^2p; 

felgiich 

OAssip. 

Demnach  ist  der  vom  Quadrate  OJAL  bei  der  UrodrdittBg 
beschriebeue  Doppelkegel: 

1)  2.9(ar'«  ^s^jEdr's^jil»*. 

Ferner  die  von  dem  Kreise  um  M  erseugte  Kugel: 

^    4     .    32    .     ^  16  . 

2)  €rz=g7Mr"  =  ^jrp"  =  l."^«p». 

Ffir  dio  Bestimnnitig  des  ParaboloidseL^metites  u  eiss  man,  dats 
ein  Kurper,  welcher  in  jeder  Hube     eiiieu  Querschnitt 

besitst,  den  lohalt 

hat.  Hior  ist  jeder  Querschnitt  j^*nzz2pan,  also  a=sO,  6s:i!p*> 
c  =  0;  mithin 

Ift 

5)  P=pnx^z=l(imp*=z9.-^tfp*. 

Dann  gleht  das  von  den  Tangenten  BN  uod  HN  gebildHe 
Dreieck  BNB  den  Kegel: 

l  64  16 
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Der  4mth  dl«  Pookto  B,  O  und  R  gebende  Kreis  hat  um 
Radios  dpi  denn 

AB^szOA.AQ 
gisbt  also  OQ=i^.  Daran 

Der       dem  Recbteclie  BTVB  bescbriebeae  Cylinder: 
5)  C>«4;».^s33i9»s=:«.^np*. 

2«r  Coastmction  der  gleiebsei^eo  Hyperbel  FO IF»  in  welcber 
ass6=f»  sein  seil,  bat  maa  «ss  den^recbtwinkl^^en  Dreieeke 
FOZ,  dessen  Katheten  ssp  sind,  den  Abstand  ibrer  Brennpunkte 
vom  Mittelpaokte  V  gleich  FZ.  Da  Jeder  Qaeisebnitt  dee  Hy- 
perboloidsegmentes  In  der  £ntfemong  «  ven  O 

ist,  so  betrSgt  . 

alse  hiert 

Endlich  beschreibt  die  Ellipse,  deren  Halbazen  AQ  and  AB 
sind»  ein  Rotationselli|isoid»  dessen  iahalt 

8)  .  .  .  ,  E:s^nAB*.AO=^ni^  =  m.jnpK 
Alse  vsrbilt  sieb 

:»:Ci;F$K:0:C:S:B 

ZuHÜtze.  1)  Der  ni('rkwnrili'2:e  Platz  der  Zahl  7  in  dieser 
Reihe  vtarde  auch  durch  das  vierluche  kleinere  Kugelsegnaeot, 
von  ABQH  beschrieben,  au»gefiiiit  uerden. 

2)  Der  mit  seinen  Mantel  dan  Parabnloid  tanfflrende  Kegel 
und  das  Kugelsegment»  von  AB  OB  besch  riehen,  haben  gleiche 
Oberfliebeo»  die  achtmal  so  gross  sind,  als  der  dem  Quadrate 
AJOL  omgescbriebeoe  Kreis. 
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3)  0*16  Oberflicbe  dM  Doppalkegeb  D  ist  gleicb  der  BlHptt 
XBOR. 

4)  Mit  Ausnahme  vonIVo.5  und  INo.  7  stehen  diese  Körper  bei 
einem  Paraboloidsegiiiente  von  beliebiger  Höhe,  auch  bei  eioem 
elliptischen  Paraboioide,  in  den  angegeben  Verhältnissen. 

Anmerkuiig.  Soll  am  Scheitel  des  gegebenen  Rotations- 
paraboioides  ein  grade«  Segmeot  von  solcher  Hube  abgeschnitten 
wordeSf  das«  ein  Tetraeder,  wolches  auf  eineni  dem  Durchechoitti* 
kreUe  eiogeschriebeaeii  gleichseitigen  Dreiecke  steht  uad  soiae 
.  Spitse  Im  Scheitelpunkte  de«  Paraboloides  hat,  regelmässig  ist: 
so  mnss  es  dieselbe  Hobe  Ap  wie  In  der  vorstehenden  Aufgabe 
haben;  und  darum  konnte  hier  jene  VerbMltnissreihe  wieder  ein- 
treten. Allein  es  fehlt  hier  das  Glied  I ;  und  die  Stelle  der  Zahl 
2  hat  der  um  das  Tetraeder  besehriebene  Kegel  oder  eine  Ks* 
gel  Ton  gleicher  Hübe  (Darchmesser)  mit  dem  Segmente. 

II.  Durch  welchen  Punkt  der  Axe  eines  gegebenen  Uota- 
tionsparaboloides  rouss  man  einen  geraden  Querüichnitt  legen, 
»ianiit  iu  dem  erhaltenen  Segmente  ein  VVflrfel  so  coustruirt  werden 
könne,  dass  die  Hohe  des  Segmentes  eine  Diagonale  wiril  initi 
die  drei  Eckpunkte,  welche  der  im  Scheitel  ruhenden  Würlelecice 
zunächst  liegen,  in  den  Mantel  des  Paraboloideiü  fallen?  In  wel- 
chen Verhältnissen  stehen  der  Reihe  nach  die  Volumina  von 
folgenden  Korpern:  1)  Die  tini  den  Witriei  beschriebene  Kugel 
G;  2)  der  jener  im  Scheitel  ruhenden  Wurfelecke  eingeschrie* 
bene  Kegel  A-,  vuu  gleicher  Höhe  mit  dem  Segmente:  derselbe 
wir<l  bei  der  Umdrehung  durch  eine  vom  Scheitel  auslaufende 
Diagonale  eines  Seitenquadrates  beschrieben;  3)  das  Paraboloid- 
Segment  P\  4)  von  der  um  das  Paraboloidsegment  bescliriehenen 
Kugel  derjenige  Abschnitt  »S,  \\t'k[)er  jenes  in  sich  einscbliesst; 
5)  der  Cylinder  C,  tvelcher  mit  dtrn  Paralxiloidscgmente  gleiche 
(irundiUiche  un  d  H  übe  hat;  6)  der  aut  der  Ebene  des  Querschnit- 
tes stehende  Kessel  K ,  welcher  dem  Würfel  umgeschrieben  ist, 
«1.  h.  ihn  uberdeckt,  iiuU*ni  v.v  die  \  »m  Scheitel  des  Parabuloides 
auslaufenden  Knuten  in  seinen»  Mantel  enthiUt;  7)  ein  eben  »o 
hohes  Sej^niciit  //  eines  Hyperboloides,  entstanden  durch  Um- 
drchuufj  einer  gleicliseitii^en  Hyperbel,  deren  Axen  und  Parame- 
ter gleich  dem  Parameter  der  Parabel  {a  =  b^p)  sind. 

Auflösung.  Ilie  Coordinaten  des  Eckpunktes  A  (Taf.  IX' 
Fig.  2.)  belesen  a:  und  die  su  lindende  Kante  OA  des  Wur* 
fels  z.  Dann  hat  man  aus  der  Aehnlicbkeit  der  rechtwinU^eP 
Dreiecke  OAT  und  OAD 
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sod  daher  aus  y*  =  2pje: 

folglich  ist  die  Höhe  des  gesuchten  Segmentes: 

Oemoach  i«t  1)  der  lohalt  der  um  deo  Würfel  beschriebeneD 
Kogei 

Üie  Diagonale  OE  schneidet  die  Grundebene  in  ü,  und.ea 
verhält  sich 

DüiV£=iOD;OV, 

oder 
ilso 

mithin  ist  2)  der  Inhalt  des  dareb  Umdrehung  des  Dreiecks 
OVD  beschriebenen  Kegels 

also  gleich  der  ungeschriebenen  Kugel« 

3)  Das  Parabeioidsegment»  da  tHl^s=i^*  ist» 

Der  Durehnesser  des  durch  die  Punkte  O  und  B  gehen- 
4m  Kreises  findet  sich  ans  Oi>.(2J2— OD): 

'IR^^pi 

«Uber  ist  4)  das  von  dem  Kreissegmente  DQOR  beschriebene 

KogeU  eg  m  ent  v  S : 

ö)  Der  das  Paraboloidsegment  einschliessende  gerade  Cylin- 
4cr  C: 

Verlängert  niai)  die  Kante  OA  hia  sie  die  Erweiterung  der  Grund- 
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ebene  schneidet,  00  beschreibt  OAW\ie.\  Umdrehung  des  Dreieck» 
IVDO  eineo  Kegelmantel,  welcher  den  Würfel  fiberdeckt.  £f 
verbäit  eich 

also: 

daher  6) : 

,  gleich  den  Cyllnder  C 

Endlich  ist  7)  auch  das  UyperboloideegiBcnt: 

ü  s  ^  (!3p)K  (3|»  -^dp)  =  18flp> = 4.  ti^^' 

Mithin  hat  man  iHir  dieae  Körper  die  Verhältoisae: 
(«  oder  k):P:S:(€  oder  K  oder  M) 

Zusatz.  Auch  verhalt  sich  der  doai  Paraboloid&cgniente  ein- 
geschriebene Kegel,  welcher  durch  Liiidrehung  des  Dreiecks 
QOD  entsteht»  zu  dem  ihm  uingeschi tebcnen  Kegel,  desaen  Man- 
tel von  der  durch  Q  an  die  Parabel  irelegtcn  Tangente  erhalten 
wird,  zu  einen»  der  unter  No. 5,  6  odi-r  7  genannten  KOrper,  zu 
dem  Ellipsoide,  dessen  INIittelpuukt  f) ,  Scheitel  O  und  worin  die 
Grundfläche  QU  ein  iiuupt- AzenficiiniU  mt,  wie 

Dieses  Verhältnisa  der  beiden  letztgenannten  Kegel,  des  Cy- 
lindera  No.  5  und  des  £llipäoide«i  zeigt  sich  bei  jedem  geraden 
Segmente  eines  (auch  elliptiacheo)  Paraboloides. 

Anmerknni^.  Ein  Paraboloidaegment,  welcfaea  ein  mit  elntr 
Ecke  im  Scheitel  ruhendes  regelmXaaigea  Dodekaeder  oder  Ike» 
aaeiier  einaeklieaat,  gleht  keine  Verbältniaareihe  in  ganaen  Zahlen. 
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XXV. 


Zar  Theorie  der  quadratischen  Formeo« 


Herrn  Gustav  SkrivaUf 
Direktor  iler  wIKnitlkh^ii  OberreaUcbnIe  a.  d.  BBtteminiirltte  ko  Wien. 


Folgende  swei  Beweise  der  unter  art.  154.  and  art.  166.  In 
den  Dieqnie.  arith.  enthaltenen  Sätze  unterscheiden  sieh  von 
den  Ganes*schen  darin,  dass  d^r  erste  auf  mehr  direkte  Weise 
«ad  der  streite  auf  eine  selbständige  Art  geföbrt  wird. 


Wenn  eine  quadratische  Form  för  «per.ielle  za  einander  teü- 
fremde  Zahlenwerte  von  a:^  y  eine  bestimmte  Zahl  M  reprfiseo* 
Urt,  so  ist  die  Determinante  />  ein  quadratischer  Rest  nach  M, 

lievvei<i.  Wenn  die  Zahl  ^  vermü^'e  der  ^Suliatitu^ion  x  =  m, 
3f:=n  mittelst  der  i^uadrülischen  Form 


(1)  ganz  einfach  die  Gleichungen: 

f  (?) 

wo  D  die  Determinante  £=6*'— ae  hedeutet.  Sind  nun  |i  und  v 
swei  unhestimmte  Zahlen  und  muitiplisirt  man  die  erste  Glelchnng 
m  (2)  mit  iß^  die  sweite  mit  ^  und  addirt  sonach  diese  Glel« 
chuDgen,  so  folgt: 


Theorem  (ad  art.  154.  disq.  arith.). 
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(am + 6fi)M  +  (cn  +  6ot)  V—  ^(«*v«  +  m«;*«)  =  iW(av«  +  c^*). 

Ergänzt  man  die  iwei  ersten  Teile  und  eben^io  den  Faktor  bei 
D  so  voUstXodigen  Qoadraten,  eo  fibergeht  diese  l^leichaog  in: 

[(am  +  67«)  V  —  (cn  +  6m)|*]*  —  /)(>tv  +  wifi)* 

Nun  ist 

2|Av(am  -h  611)  (cn  -f  dm)  -f  2mn^vZ> 
= %(vi^üenm  4-  6ei»*  -f  6iim* + 6*iim  4  nml^ — wmmsI 

vod  dfther  bat  man,  wenn  aasserdem 

[(om + lm)v  ^  (ot + 6m)fft]^  = 

gesetzt  wird, 

D(nv  4-  mf*)S  =  ill<ii   — 26fft  v  cf*<). 

Da  nun  m  und  n  teil  fremd  sind,  so  giebt  es  unendlich  viele  spe* 
zielle  Werte  von  fi  und  v,  welche  die  Gleichung 

mfi4-«v=l  (3) 

befriedigen,  und  hernach  übeigeht  die  letzte  aufgeätelite  Glei* 
chuog  in 

i^'^D  =  Mb,  (4) 

wo  1=  ay* — 26fiv-|-c/i*  bedeutet,  und  ans  welcber  die  Kongroens 

2a»/>(rood.  il) 

rasoltirt;  wie  behauptet  wurde. 

Hiexa  bemerke  ich,  dasn  sich  <  nicht  nur  in  der  Abhftngtgkeit 
a>  6,  e,  fiy  y  darstellen  iMsst,  sondern  dass  man  gans  einfach 
eine  lineare  Kongruenzform  bilden  kann,  worin  t  von  w,  n»  c, 
a  und  il/  abhängig  ist.  Werden  nämlich  die  Gleichungen  in 
aobtrahirt  und  die  so  gewonnene  Gieiehong  in  eine  Kongraenx 
nach  M  umgewandelt,  so  ist 

[(cn-|-6w)V^  ~  (ow»  +  ^«)*v*J  =  (Ulf* — nv)/>(n)od.  M)^ 

wobei  noch  der  KoefGzient  bei  /),  mit  Rücksicht  aul  (3),  verein- 
facht erscheint.    Multiplizirt  man  diese  Kongruenz  mit 

[(cii-f  6mV  +  (iMi-|-6ii)yJ 
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Oi»(J  hf!T><>t  dieselbe  mit  der  aus  (X)  re.«iiltireoden  Koogriienz  in 
Verbindung,  so  folgt  nach  einer  eintuclieo  Redttkxion»  wobei  mao 
witjder  die  Gleichung  (3)  an  wendet  : 

fltfi(efA*-|-ay*)-^^(mV-f-«V)s(^p-^aW'l-6)  (»«^l.  M)\, 

und  setzt  man  statt  m*/i*  +  n*v*  (3)  den  Wert  (1  —  %nm^v) 
ein  aod  statt  cfi^-f  «v^  =  «-|-26f«v»  so  ergieht  «ich  laicht: 


5  cftfi  -1-  amp  (»od.  M) , 

oder 

M  =  (uni  -i-  cn%  (mod.  jlf)^  (5) 
irtlehea  die  erwSbiile  Daratelloog  ist. 

Theorem  (art.  166.  Dinq.  aritb.). 

Wenn  die  ZaM  M  durch  zwei  aeqaiTalente  Formen  F  und 
P  gleichzeittg  dargestellt  wird,  so  haben  die  epeaiellen  Silbstita- 
noBeo,  welche  M  d  urch  Fdaratelleo,  denselben  grSssten  GemeiDteiler, 
wie  die  apeaielienSnbstitiisloneD»  welche  ilf  mittelst  F'  reprSaentired. 

of'-l-^ftfy-l'Cy*  aod  Ot^i*  +  26|«,sri 

/'\ei  aequivalente  Formen,  für  welche  also  die  respekt.  Deter- 
minanten einander  gleich  »»ind  und  das  reziproke  enthalten  sei»»  der 
einen  Form  in  die  andere  bedingt  ist,  üfid  repräsentirt  M  gemäss 
der  SubötUuzion  ^  =  m,  ^  =:  n  die  Form  F,  also 

ferner  M  die  Form  F',  wenn  man  ans  F  die  Form  F'  vermöge 
der  Snbatitasloti  ableitet»  ae  ergiebt  sieh  aaa  dam  Siateme 

0  gaas  eiafacb  daa  Wertenpaar: 

öm  —  ßn  un  —  ym 

welehca.  infolge  od— |}y  =  l»  in  oti  =  An— jfg  =  «»— ym 
Bbergebt. 

Setzt  man  nun 

worin  den  gr^aatea  GemeiBteiler  m  mid  n  hadtat^l,  Md 
loiicb  A  wa  B  teilfremd  ist.  ferner: 

IT 
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wohcÄ  g  der  i^rüsate  Gemeinteiler  ?ou  m  und  n  ist  und  A'  prim 
zu  jb',  so  folgt: 


npd  lifotaiiss 


^  9 

fA  fB 


Nim  kommt  es  daraaf  aa,  onter  welchen  Modalititeo  —  ,  — 
gaaciablige  Daretelluagea  svlaMea.   Wäre  —  ganaiahlig,  ao  ift  | 

&ua  der  Betrachtung  der  Gleichung  6m — ßn—fA  ersichtlich,  das*;,  [ 
wenn  g  den  grüssten  Gemeinteiler  von  m  und  n  bedeutet,  derselbe 
in  als  Stammfaktor,  nicht  mehr  enthalten  sein  kann.  Demzu- 
folge wäre  in  der  Gleichung  an — ym—fB  der  grusste  Gemein- 
teiler  von  m  und  n  ebenfalls  nicht  in  /*»  sondern  in  ß  enthalteo. 
was  jedoch  nicht  stattfinden  kann,  weil  sonst  A  und  B  teilver- 

A  B 

wandt  wftren.   Daher  aind  —  nod  —  keiae  gaaaiahligen  Foraes, 

und  es  muss  also  in  (1)  die  Quozientenform  ^  eine  ganzzah- 
liga  DatataUnng  aalaaaen. 

f 

Sei  nun  -='n»  und  wäre  i!2>l*  so  hat  man 
9 

flii  =  dil'-/3Ä',  i^B^mV-^-yA'^ 

aad  bi^ranas 

und  auf  dieselbe  Weise: 
äiao: 

^=aA4^ßB»  ^^fA^m 

Da  Jadoeh  A^  tailfiremd  ao  Toianageaefat  wttrda*  ao  iat  Uir* 
daaa  ^  keiaea  anderen  Zahlanwert  als  die  Einheit  badentan  kais» 

fsB.g  folgt»  waa  aban  an  bawaiaaii  war* 
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Weitere  AQsffihrong  der  politischen  Arithmetik» 

Von 

Herrn  Dr.      Oe Hinger f 

GrOMlMTSOglich  BadiHchem  Hofrath«  «nd  ordeatlichen  PMÜBtMr  4m 
MallMmtik  m  4«r  UnlTmitit  sn  Frsibarg  i.  B« 

(ForlNlniiig  mA  BeUaai       Nr.  Xm  TU.  XZZm) 


Secbttet  KaylteL 
Ueber  I^ebeiisireraiclieniiiyen* 

§.  77. 

Einrichtang  aad  Zweck  iler  Lebeeevereichernngs- 

Anetalten. 

Unter  den  verschiedenen  Woh1thrtt5?!ceits  -  Anstalten  ,  deren 
Zweck  Sparsamkeit  und  Hebung  des  Wohlstandes  einzelner  Per- 
sonen und  Familien  ist,  hahcn  die  Lebensversicheruni^s- Banken 
eine  weite  VerbreituDg  und  erlreueii  sieb  grosser  Tbeilaabme. 

Unter  LebensYersieberang  wird  nimlicb  ein  Vertrag  Ter*- 
atanden»  woroaeb  eioe  Anstalt  eder  eio  Verein  mehrerer  Pereenen 
jihrlich  bestimnite  Beiträge  empQingt  ond  dafür  die  Verpflichtaog 
fibernlmnit,  bei  dem  eintretenden  Tode  einer  bezeichneten  Pereon 
eine  im  Voraus  festgeeetzte  Summe  aneansahleo.  Derjenige,  mit 
welchem  dieser  Vertrag  abgeschlossen  wird,  heisst  der  Ver- 
sicherte, die  hieriiher  ni?srresf eilte  Urkunde  Police  und  die 
jährliche  Beitragssumme  Prämie. 

Die  Anstalt,  welche  die  hiefür  nötbigen  Geschäfte  besorgt; 
finbrt  gewCbnIicb  deo  Namen  Bank  (Versieberangsbanfc),  ist  als 
eine  moralisebe  Person  vom  Staate  anerkannt  und  bembt  snr 
Hebung  des  Vertrauens  auf  Gegenseitigkeit  und  Oefentllebkeit, 
denn  die  Theilnehmer  an  dieser  Anstalt  leisten  jedem  einzelnen 
Veraicberten,  also  aicb  gegenseitig,  für  die  ErfOlluag  der  fiber* 
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oommmeii  Verbindlichkeiten  Gewihr  nnd  Sicherheit ,  vod  die  An* 
eteit  legt  jfthrlich  efleotliche  Recheoscheft  Aber  den  Bestand  ihrer 
Mittel  ab. 

Die  Bank  übernimmt  Versicherungen  auf  das  Leben  einzel- 
ner Personen  o'nd  zwar  aof  ihre  Lebenedaner,  lebeDslInglicbe 
Veraicberangen,  oder  auf  eine  beatimmte  abgcgrcnate  Zeit 
von  einem  oder  mehreren  Jahren,  karse  Vera  Ich  erong€n, 
ferner  aof  swet  verbnndene  Lehen,  eo  daaa  die  Teralcberte 
Summe  nur  dann  auageiablt  wird,  wenn  ^on  den  beiden  Terbun' 
.  denen  Personen  die  im  Voraus  bexeicbnete  (B)  die  andere  (A) 
dberlebt,  Ueberlebens- Versicherun  gen.  Sie  werden  nur 
auf  Lebensdaver  abgeschloasen.  Eadfich  ist  gestattet,  ausser  der 
Versicherung  auf  das  eigene  Leben  auch  Versicbemogen  auf  das 
Leben  Anderer  abauschliessen. 

Diejenigen  Personen,  welche  lebensllngliehe  Vendeherungen 
auf  das  eigene  oder  andere  Leben,  oder  UeberlebensTersleberDn> 
gen  mit  der  Bank  abgeacfaloMen  haben«  sind  Eigenthfimer  der 
Anstalt  oder  Banktbeilhaber.  Sie  leisten  sieh  gegenseitig 
Sicherheit  und  nehmen  an  den  Ceberschfissen  der  Bank  Theil. 

Die  Einnahmen,  wodurch  die  Bank  in  Stand  gesetzt  wird, 
ihren  Verpflichtungen  nachyiikommen,  bestehen  hauptsächlich  in 
den  iaufentlen  lieiträgen  o<ler  Prämiengeldern,  dann  in  tien  Ziu- 
»en  von  den  angelegten  Geldern  und  in  dem  etwa  sich  ergeben- 
den  Agiogewinn. 

Da  die  V'cräicherungeu  zu  jeder  Zeit  eines  Jahres  abceschlos- 
taeü  werden  können  und  die  Prämtont^elder  auf  Jahresfrist  gezahlt 
werden,  also  in  das  nächste  Jahr  hiniiberlaufen  können,  so  wer- 
den die  Beiträge  jeweils  der  Zeit  entsprechend  auf  die  beiden 
Jahre  vertheilt  (Ücberträge). 

Die  Ausgaben  der  Bank  bestehen  in  den  auszu/.ahlernleii  \  er- 
sicherungssununcn ,  in  den  Dividenden,  einzelnen  beäsundent  \  er- 
i;ütungen  aus  der  l?pscrve  und  in  den  Verwaitungskojiten  ,  deren 
Betraii  mit  Ruck>i(  ht  möglichste  Erjsparniss  iiornjal  bestimmt 
ist  und  tiir  besonilere  1  alle  bestimmt  uirci,  ferner  in  zufälligen 
Verlusten,  welche  die  Hank  ohne  Schuld  ihrer  Beamten  treffen. 

Der  Ueberschuss  der  Einnahmen  tiber  die  Ausgaben  bildet 
den  Fonds  der  Bank,  der  alle  vnrräfhi^en  Zahlungsmittel  in 
sich  begreift.  Ein  Theil  des  Bankfonds  dient  als  Reserre  snr 
Deckung  für  kunftii;  fällig  werdende  Versicherungssummen,  ein 
Thcil  als  Sicherheitsfonds,  uni  Deckungsmittel  för  auasererdent- 
liebe  Fälle  zu  haben. 
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IK«  Reserve  besteht  in  dem,  was  dto  Primiengeldern 
carfickgelegt  wird.  Dlle  jllifllebeii  Beiträge  dt»  «liiMliieB  IMitgUe» 
des  bleiben  DSmlich  flBr  das  ganz«  Leben  der  Veraicberten  gleich. 
In  den  ersten  Jahren  werden  diesellien  eine  grossere  Sninme  lie- 
fern, in  den  spStern  aber  eine  kleinere  i  als  sich  nach  dem  Sterb- 
tiehlceiCsgesets  fiir  die  Ausiahlnngen  ergeben  wird.  Der  Ueber- 
schuss  aus  den  Trüberen  Jahren  ninsn  daher  dasa  dienen,  den 
Ansrall  in  den  späteren  an  decken.  Der  jedesmalige  Betrag  der 
Reserve  wird  jährlich  berechnet  und  von  Zeit  an  Zeit  durch  Be- 
rechnung nach  den  in  der  Anstalt  sich  ergebenden  Abweicbun* 
gen  Ton  dem  angenommenen  Sterblicfakeitsgesetae  berichtigt. 

Der  Sicherheitsifonds  besteht  in  den  jährlich  angesam- 
melten üeberschfissen  Der  reine  Ueberschuss  ist  die  Sunirae, 
welche  nacfi  Abzui;  aller  Aust^aben  und  der  Reserve  eines  Jah- 
res, sowie  der  oben  genannten.  Uebertrage  von  der  Einnahme 
fibrig  bleibt.  Er  Ist  Eigentbnm  der  Banktheilbaber  nach  dem 
Maassütabe  der  eingeaahlten  Primiei^elder  und  macht  die  Diti- 
dende  des  betreffenden  Jahres  aas. 

Nicht  jede  Summe  kann  versichert  werden.  Die  Gothaer 
Lebensversicherungs- Bank  nimmt  Versicherungen  auf  Summen 
zwischen  300  und  15000  Thaler  (das  Maxinnini  uird  jeweils  \  om 
Vorfitniifle  l»esfimmt)  an;  die  l^fibecker  zwischen  300  und  30000 
Mark,  tli«  Wieuer  zwischen  Jü  und  20000  Gulden  u.  s.  w. 

Auch  die  I^intrittszeit  ist  beschränkt.  Die  Gothaer  Bank  ge* 
stattet  den  Eintritt  für  Personen  zwischen  dem  15teo  und  OOsten 

Lebensjahre.  Der  Eintritt  der  Personen  hohem  Alters  kann  nur 
ausnah nis^veiae  und  mit  (Jcnehnii£»uni»  des  Rafikhiireans  ixeschehen. 
Die  Lnbecker  iiank  gestattet  ihn  für  l^ersoiien  zwischen  dem 
loten  und  ü/sten;  die  Wiener  zwischen  dem  ISten  und  /Osten; 
die  Frankliirtcr  zwischen  dem  lüten  und  70stcn  Lebensjahre  u.s.  w. 
Die  zu,  versichernden  Summen  müssen  durch  100  theilbar«  also 
runde  Zahlen  von  100  sein. 

Ausserdem  können  Summen  so  auf  bestimmte  Jahre,  jedoch 
nicht  untor  einem  bestimmten  Minimum  versichert  werden,  dass 
die  AussahluDg  der  versicherten  Summe  wie  geivubnlicb  erfolgt, 
wenn  die  versicherte  Person  innerhalb  des  bezeichneten  Zeitraums 
stirbt,  dass  sie  aber  fspätestens  am  Schlii!«sp  des  letzten  Jahres 
crfoli^t,  wenn  sie  den  festgesetzten  Zeitraum  überlebt. 

Die  PrimiengeMer  für  lehepsiXogiidie  and  Ueberiebens*  Ver. 
skhmngen  werden  bis  aof  ein  besttmmtes  Jahr  (das  85ste  oder 
90ite>  letstercs  bei  der  Gelhaer^  Baak)  berechnet  und  beaaUt 
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Die  PiimiensaUng  Mrt  anf,  wenn  die  veieidMrto  Peiee*  des 
genannte  Alter  erreieht  bet,  ued  ee  erfeJgk  eefort  die  Avecihlai^ 
der  VeratdMnnigeeumme. 

Das  Aufboren  oder  der  Yerloet  einer  Vereiehemiig  tat  aa  be- 
atlmmte  Bedingungen  geknOpft  uod  erfolgt  noter  den  darcb  die 
Stateteo  festgeetellten  VerbiltnieaeD  in  gewiaaen  Ffillen  ? ea  selbst. 
Es  ist  Jedoch  aaoh  der  ffetwitlige  Auatritt  aas  der  Gesellach afl 
erlaubt  In  diesem  Falle  und  in  bestimmt  vorbergesebeoeo  wird 
bei  lebenslänglichen  Versicherungen  dem  Inhaber  ober  Police 
gegen  deren  Rückgabe  eine  besondere,  nach  festgestellten  Grund* 
sfitzen  zu  berechnende  Vergütung  aus  dem  Reservefonds  der  An» 
stalt,  unbeschadet  seiner  Ansprüche  auf  die  filr  Versicbernngen 
▼orbandenen  Dividenden  •Antbeiley  gewiUirt 

j.  78. 

Werth bestimmuBg  einer  Leibrente  für  eine  Person 

von  bestimmtem  Alter. 

Auf  die  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Prämissen  sind 
die  hierher  gehörigen  Berrrbntnigen  zu  gründen.  Sie  bernhen, 
wie  sich  diess  spHtor  zeigen  wird,  vorzügiich  auf  der  Werthbe- 
Stimmung  der  Leüirenlen. 

Unter  Leibrente'  versteht  man  nämlich  eine  bestimmte  Summe 
(K),  welche  laii^c  jahrürb  ausgezahlt  wird,  als  eine  Person 
von  bestimmtem  Alter  lebt  und  deren  Auszahlung  aufhört,  wenn 
dieselbe  stirbt. 

Am  einfachsten  wird  nian  den  Werth  ciiK  r  l.ciltrente  bcstirn- 
tnen,  wenn  man  von  deni  /u  deckenden  Beduriiiiss*'  einer  Anstalt 
ausgeht,  welche  e^*  uiiternimmt,  irgend  einer  Anzahl  von  Perso- 
nen, welche  nach  ihrem  Alter  demselben  Jahre  angehören,  eine 
derartige  Rente  zu  gewähren. 

Bezeichnet  man  die  Zahl  der  demselben  Jahre  angehorigen 
Personen  durch  Aa  (f/jährigen  Personen),  und  legt  hiebet  eine 
bestimmte  Sterblichkeitstafel  zu  Grunde,  80  dass  die  Zahl 
der  Personen,  ueiclie  am  Endendes  Istet»,  2ten,  3ten....  Jahies 
u.  s.  w.  bis  zur  äussersten  Lebensgrenze  noch  am  Leben  i»ind,  der 
Reihe  nach  durch 

I)  Aa-{-l»    Aa-\-^i    A^^f  Aa-{-u 

ZU  bezeichnen  sind,  so  bat  die  Anstalt  an  Ende  der  genannten 
Jahre  folgende  Summen  auszuzahlen,  wenn  jede  noeb  lebende 
Petaon  die  Rente  K  jlibriicb  genieaaen  wtli: 
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RabatCirt  man  die«e  Summen  der  Zeit  entsprechenJ  bei  dem 
Zinsfus»  p,  so  ist  der  gegenuärtige  Werth  der  zur  Deckung  de» 
Bedurfniaset«  erforderlichen  Summe: 

Diesen  Werth  haben  die  sich  betbeillgenden  Personen  in  die  Casse 
m  tablen.  Nennt  man  nun  die  Summe,  welche  Jeder  eiosniegen 
hat,  Ea»  ao  betr.'igt  ihre  6eaammt*Einlage,  da  jeder  sich  fiHr  die 
gleiche  Samme  betheiligt,  £«.  J«.  *  Hteraaa  aad  ana  2)  ergibt  aieh 
die  Gleichnng: 

alao: 

Setzt  man,  was  gcv\üfinlich  geschieht,  K-=:\,  so  stellt  t>icli  der 
Werth  einer  Leibrente  von  dem  jaltrliclien  ßetragc  1  für  eine 
ajährige  Person,  die  durch  bezeichnet  werden  soll,  auf  fol- 
gende Weise  dar: 

wenn  nach  dem  Sammelieichen  (S)  allmälig  m= 1 , 2, 3  ai  geaetat 
wird. 

Aus  4)  kaon  man  aof  jeden  beliebigen  Werth  der  Leibrente 
(K)  übergeben,  wenn  der  Aoadrack  mit  K  multiplicirt  wird.  Aaeh 
hano  In  No.  4)  atatt  a  jeder  andere  Werth  a*f  geaetat  werden. 
Ea  Ändert  aich  nnr  die  Form  and  ea  entateht  Itlr  den  Werth  1: 

n  -|- Ii  I 


j.*  79. 

Verschiedene  Arten  von  Leibrenten. 

Mao  nnteracheidet  zwischen  aufborenden»  aafgeacho- 
benen  und  temporSren  Leibrenten,  und  versteht  unter  einer 
aufborenden  Leibrente  eine  solche,  welche  mit  dem  Ende  dea 
ernten  Jahren  fiSr  ehie  ^hrige  .Peraen  beginnt  ^nnd  n  Jahm  daaert; 
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uDter  einer  aiifge«ebiib«&#ii  •faie«olclM,  welche  erst  mcli  Um- 
flu88  voo  m  Jahren  beginnt  und  hie  xär  Lebensf^renze  flaoert; 
unter  einer  teroporlren  eine  aol<Ae,  welche  nach  Umflos«  Yoe 
m  Jahren  beginnt  end  n  Jahre  dauert. 

Die  Werth e  dieser  Leibrenten  lassen  eich  nach  dem  Inhalt 
des     78.  leicht  bestimmen. 

Beuinnt  eine  Leihrerite  mit  dem  Ende  drs  «  rsteri  Jahres  und 
dauert  n  Jahre,  so  kommen  die  //  ersten  Glieder  der  Reihe 
Wo.  2)  j.  78.  in  Betrachtung,  und  der  get^enwfirtige  WerHi  des 
Bedürfnisses,  weichea  die  Caaae  zu  decken  bat,  iat  bei  eiaet 
Leibreote  veo  1: 

\Jdp  +  I,Op*  +  l,()Sp»  +  *  *  I.O!p»" 

Bezeichnet  man  den  Werth  einer  nufhorenden  Leibrente  für  eine 
(ijährige  Person  durch  La:\,n\  so  ist  der  oi  n  mal  ige  Beitrag  eiuei 
PeraoD,  wenn  eich  Am  Personen  betbeiitgcn: 

I  v"^«+« 


y   1   (Au\\  ,  Aa\1      /Ig^-s  An\v\ 


—  V 


Dieser  Werth  kann  durch  den  Werth  einer  lehenü^iännlichcn  Leib- 
rente nach  78.  ausgedrückt  werden.  Ergfinzt  man  nämlich  den 
Werth  der  Kcihe  in  No.  2)  bis  zur  Lebensgreoze  und  zieht  die 
zugezählten  Glieder  wieder  ab,  so  erhält  man: 

3) 

Ag^nj^l  Aa^u-\-i  Ag  \  u 

Die  erste  Reihe  drückt  nach  No.  4)  }.  78.  den  Werth  einer  Icbco«- 
länglichen  Leibrente  La  aus.    Multiplicirt  und  dividirt  man  die 
Glieder  der  zweiten  Reihe  mit  Aa^  und  zieht  den  allen  Gliedern 
genu  inöchaftlichen  Factor  im  Nenner  il«.  1,0/1*  ans  der  Reibe, 
gebt  iVo.  3}  über  in: 

*) 
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Die  Reibe  in  dieser  Darbte llunu;  drückt  nach  5)  §.  78.  gieichfalU 
den  Werth  einer  lebeuslängtichea  Leibrente  aus.  Führt  man  dte> 
•en  Werth  ein,  so  ergibt  sich  aus  No.  4)  der  gesnchte  Werth  für 
«Im  anfhürande  L«(br«iite  anf  folgend«  Weise : 

5)  /.«i  1,.  =     -  J^Xop^ 

Soll  der  Werth  einer  anrgeeehobenen»  nadi  Ümfloee  von  m  Jeh« 
reo  begliinendcii  irod  bie  tw  Lebeoegrense  daneraden  Xiefbreot« 
beetiiiiiDt  werden  ^  eo  kommen  die  Glieder  der  Reihte  In  No.  ^  oder 
No.4)S.  78.  Tom  (m-l-l)ten  an  Inr  Betraehtnng. 

Der  gegenwärtige  Werth  des  Bedürroisses  der  Casse  ist  daher: 

1      / Aa  \  m  + 1      Aa\^m-\-'l      Aa  \  Aa\-m^v\ 

Da  dieser  Betrag  durch  Aa  Theilnebmer  gedeckt  «rwdeo  muüs« 
so  ergibt  sich  sofort  fler  BpHracr  des  einzelnen,  wenn  der  Werth 
der  aafgeacbobeneo  Leibrente  durch  Lmtm  bezeichnet  wird,  dorc^ 

7) 

**-^^ai«p-v  ijo»  ^  hoß"'^  i,üp»       i^  / 

Dorch  Mnlflpltkatbn  nnd  DWIslon  mit  Am^m  kann  aneb  dieae 
Reihe  doreh  eine  lehenalingllcbe  Leibrente  naeh  No.  5)  (•  78.  ana* 
gedrttekt  irerden.  No.7)  erhilt  danft. folgende  Fem:  ' 

8) 


Ag^m 
Aa'  l>Ü|p< 


Die  Werthbestimmung  einer  temporären  Leibrente  ergibt  sich 
auf  gleiebe  Weise,  denn  es  werden  hiezn  n  aufeinander  folgende 
Glieder  vom  (m-f  l)tcQ  Gliede  an  In  der  Reihe  Mo.  2)  oderMo^4) 
{.  78.  nothig.  Der  gegenwärtige  Werth  des  von  der  Caase  au 
deefcenden  Bedflrfolaaea  ist  daher: 

Tlicil  XXXVUI.  t  18 
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Der  Beitrag  für  den  einzelnen  XhaUnetaiiiir,  def  dmrtk  L»;%n 
bezetdraot  irerdea  soll,  ist:    '  >'  '   *  ' 


10) 


1  •» 


 ^         / Ag^myi      Aalm^      ^o^^wi-f g  ,  Aa-^m^n\ 

Durch  Multiplikation  und  D|vi«ion  mit  Aa^^m  kann  vmn  die^e  Oa^ 
Stellung  nach  No.  2)  auf  den  Werth  einer  aufhöreodefi  Leilmte 
für  eine  (a i/j)jährige  Per§pn  zurQc|k!))^ingen«  denn  ««  entsteht: 

tl)  *  * 

W  '        Aa-\-m  f  li^ii!."^  *    i  ^o4-*""i-^  ,  ^**^^^*\ 

^'■^•^^.i,0!p»  '^a+mV  i,C!p  ^  i7c^  T  ••••  J,fl!p- ; 

,  S  ■  • 

Man  kÄnn  nun  auch  hier  vorfahren  nie  in  No.  1)  — 5)  geschah, 
die  fehleiulen  Glieder  (iur  Ueihe  ergänzen  und  dann  wieder  ab- 
sieben. Einfacher  ergibt  sich  die  3ache,  %%'enn  man  den  Werth 
?on  La-^m  ;  i,n  odch  No.  5)  bebandelt  up^  «l^^^  <i  i^chreibt. 

Es  entsteht: 

wild  dieser  Werth  In  No.  \l)  «iiigeflttrt»  «o  «rgiM  sich  nr 
Wsftlibtsstiniiniiiig  eioer  tempoi;!^  LeibreDte  fa^sde  CU8lel^nf  ? 

Hiernach  sind  die  Werthe  der  verschiedenen  AKeti  von  Leib- 
renten sSmmtlich  auf  die  Wortbe  lebenslinglicher  Leihreoteo  ta* 
rüchgebracbt,  and  man  k%i  M.  nur  mit  den  ietstern  sn  tbun. 


§.80. 

Metiidden  fflr  die  Werth bsreclinnng  de«  Leibrenten. 

Bei  Auswerthun^  der  Leibrenten  lür  Personen  der  verschie- 
denen Lebensalter  hat  man  eine  bestimmte  Sterblichkeitstalef  ra 
Grunde  zu  legen,  hieraus  nach  den  in  §.  78.  und  §.  79.  gefun- 
denen Gleichoogeo  zu  veriabcen,  und  die  fraglichen  Wertbe  für 
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die  srimmtlichen  Jahre  einer  8tetbUtbkeUstef<Bl  2U  'berecboen»  lim 
«te  weiter  beomUeo  su  küooeii*  -  .    .  ' 

Lieittt  «ich  die  2abl  ^«r  Lebenden  aus  eleem  bestimmteii 
(Stietie  «bleitei»  m>  iiriirde  dieee  die  WeHbberecbtoung  der  LMb* 
reuten  eebr  erleicbtero«  Dieee  iet  aber  nicbl  der  Fall»  daberwird 
die  Emiltlelang  dieeer  Warthe  für  eine  greeae  Giiaderanaabl  der 
ß^;Bcibea  Reibe  aebr  nflbefoll«  Maa  kann  jedoeb  bei  Auafllb« 
rang  der  nOtbig  werd^Aden  RabaHlmngea  naiiebe  Erleicbterang 
aabrfagea. 

E«  $tbt  jedoch  schon  gefertigte  Leibrententafeta,  wodateb  man 
der  MObe  der  fl^cbiNiQg  .aberbpbea  \bL  ;   ,  • 

Ztt  den  hekanaterea  JUtera  Tafeln  gehuren  die»  «relcbe  anf 
dtr  an  Northaropton  heobachteteo  SterhÜchkeits  ~  Ordnupg  beruhen 
nad  7on  allea  Lebenavereicherangs  •Anstalten  in  London  benutzt 
«erden,  dann  die  Ton  Deparcieax.  Za  dea  neuern  geboren  di^ 
roB  Brone,  berechnet  von  Hattendorf  (Leibrenten  and 
Lebenatersicberniigee  von  D.  Joaea.  Deatach  bearbei- 
tet ¥00  2.  Bat tenderf.  Baten ovet  1869),  daan  ehieVon  Herrn 
M.  K aalen  ia  Frankfurt  berechnete  and  mir  nütgetbellte,  die 
sich  aaf  die  Ton  Finialaon  angegebene  Sterblichkeita-Ordnang 
grfindet. 

Vor  den  Metboden»  deren  man  sieb  zur  Berechnung  der  Leib* 
realen  bed|eaen  kann»,  werden  hier  folgende  aageffibrt: 

Erste  Methode.  Sie  Besteht  in  der  direicten  Berechnung 
der  in  No.  4)  §.  78.  angegebenen  Gleichung.  Zu  dem  Ende  hat 
vna  in  die  Formel 

l\  F  —  ^  fAm^X      Aa^  .  Aa^\ 

bei  einem  bestimmten  Zin-sfims  die  Werthc  der  A  nach  einer  ge- 
wählten Sterblichkeits-Ordriunj;  und  für  1,0/^  einzuführen,  jede« 
einzelne  Glied  zu  berechnen  und  sie  in  eine  Summe  zu  vereinigen. 

Bieisaacb  tat  der  Werth  einer  Leibrente  für  eiaea  filgXbrigeo 
Mana  aaeb  Flalaia^a  bei  d  Preceat; 


^"^^w  M.^    A*^*    ^f^^    *»^^*  KÖ3V 
1  /  II        7         4         3        1  \ 
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11 . 1,03-1  =  11 .0,9708737=10,6796116 
7.1^->s  7.0,0426959:=  6,5981714 
4.1,09-^=  4.0|,9]514178  3,6505605 
3.03684870«  2,6654511 

|.l/>3-»=  1.0,8626088=  0,8026088 

24,4664195 

,  ^^==?i.4^«  =  l,4a920115. 

Uieae  Methode  ist  sehr  niuhe?oU  und  zeitrautieod«  wie  man  nebt 

Zweite  Methode.   Blne  serfleklantade  Bereehnimgeifefat 

erhält  man  dadurch,  dafie  man  aus  No.  1)  das  erste  Glied 
innerhalb  der  Klammer  echeidet.  Es  entsteht: 

3) 

¥    -  ^•^•^  ri_L    ^  /'^'^»^•H  t^^U.  V 

wie  «ich  diese  aus  No.  5)  §,  78.  ergibt,  wenn  man  n  =  1  setit. 

Ist  mm  der  Wertii  einer  Leibrente  für  eine  (a  -|-I)j8hrige  Pe^ 
son  geihnden,  eo  kann  man  daraus  den  flir  dne  nm  ein  Jahr 
jfingere  Peieen  dnreh  Aeefilhnmg  der  in  No,  3)  angeaeigten  Ge- 
eehifle  finden.  So  Ist  der  Werth  einer  Leibrente  Ar  einen  SQih- 
rigeo  Mann  naeb  Finlaieen: 

=  1,67744415. 

Bin  einmal  begangener  Fehler  schleppt  sich  in  den  danvstelice* 
den  Werthen  weiter.  Es  wird  daher  nweckmissig  sein,  naeb  eher 
andern  Methode  von  Zeit  an  Zelt  eine  Controie  voRnnehmen. 

D  ri  tte  Meth  ode.  Man  bei^inne  mit  dem  letzten  Gliede 
Aa\itf  rabattire  Ttiit  \,i)p,  zähle  hin^u  liie  Zahl  der  im  vorher* 
gehenden  Jahre  lebenden  Personen  {Aa-\-u-i),  rabattire  die  erhal- 
tene Snmme  mit  1,0;^,  fahre  so  fort  und  theüe  schliespürh  mit 
der  betreffenden  Zahl  der  Personen  Amß  Uiess  Verfahren  stellt 
seih  auf  folgende  Weise  dar: 
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«9 

Diese  Methode  bat  Vorth«il,  daes  mao  mit  j«dMi  Glldto  ab- 
brechen» die  veheo  erheUeiie«  Werthe  beoutzen  und  der  Reihe 
■aeh  aUnSlig  die  Werthe  der  Lelbrentea  Hlr  jedes  AHer  eiaer 
SterhliehheitB^CMaaag  hereehaea  haaa.  So  ist  aater  der  ehea 
aogegebenen  Veraussetsung : 

l  1    0,9708738  f^^^ 

t      (  *  »       3,9708737«    3^21726  -----um 

/     ((  ^  »  *       4+8,88581786  7,«aiM8l88 

»1^08048921, 

'  *  l      _  7  +  7,62642483 

^  VUlSB  +  Vij®  +  V nB+ V  CÖOI  -    11.1,08 ' ' 

(]4^]2]6 + 11)  =  ^.^v^i  ^  1,43W0115 

V.  s,  w.  FOhrt  nuui»  wie  hier  gesehehea«  die  Reehnnag  alt  der 
IMfisiea  durch  1j03  aae«  ao  hat  man  eine  grosse  Zahl  vea  Deei* 
«alsteilen  aOtblg*  am  die  frOherea  Werthe  richtig  za  erhalten. 
Et  wird  daher  die  Rechaang  mit  Logarithmen  hier  Tonuxlehea 
■eia»  waa  eiae  Erlelchtening  gewfthrt»  da  man  aueser  den  Zahlen 
der  Leheadea  nar  den  Logarithmen  von  1,03*^  bedarf*  Um  aicher 
a  geben,  haaa  mao  gleichseitig  die  «weite  Methode  benatiea. 

V  ierte  Methode.  Wird  die  Reihe  No.  1)  mit  1,0^«  muiti- 
plicirt  und  dividirt,  oder,  was  dasselbe  ist,  wird  der  Divisor 

ans  der  Klammer  geechieden,  se  entsteht: 

,  7) 


Vergleicht  man  hiermit  den  Werth  der  Leibrente  für  eine 
(a-|-l)jlhrige  Person,  so  entsteht: 


^14  Otttlnger:   Weitere  Ausf&ärung 

lo  beiden  Reih«o  «ind.««  (h-J)  letalti^  Wod^  «hMiidiC  gUA. 
llte  kMi«  ddMT  VW  8)  äuf  7)  flbwgehoL  '  Zu  dam  E«de  hat  sm 
au  der  Summe»  «ralelie.  die  .Glieder  det  elegeathloeeeeee.Uk 
io  No.  8)  bilden,.  ^•ffl'%>^^  ae  lihle*  und  den»  leil  dam  tmi»- 
eebriebenea  Divieor  an  tbeilen. 

Um  die  Leibrenten  für  eine  bestimroto  Sterblichkeitstafel  211 
erhalten,  bat  man  also  die  verschiedeue»  Summen  der  Reihe 

zu  bilden  und  die  angezeigte  Division  bei  jeder  einzelnen  Summe 
zu  machen.  Da  diese  Methode  hattptsMchnGb  auf  Multiplikationen 
beruht,  »q  läs^^t  sie  «ich  leicht  durchlühren,  wenn  mau  im  ße- 
«itze  von  IMnltipiiicationstafeln  ist.  Die  Werthe  fon  1,0/»'^  uod 
XyOp  '*^  sind  den  bekaniiten  Tafeln  zu  entiif>hmen.  Zudem  gewährt 
die  Methode  den  Vortheil»  dass  sich  ein  bei  der  Division  began- 
gener Fehler  nicht  fortschleppt  und  die  Suromirung  der  Reihe 
sich  leicht  controliren  lässt,  man  al8o  bei  einiger  Aufmerksam- 
keit gegeil  die  Gefahr  des  Fehlens  geschützt  ist.  Man  kann  für 
die  nothig  werdenden  Geschäfte  eine  besondere  Tabelle  entHer- 
feil  in  nachstehender  Weise,  mozu  die  Sterblichkeitstafel  von 
Fiuiaiiioti  benutzt  ist: 


Ahef 

ZaU  der 

1>03» 

•  •  '5'  ^' 

Werth  dw 

04 

1 

93 

3 

0.970873786 

1.03 

0.3236246 

92 

4 

0-94i>193909 

l,0ö09 

4,09 

91 

7 

0,915141669 

]»092727 

8^3336 

0^96a^t 

ly 

O.888487048 

1J2550881 

15,982689 

17 

0,869008784 

I»  159374074 

28,36328591 

88 

2  t 

0.837484257 

1,194052207 

48.070945108 

f  r 

87 

34 

0,bl.i(J"l.>l  I 

I.bti49l32' 

86 

44 

0,789409234 

1,266770081 

118,543911706 

«5 
84 

68 

9.760416732 
0,744093915 

1,304773184 
1,343916379 

174,281795270 
247,34909359ii 

Die  Werthe  der  ffialtea  Reibe  (iS)  iadet  mtmi  weaa  aiaii  die 
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Werthe  der  zweiten  (Aa)  und  der  vierten  (1,03*)  vorhergehenden 
Horizontalreihe  mDitiplicirt  und  zu  der  Zalil  in  deraelheo  ftinften 
Horizontaireibe  addirt.  So  ist  die  Zahl  (6)  in  der  vierten  Horl- 
tontalreibe:  .  «        •   ■  • 

* 

Die  Warthe  der  Leibrenten  findet  man,  wenn  man  den  Werth  in 
der  fÖnften  Reihe  mit  dem  Werthe  in  der  dritten  {»leichen  Hori- 
zoatalreihe  niuUipiicirt  und  durch  die  Zahl  der  z^ei^en  gleiclieiDk 
Horiioptalreibe  tbplit.,  So  ist;  . 

Ln^h  l,08-«(4. 1,03^4  3. 1,034 1) =1. 1,a5-«,  SJO» 

0,915141069.8^    7,62642453»  imMO». 

Die  4mo  init|;efheilte  Wetliode  empfiehlt  eich,  «vienee^lehC 
äle  eine  ^efoeme,  eehr  fitrderiide  end  sichm  Methode  epd  vff^ 
dloat  Tor  den.  ffbrigen'wohl  den  Vorzug. 

Sind  die  Werthe  der  lebenslänglicbeo  ii^brenten  für  eine 
bestifimte  Sterblichkeitstarel  bekannt,  so  ergeben  sieb  die  ffif, 
aofhureede,  aufgeechobeoe  and  tenporlire  nech  {.  79.  ohne  Scbvie- 
rigkeit 

§.  81. 

Werthbeetimmeng  einer  Leibrente,  vrelehe  so  lange 

gezjlbM  wird,  als  zwei  Personen  von  bftstimmtem  Al(er 
\  sich  am  Lebern  befinden.  > 

Soll  der  Werth  einer  Leibrente  bestimmt  werden,  vielche  so 
lange  jährlich  mit  der  iSunime  1  ausi^^e/alilt  ^vird,  als  zwei  Per- 
sonen, wovon  die  eine  die  aridere  ö  Jahrn  alt  ist,  sQsanmen 
ieben,  so  wird  folgende  Methode  zum  Ziele  fuhren. 

Da  die  Leibrente  nur  ansgeaahlt  wird,  wenn  hei  de  Personen 
sieh  noeh  am  Leben  befinden,  so  hat  man  die  Fäiie  in  lieetim- 
mm,  Ip  welehen  dies  £rfignis0  eintritt 

Die  Wahrscheinlichheit,  dass  die  fraglichen  Personen  am 
Ende  des  ersten,  aweiten,  dritten,....  Jahren  hie  anr  Lebensgrense 
zusammen  leben,  bemht  auf  der  VetMedeng  der  Wabreeheinlich- 
keit,  dass  jede  einielne  Pereon  am  Ende  der  genannten  Jahre  noch 
lebt  Die  Wahrscheinlichkeiten  flir  daa  fragliche  Zusammenleben 
stellen  sieb  der  fteibe  mh  dmfi  foltende  AusdrOche  dar: 
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'  ^a-M«^H»       ^a^^'^H%  Am^wA^^ 

A^,Ak   •      A^.Ak   *      Am^Ak  An.Ak  ' 

In  jedem  dieser  Falle  muss  die  Summe  1  gezahlt  werden.  Da 
aber  diese  Wertlie  erst  im  Laufe  der  Zeit  gezahlt  werden  müs- 
sen, 60  hat  man  zur  Bestimniuns^  des  t^egenwürtigen  Werthes 
dieser  Summen  srimratliche  Glieder  der  Zeit  entsprechend  bei  dem 
Zinsfuss  p  zu  ruhattiren.  Bezeichnet  man  nun  den  Werth  einer 
Leil)rente  für  zwei  verbundene  Lehen  nach  dem  Vorgange  de« 
frühem  durch  L^»  so  erhält  man  faiefür  folgende  Bestimmung, 
weoD  man  den  gemeioacbaftlichen  Divisor  A^^Ak  ausscheidet: 

1) 

j  1  /  Aa^i,Ak^\    Au^^.Av^%    Ag^^.Ah^  A^\^Ah^u\ 

Das  bier  gefandene  Gesets  tritt  deatiieb  berrer  vnd  ebarakleri» 
sirt  sicil  gans  in  derselben  Welse,  wie  dasjenige,  irelcbee  aad 
§.  78.  Ne.  4)  Sur  Wertbbesttramuog  för  eine  einsige  Person  gttt 

Auf  dieselbe  Weise  bestimmen  sich  auch  die  Werthe  für  zwei 
verbundene  Leben  für  die  in  J.  79.  anfgetührten  besondem  Leib* 
renteo. 

Der  Werth  einer  anfbOrenden  Leibrente  für  das  Znmmnmr 
leiten  zweier  Personen  von  dem  Alter  a  und  b  ist  dann  nach 
(.  79.  No.  2)  vnd  No.  tt): 

2) 

'  J  _      1  fAm^i.Ak^      AmJ^%Ak^-%  ,  A^.Ak^\ 


Der  Wertb  einer  anfgescbelieneB  Leibrente  Ist  npcb  {«TV« 
No.  7)  und  No.  8): 

3) 

Am>^m^.Ak^^\ 

••••       Yjdp^  J 


m 


der  einer  temporiree  Ist  nacb  f.  79.  No.  11)  and  No.  19) : 
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4) 

Di«  Werthberechnung  dieser  Leibrenten'  kann  nach  den  In  {.  80l 
aogegebeBM  Methodea  ge*cli«h«o«  Sie  ist  aber  viel  mühevoller 
nid  weit  ausgedehnter  wegen  der  vielen  muglielien  Combinatio- 
nen,  nie  die  der  Leibrenten  filr  einsdne  Leben. 


Wertbbestiiamung  lebenslänglicher  Veraicberungen. 

Auch  hier  gelangt  man  am  Finfachsfen  zum  Ziele,  wenn  man 
von  dem  lie(lür(nisf<e  der  (  a^ise  ausgeht,  bezeichnet  man  die  Zahl 
der  Personen,  welche  nach  einer  bestinunten  Sterblichkeitstafei 
im  ateo,  (a-i-i^ten,  (a-f  2)ien  Jahre  u.  s.  f.  sterben,  der  Reibe 
nach  durch 

M%t  Mm^Xt  Jtf*fe«  j|f»lf  ^••••9 

aod  niramt  man  an,  dass  sSmmHicbe  ojährige  Personen  {A^  zu- 
sammentreten, um  für  den  Fall  des  Todes  mit  der  Summe  K  ihr 
Leben  zu  versichern,  so  hat  die  Casse  am  Ende  der  genannten 
Jahre  folgende  Sumroeo  zu  zahlen: 

Oer  gegenwärtige  Werth  sämmtlicher  i$ummen  ist  bei  p  Procettt; 

^—  ijS^'^  i,C!p«  +  i,Op»"+-*X(5;2Tr' 

Da  sich  Au  Personen  hiebei  betheiligen,  so  muss  jede  den 
gleichen  Betrag  hieran  zahlen.  Bezeichnet  man  denselben  mit  JE^ 
so  haben  die  Theiinehroer  die  Summe  Em»Am  zu  hinterlegen. 
Diese  Summe  muss  dem  in  No.  1)  angegebenen  Werthe  gleich 
sein.  Hiernach  iel  der  einmalige  Beitrag  ttr  den  einseinen  Tbeil- 
Behmer : 

Aa \l,Op  ^  l.Qp*  ^  1,0/?»  +  •  •  i,0!pH3y- 


27a 
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Di««en  Werth  kann  man  nach  «iner  dar  in  §.  80.  iiigegeb«Ma 
Methoden  berechnen,  «renn  meo  die  Zahl  der  io  den  einaelneii 
Hht^  efe^llleiidMi  Pereomm  einfahrt  ^Ha*  kann  jedoeh  den  Werl^ 
der  vorstehenden  Reihe  noch  durch  Leibrenten  darstellen.  Die 
tM.  der  in^eiiieni  bestimmten  Jahre  Sterbenden  Üodet  man,  wenn 
Alan  die  Zahl  der  am  Ende  des  Jahres  noch  Lebenden  von  der 
Zahl  der  am  Anfasig  desselhen  Jahres  Lebenden  nbsi«lit.  Hier- 
nach ists 

Sefst  -man  ,nun  der  Reihe,  nach  0,  1*2,  statt  it  in  3)  nnd 
ftthrt  die  hiedurch  etitstefieniien  Werthe  In  die,  Reihe  Tfo.  ^  ein, 
so  gewinnt  man  folgende  swei  Reihen: 

Offenbar  drficlct  die  negative  Reihe  iiacii  {.  78.  den  W^rtli  einer 
lebepsl&nglichen  Leibrente  aus. .  Die  Glieder  der  positiven  Reihe 
lassen  sich  gleidifails  aof  eine  sölche  surQckbringep ,  wenn  man 

aasscheidet.  Geschiebt  diess*  so  gebt  die  vorstehende  Dnv» 
stellnng  in  folgende  ibef  s 

.  .  s  .  S) 

p_'vr  *  ,    ^  I -^«t» ,  di+}^y\  VW 

Der  «dppalige  Beitrag  bestimmt  sich  nach  den  u0|||ig/9u  lieduc- 
tionen  hieraus  durch  folgende  Gleichung: 

Nimmt  man  nnch  hier  die  Versicherangssumme  sur  Einheit  an, 
Jl^^l,  von  der  man  anf  jeden  beliebigen  Betrag  übergeben  kann. 
«•  ist:  ,  ,  . 

Die  Vorschfift»  welche  diese  Formel  enthält,  Ist  leicht  sn  er- 
kennen. So(l  hmriHich  der  Werth  einer .  Versielierangssnmme  1 


Googl 


für  eine  SOjahrifre  Person  nach  Fbii^'^ion  bei  3  Froceot  befttiailDt 
werden^      iut  die  eioroolige  £üll^vi««uaM»6S  .  ' 

Nuch  der  Sterbiicbkeitelafel  voo  NorthauptoD  ist  sie: 

^=Z. — iÖ3~  =  TUT 

Nach  der  SterblicbkeHstefel  von  Deparcieux:  * 

N«cb  der  ?on  Braoe: 

_      300  -  3.19,1778  42.4665 

Mae  siebt  wie  nabe  die  Werthe  von  Brune  und  FinlainoD  in- 
«ammenkonimpn.  Ihnen  nähert  sich  der  nach  Deparcieux, 
tvibrenil  die  Xafel  von  Kortliainpton  einen  viel  grtiMierD  Werth 
giebt,  WB8  Ten  der  grOeeers  .Sterblichkeit  herribrt» 


i.  83. 

WerthbestimiDun  g  für  Versicherungssuninieo  auf  be> 
stimmte  Zeit  (karse  Vereieberiingen)* 

Die  hier  zu  beantwortende  Frage  stellt  sich  auf  folgende 
Weiae  dar:  Eine  ^rfftbrlge  Person  will  ihr  Leben  mit  irgend  einer 
jfanme  (K)  unter  der  Bedingung  auf  irgend  eine  Anzahl  (n)  auf 
ebander  folgender  Jahre  versichern,  daes  diese  Summe  ausgezahlt 
«irdf  wenn  sie  ini  Lanfe  dieser  Jahre  stirbt.  Wie  gros«  ist  die 
bieflBr  efnzuzablende  Summe? 

Die  Forlies^ende  FraLrc  lj<'aiitwort(!t  i^'ich  auf  die  in  §.  82.  an- 
ebene  Wf^lsf,  nenn  njat»  tlie  in  No.  1)  und  No.  2)  §.  82.  gege- 
bene DarsteliiinL'  ;ui(  ii  (Ilicticr  l)us(hräitkt.    Hiernach  bestimmt 
»ich  der  Wcrtli  der  Kaufsunime ,  die  mit  £a;i,n  bezeichnet  wer- 
deo  soll«  wenn  die  Versicherungssumme  1  ist,  durch 

Zerlegt  man  nun  die  Glieder  in  der  Klammer  nach  No.  4),  5)  und  6) 
)*  82i  Im  awei  Reiben»  ao  entsteht  aus  der  vorstehenden  Gleichung: 
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!^  X.;  1,.. 

deoD  beide  Reihen  in  No.  2)  bezeichnen  nach  §.  79.  No.  2)  a.üU 
hörende  Leibrenten.   Nun  i«t  nach  No.  5)  {.  79.: 

Werden  diese  Werthe  in  2)  eingeföhrt»  so  erh&lt  man: 

und  hieran»  nach  deo  oOthigen  Rednctiooans 
oder 

100— i<»|Ht-i.X>o-f  w-i— il«f«*£#f« 
»)    ^/»'«=  100+p  Aa.ljfli^    * 

Hiedarch  ist  auch  die  Werthbestimmung  von  kurzen  Versiche- 
rungen auf  den  Werth  der  lebenslänglicheo  LeibreDleo  surfidtgs- 
fahrt  ,  Umfasst  die  Zeitdauer  für  eine  kurze  Versicherung  nor 
wenige  Jahre  (etwa  6  oder  weniger)  *  so  wird  man  oft  schneller 
zum  Ziele  gelangen»  wenn  man  die  Gleichung  No.  I)  benutzt  und 
die  Werthe  für  die  M  aus  den  Tafein  bestimmt  und  einfährt. 
Diese  bleiben  nämlich  bei  kleinen  Zeiträumen  gleich,  oder  diffe- 
riren  nur  wenig»  so  dass  man  dann  mit  Vortheil  die  gewfiholicbeB 
Zinatafela  beootaen  kann. 

Soll  hiernach  die  einmalige  Kaufsumroe  einer  VeralchemDg 
nir  eine  SOjfihrige  Person  nach  Finlaison  bei  3  Procent  berwb* 
net  werden,  die  90  Jahre  dauert,  so  erbllt  man  aas  Ne.  5): 
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_100— 3.19,0473528  570.14,1392877  ^  561 . 13,7971049 
^  103  ?^.1,03^ 

=0,41609602-.^.^ 

=  0,41609652  —  0,1^17929  =  0,2243036 ; 

flir  eine  VetsichcniDg  voa  100  mfiMeii  daher  22^430  erlegt  irerdee. 

Sollte  eber  die  Venkhening  mir  5  Jabro  deaem»  ee  ergibe 
flidi  MW  No.  1): 


1/9        9        9        9  9\ 

7)    ^ija=732  (^j;ö3  +  TM^  +  j;ö3»  ITH*"**  Kös^J 

_A  1-l,03-»_9.4,5797073r 
~732*     0.03  732 

SB 0,06630787...., 

und  mao  hätte  für  eioe  Sjäbrige  Versicherung  von  100  nur  6,630.... 
in  erlegen. 

Ffir  eine  VerslcheiQDg»  die  vom  SOeten  ble  tttm  90lMeB  Jahre 
diMtt,  iet  die  Kanfemniiie: 

=(UieOB6B3— 


SO 

17.  Iw43920l  J5  - 1 1,12909466 


732.1,0300 

=s  0,41609662-^^^^=0,4160952-0,002380447 

=0,41371608. 


f  84. 

WerthbeBtimmung  einer  Versicherung,  tfelche  nie  ge« 
wShnlicb  aaegesabU  wird,  wenn  die  tereieberte  Pereen 
ianerbalb  n  Jabren  etirbt  und  epiteetena  am  Scblaaae 
dee  »ten  Jabrea  avagesablt  wird,  wenn  die  ▼eraleberte 
Peraon  den  featgeeettten  Seitranm  Aberlebt. 

Da  die  Versiebetangtbanken  aneb  Veralebefnogen  anf  eine  be" 
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schrfinkte  Zeit  iu  <ler  Weise  ziiiafigen,  dass  die  \  er^ichernogs- 
sumine  jedenfalls  ausgezahlt  uird,  und  zwar  innerhalb  derselben, 
wenn  der  Versicherte  stirbt,  oder  am  iSchluss  derselben,  weoo  et 
die  festgesetzte  Zeit  übcilchf,  so  liegt  die  Aufgabe  vor,  die 
GrJisae  der  Eirikaufsstimnie  für  eine  solche  Versicherung  zu  be- 
stimmen. Für  <lie  Dauer  dieser  Art  von  Versieh ernnc^en  ist  ge- 
wühiilicb  ein  IVIiiiinium  (bei  der  Gothaer  ßank  11  Jahre)  bedingt. 

Erste  Methode.  Nimmt  man  an,  das«  eine  Anubl  täfS^ 
riger  Personen  {A^  Ihr  Leben  auf  die  genannte  Art  zu  ▼ereicbem 
wüMcliee»  ao  ist  das  Bedürfniss,  welobea  die  GeeellaclieOBlMsaa 
ieperhalb  n  Jahren  bei  der  VersicheniDgeaumine  1  wegen  der 
eintretenden  Todeaftlle  au  decken  hat; 

Anaeerdttn  hat  die  Caaae  noch  am  Schlnaae  den  nten  Jährte  aa 
almmtliche  Peraonen,  welche  am  Ende  ^ea  Ilten  Jahrca  oock 
leben  (^«f«)  ■  gleichfalls  die  Versichernngaaumme  auszurablen. 
Zfthit  man  daher  an  der  Reihe  No.  1)  noch  daa  Glied  aad 
fmbattirt  der  Zeit  entsprechend  mit  dem  Zinafuss  p,  so  ergibt  aich 
der  vpfi  den  Aa  thcllnebmenden  Pcraonen  zu  deckende  gegeaiHto* 
tige  Werth  dea  Caaaenbedfirfniaaea  durch  folgende  Daielanvpg: 

Nennt  man  nun  die  Einkaiirssumme,  welche  jeder  Theilnehmer 
sogleich  einzulegen  hat,  Aa  n,  so  zahlen  snnimtliche  Theilnehmer 
die  Summe  Ea,n'Aa.  Diese  Summe  muss  dem  Werthe  in  No.  2) 
gleichkommen.  Hiernach  btatimmt  «ich  die  Gröai^e  der  etamali- 
gen  Einkaufssumme  durch : 

Lüat  man  nnn  die  Reihe  in  der  Klammer  nnrli  Ne»  I)  nndNo.)) 
{.  S3.  anf,  ao  ergibt  atch  folgende  Daratellnng: 

jj,  ^  /  Ag    .Aa\J^,  Am^%  Ag-^n-l  ,  Ag^n 

oder  > 
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i.ai  1,-1 -A.-  XljS^^    •  ,  . 

Durch  Einführung  dieses  Wertbe»  in  Ko.  4)  entsteht : 

l,0/J  Ja.J,0/?*i 

«dtr 

Av  IC       100 ,  0,(]ip. . 

B#i  der  Anwendung  gewShrt  bald  die  eioe,  bald  die  andere 
fM  deo  in  Mo.  3),  5)  and.  6)  gegebenen  Formeln  beeondem  VortheU. 

Zweite  Methode.  Zu  demselben  Hesultate  gelangt  mau 
auf  folgende  Weise.  Will  eine  ojahrige  Person  unter  den  ge- 
Bannten  Bedingungen  eine  auf  n  Jahre  dauernde  Versicherung 
kaufen ,  so  können  folgende  Fälle  eintreten :  die  ajährige  Person 
•iirbt  im  Laufe  des  laten»  Sten,  Sten, ....  nten  Jahres  oder  sie 
bbt  noch  am  Schiasse  des  .(^tsten.  Die  Wabrsehelnliehke'^ten  för 

das  Binirefen  der  angedeuteten  Ereignisse  sind  der  Reihe  nach : 

'.  •  •        '     ■  »  *  .  • 

Jm"      Am  '      Aa  '  *  *      Aa     '  A^ 

Einer  dieser  Fälle  muss  eintreten.  In  jedem  derselben  wird  die 
Ver«icberuupsi.uiuiiie  1  ausgezahlt.  Werden  nun  diese  Glieder 
der  Zeit  enteprechcnd  hei  dem  Zinsfuss  p  rabattirt,  i»o  i«t  der. 
Werth  der  sofort  2u  »ahleaden  Kaufsunime: 

Diese  Reihe  föllt  mit  iNo.  3)  zusammen.  *' 


384  OettiHuer:   WHiere  AmfüJwung 

Nach  diMB  CSlaMoDgen  sind  di«  Werth«  d^r  eioMÜgli 
EUikaqCMomaieo  fBr  VMlehcruogen  in  6«MUfehaften»  tob  Ha- 
ches jene  an  SchlasM  ein«  hMtliiintMi  JahiMi,  (toh  da?  Gaihter 
Bank  am  Sehlaste  dea  Msten)  aasgesahlt  werden,  zn  berecbaeB. 

So  ist  fite  einmalige  Kaufsumme  für  eine  VereiicherungS8i]m!ne 
1  für  einen  3(>jährigen  Mann,  die  spätestens  am  Schlosse  des 
9Ü6ten  Jahres  gezahlt  wird»  nach  Ko.  6): 

0,03.17.1,43920115 


=sO,4]009652+ 


732.1,03«» 


=  0,41609652  +  =0,4160965+0,000170196 
«0^102607. 

Hiernach  hat  ein  30jähriger  Mann  filr  eine  Versicherong  timi 
100  hei  lebenslfiDgiicher  Dauer  nach  Finlaiaon  (§.  b2.>: 

I00.^»4I»609663» 
wenn  sie  spfitestens  im  90sten  Jahre  ausgezahlt  nirds 

]0D..^o^ss4l,6m7, 
und  wenn  sie  nur  vom  SOstea  his  90sten  Jahre  danert  (j. 

stt  lahlen*  Diese  Werthe  differiren  sehr  mibedeiilend. 


{.  85. 

Werthbestimmung:  jShrlicher  Beiträge  (Prämien)  für 
labenalänglicha  Varaichernngaa. 

Die  einmaligen  Emkaufssummen,  welche  zur  Erwerbunfj  elocr 
nur  eini[^ermaasften  bedeutenderen  Versicherungssumme  erlordsit 
werden,  sind,  wie  man  siebt,  und  namentlich  im  Falle  des  f2l>* 
tritts  in  einem  vorgerückteren  Lebensalter,  nicht  ohne  Belang» 
wCIrden  aus  diesem  Grunde  Personen ,  welche  nicht  Ober  die  afidrf* 
gen  Mittel  hiezu  verfügen,  dagegen  jährlich  kleinere  Erspafalff^ 
machen  können,  von  dem  Eintritt  in  die  Gesellschaft  ahhaltiO« 

Cm  nnb  die  Tbeilnahme  zu  erleichtem,  haben  die  Baaken  dit 
aachgamiasa  Elaricbtoog  gatraffaa,  glaicha  jfthrttcha»  am  Anfallt 
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de«  Jabreä  zu  zahlende  Beiträge  ai&ii  einmaliger  Emlageo  sa 
statten. 

Soll  nun  das  Bedurfniss  der  Cas9e  durch  jährliche  gleiche 
Beiträge  statt  der  Aiiszahhuii^  einer  einmaligen  Einkanfssumme 
gedeckt  werden,  und  bezeichnet  man  die  Grösse  dieser  Beiträge 
fOr  eine  ojfibrige  Person  durch  Ba*  so  hat  jede  von  den  am  An- 
fange des  aten  Jahre«  lebenden  Personen  (J«)  dieien  Beitrag, 
eben  eo  die  am  Aofange  de«  (tt-hl)teo  iebeoden  (i^o-fi),  die  am 
Aafange  de«  (a  -|-  2)teD  Jahre«  Leiwnden  {Aa^%)  den  gleichen 
Beitrag  zu  lablen  u. ».  f.  Die  GeseUeeliaftacaase  erbftit  daher  xn 
Aafiuig  der  nachfolgenden  Jahre  folgende  Summen: 


Werden  dfeee  Sommen  der  Zeit  enteprecbend  M  dem  Zine* 
foss  p  rabattirt,  eo  i«t  der  gegenwftrtige  Werth  der-  in  die  Cre* 
«ellaäiaflBcaaee  lÜeaaenden  Summen; 

Dieser  Werth  hommt  dem  in  {.83.Ne.  1)  angegebenen»  welcher 
da«  Bedflrfoi««  der  Ca««e  beieicbnet,  gleich,  wenn  dert  A=l 
geaetit  wird.  Er  ist  von  den  Au  jetzt  lebenden  Personen  zn 
dechen.  Daher  hat  jede  Person  den  sie  treffenden  Antheil  hier- 
ven  SV  trageD,  der  «Ich  anf  folgende  Weise  bestimmt; 

3) 

S= A  (l  +    (^^  +  ^  +  ^»  +    I^»))  =  ^-  (>  +  ^-)» 

nach  9. 78.  No»  4).  Diese  Svmme  ttUt  aber  offenbar  mit  dem  ein- 
maligen Elnkanfopreise  Air  eine  lebenslIngKebe  Versiebernng  Em 
§.  88.  No.  d)-"7}  (für  K—  I)  aosammen,  denn  die  einmalige  Ein- 
banfosnmme  «oll  durch  Jihrliche  gleiche  Bettrige  ereetit  werden. 
Daher  ist: 

4)  En=^Ba{\\U\ 

Hierau«!  bestimmt  sich  nun  der  j^thrlicbe  Beitrag  für  eine  lebens- 
lingiicbe  Versicherongssumme  1  durch: 

5)  ^•=rFx;' 

oder  wenn  der  Werth  au«  No.  7)  §.  82.  Ar  f^i  ge«ettt  wird : 

^  _  _     100— p/.a  l-0,Op.L« 

Theil  XXXYIU.  19 
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Hiernach  ist  der  jährliche  Heitrafir  eines  ;U)j$hrii2;en  Manne«  Wr 
eine  lebeiiäläuglichc  Vcr^^iciicrun^ssuinme  l  nach  Pinlaison: 

'      100  -  3 . 19,047352  _  0,416(yj65  ^ 
103(1+19,047302)  ~  20»04736  " 

fiir.  eine  Vmicherungsearopne  v«ii  .1.00  radaste  daher  ein  jabr* 
lieber  Beitrag  von  3,075  geteblt  werde^.  Die^  Banlren  fordern 
höhere  Beitrfige. 

Werthbeatimmung   ^lea  jährlichen  Beitraga  tür  kune 

Versicherungen. 

Soll  die  Vetaiehenuig  nur 'eine  t^eeehrinkte  Zahl  von  Jahiea 
(n)  omfiiaeen« '  so  heatimmt  aieh  dar  jihrliehe  Beitrag,  auf  gleiche 
Weise  wie  in  §.  85.,  vnd  man  hat  nnr  n  Glieder  in  den  Beihea 
No.  1)— 3)  in  Calenl  sa  nehmen.  Beseiehnet  man  den  jihrlichea 
Beitrag  in  Ueberelnstinmnng  mit  dem  fHlhem  durah  so 
ergibt  sich  ans  No.  3)  §.  85.  hiefOr: 

1) 

nach  No.  5)  {.  79. 

*  Dieser  Werth  föilt  mit'  dem  einer  einmaligen  Einkaarasemme 
fBr  ebe  l^nme  Versicherung  J?«;!,«  nach  {.  83.  No.  1)  und  2),  der 
InJShfMehe  Beittige  umgewundell  iMden  seil,  anaamm'en.  Es 
int  daher: 

* 

2)  £«i»,ii=:>ffa}.l,»(l+X»Äil,ii-i), 
alae: 


wird  nun  der  Werth  aus  No. 4)  oder  5)^.83.  für  £m;t,*  eingeführt, 
so  entsteht: 

* 

^    -  ^     100  pLg        Ag^n—l  ■  Lg^—l  —  Ag^n .  Llg^ 

4}  I»«fi,»=— rr7  
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Ist  die  Zahl  der  Jahre  für  eine  karse  Teraicherung  nicht  gross, 
«o  IwoD  man  mit  VoHlMil  die  nrsprangliebsn  lUilisn,  woraus  die 
▼orsteiiendeo  Formeln  ebgeleitel  worden,  statt  letiterer  aetBeo. 
Dann  ist: 

») 

Soll  hiernach  fiir  einen  30jfihrigen  Mann  der  Werth  einer  Ver- 
»ichenin?  auf  5  Jahre  nach  Fi nlaiaon  bestimmt  werden,  so  ist 
aus  IMo.  3)  und  aus  No.  7}  {.83.: 

und  aas  No.  S]f:  ' 

_  9.1 .0:3-1  +  9 .  J  ,03-*  +  Ö .  1 ,03-  H  •  1  Oi-*  +  9.1 .03-* 


'8ü  i.ö - ^  723 J.03-1  +  714, 1.03-*-f706. 1,}»-»+ 696. 1,03-* 

~  3370,726  ~  Ö.012228. 

Ffir  die  Versicherungssumme  von.  100  bei  Sfihriger  Dauer  Ist  da- 
her jäbriicb  1.3238  statt  der  einmaligen  Kaufsamme  5,630  an  Bah- 
len.  In  der  Gothaer  Baelc  beträgt  die«ier  Beitrag  1,4$. 


§.  87. 

Werthbestimmnng  des  jftbriicheo  Beitrags  für  eine 
Versieberang  von  besebrinkter  Dauer  (auf  n  Jabre), 
wenn  die  Versteberungssomme  spitestens  am  Schlüsse 
des  nten  Jahres  ausgezahlt  wird. 

Wie  in  §.  86.  wird  auch  hei  dieser  Art  von  Versicherungen 
der  Beitras:  nur  ^rührend  n  Jahre  erhoben.  Nennt  man  den  jähr- 
lichen Beitrag  Ba,u^  8f>  if't  der  gegen wärMtje  Werth  sämmtlicber 
Beiträge  tiir  einen  Theilnehmer  nach  No.  1)  §.  86.: 

1)  S  =  Jia,n{l-i  La,  hH-l)=  Ba.u(l    La  — ^^^^^jjj^^ 

Dieser  Werth  fSlIt  mit  der  iu  §.  84.  ermittelten  einmaligen  Ein- 
kanfssnmme         ausammen.  Es  Ist  daher: 

2) 

B*.=B...(I  +  L.,  i..-i)=Ä.,  „(l  +  i.-  • 
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«V        I»     ^       ^g»»    ^q.»  ^ 

— 

und  Umqs,  «veDO  der  Werth  flir        «ns  {.  84.  eingefdihrt  wird: 

 i.l.üj^~ 

oder 

Die  beiden  Formeln  in  4)  and  5)  eignen  eich  sur  be«|aeweii 
Berechnung.  Die  zweite  bat  den  Vortbell  vor  der  «raten»  daM 
swei  gleicbe  C«iie(ier  im  Zähler  nnd  Nenner  vorkonnien  und  da- 
her nnr  eine  Reehnimg  erfordern« 

Nach  diesen  Gleichungen  »ind  die  Beitrage  (PrSmien)  derje- 
nigen Gesellschaften  zu  berechnen,  welche  ihre  Mitglieder  von 
einem  bestimmten  Jahre  an  von  der  Zalilnng  derselben  befreien 
und  spätestens  am  Schlüsse  desselben  die  Versicherungssumme 
auszahlen.  Für  die  Gothaer  Bank  findet  diess  im  'iOsteu  Jabre 
statt.    Daher  findet  foli^cnde  Formel  ihre  AtivNoadung: 


eder: 

7) 


1  +  La  


Hierin  bleibt  A^,L^  unverlndert  fttr  jedee  e.  Fdr  die  Starb- 
lichtteitetarel  ?on  Finlaieon  iet: 

'  A^.L^  =:  17. 1,4320115  24,466411^. 

Hiemnct  iet  der  jährliehe  Beitrag  tüt  eine  Versicherung  von  Wettbe 
'1  flir  eineir  90jlhrigen  Mann : 
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8)  -^M»«»  = 


^100-3(l9^7a528^^g) 


100-3(19,0473528— 0,0O5cS4;^j  98) 
^  103(2^0473628-0,005843398)' 

»        100-57,124S282_   42.8754718  _0^4162667l_^,j-_.,^ 

^<»~io3.ao,a4iööS6'"io3,aiMMi6fl»~sa»r^ 

Em  ist  alio  für  dna  TenlcheniBgMamme  von  ICA  stett  einer 
cnuneligen  Einlage  von  41,62607  ein  jliirliclier  Beitrag  von  %077] 
aa  Bahlen.  DlejthrllcbePrimieaer  GotliaerBank  betrigt  2,^3^.., 
die  der  Lfliiecicer  3,36,  die  der  Wieaer  3,3833.... 

Urafaäst  n  keinen  groosen  Zeitraum,  so  kann  man  auch  fol- 
gende Formel  benuUoa: 

W/       ■■•,«1  —   5  5  -Ä  * 

die  alch  aoa  der  Verbiadaag  von  No.  3)  $.  84.  and  den  n  ersten 
Gliedern  In  No.  3)  {.  86.  ergibt,  wenn  man  beachtet,  dasei 

iat 

Da  hieven  später  eine  Anwendung  gemacht  werden  wird,  so 
mag,  um  sichere  Zahlen  zu  erhalten,  hiernach  der  jährliche  Bei- 
trag für  einen  80jährigen  Mann  nach  der  Tafel  von  Northamptou 
bestimmt  werden,  wenn  die  Versicherung  spätestens  im  lösten 
Jahre  ausgezahlt  wird.  Durch  Einführung  der  angezeigten  Wertbe 
entsteht : 


B 


80*  10 


5  5  5  5  i  4  .5  1  '1  5 
_^ l,03'*'l,03»"^l,03»"^  MK?*"*  rÖ3^^  1  X)^'^^  Uw^  Ym^^  01 

^  i;ö3^l^^l/)3»+RS3*^OjP''"l,03«+P^ 

£s  ist: 
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5.1^08-*=:4712<)795  *    36.  l,03-»=33,y806830 

5 . 1,03-«  =  4.575  7085  ;iü .  1  ,U3-« = ^,277  8770 

5. 1,03-4    4,442  4350  25 . 1,03-3    22,8785 125 

4. 1,03-»  »3,4504352  20. 1,03-^=:  17»7ft97400 

4.  l^-«r=3,349937ä  16.1«03-«=  13,801 7408 

3.1,03-'=:2,4392745  12.1.03-«=  10,0498116 

2. 1,03-«=  1,5788184,  9.1,03-^:^  7,3i78235 

2. 1,05-«=  1,5328334  7.1,05-«=  5,6258644 

5J,03-»»==37204695  5.l,03-»=  3,8320835 

34,6572602  11^,4340663 

uod  hiemus: 
10)  ^.»=iÄSS="''^^ 

f>as  nämliche  Ke»sii!tat  ergibt  sich  auch  aus  der  iileichuni?  >o.  üj. 
Für  eine  Versicbei'utig  von  100  i^t  daher  der  jährliche  Beitrag 
18,8036. 

Bei  diener  Recbnaog  habe  ich,  der  bequemem  Recbneos 
wegen,  die  Zahlea  der  SterblichkeiCsfarel  voe  Nortbarapten  ent* 
noromeo  •  wenn  die  Zahl  der  Geborenen  auf  1000  redacirt  «rird. 
(S.  Baily,  Theorie  der  Leibrenten,  pag»298.u.fr.) 


§.  88. 

Beatimronng  de«  Wertbee  einer  Zuaatapr&mie. 

Die  Gesellschaften  i^estatten,  dasH  der  Hesitzcr  einer  leben»- 
än^lichen  Versiclierunc;  nach  $.  84.  sein  Lehen  auf  eine  be- 
schränkte Zeit  versichere,  das8  die  von  ihm  versicherte  SomiD« 
spStesten»  am  Schlüsse  des  fest^^esetzten  Zeitraums  au^gezaUl 
wird.  Will  nun  Jemand  eine  lehenslffnglicbe  Versicherung  unttr 
den  in  §.  84.  angegebenen  Bedingungeji  in  eine  solche  umwandeln, 
die  nur  n  Jahre  dauert,  so  ist  klar,  das8  in  Folge  dieser  Um* 
Wandlung  jährlich  ein  grosserer  Beitrag  (Zusatz -Prämie  genannt) 
gezahlt  tverden  muss.  Der  Werth  einer  Zusatz-Prämie  bestimnit 
sich  nach  den  bisherigen  Mittheilungen  sehr  leicht. 

Vereichert  Jemand  auf  dle.sc  Art  ^ein  Leben  auf  v  Jahre,  ifO 
bat  er  nach  No.  4)  oder  5)  §.  87.  n  Jahre  lang  jährlich  Ba,n  zu 
sahlen*  Er  bezahlt  bis  jetzt  für  eine  lebenslängliche  Versiebe« 
rung  jXbrIich  Bm  nach  §.  86.  No*  6)  oder  6),  oder  richtiger  Bm^u-^ 
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nach  {.97*»  wemi  h  4ie  Zeit  awdrdckt«  vro  der  jibrliche  Beitrag 
a«ritlirt.  \Er  iMt  dafter  n  Jahre  fang  anaser  der  gewShalicben 
P^imie  den  Ueberscbuss  beider  jährlich  zu  zahlen.  Nennt  mae 
non  die  Zusatz -Prinie  für  eine  ajährige  Person  auf  eioe  Dauer 
vaa  n  Jahrea  i?^«,  ao  erbilt  man  folgende  Bfatlmioung : 

oder  ^  - 

Werden  die  entaprecbenden  Werthe  aua  §.  t{7.  und  §.86.  ein- 
geführt, ao  erh&lt  itian  ana  No.  1)  nnd  2): 

3) 

Pflr  die  Bestimmungen  der  Gothaer  Bank  hat  man  u  =  90  in  ^o.  4) 

zu  setzen. 

V\  ill  rill  .i(>jähriger  Mann  eine  Versieherune  kaufen,  die  spä- 
testeuH  aiu  Ende  des  GOsten  Jahres  ausi^ezahlt  vvird,  so  ist  der 
Werth  der  Zusatz- i^ramie  nach  Finlaison  für  a  =  30,  «  =  30, 
11  =  90  nach  No.  4):  .  * 

5)  .  .. 


Oer  Werth  de»  zweiten  negativen  Gliedes  ist  nach  No.  7)  und 
No.  8)  §.  87. :  0,02077126.  Der  des  ersten  i»t,  Heon  die  ange- 
zeigten Werthe  eingefühlt  werden : 
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SO'80  — 


_  100—3(19,0473528  -  %m\mm)    100— 48,5r)7021i5_0,-i99i663l 
iaiUÜ,ü47aa2ö  — 2,00107634)  ~  103.18,rti5(i7ö5  ~~18,1856764 


Die  Zosats-Prlmie  bt  hiemaeb  aus  No.tt): 

«)        ^0.80=  0,02746482  — 0,02077126  =  0,üüö*393Ö4. 

Für  eine  30jährige  Versicherung  von  100  ist  daher  voo  einem 
30jährigen  Mann  jährlich  0,66935,  oder  in  Thalern  ansgedrflckt 
20  Sgr.  1  Pf.  zu  zahlen.  Der  Werth  einer  Zusatz  Prämie  ist  voo 
der  Gothaer  Bank  in  dieMm  Falle  zu  25  8gr.  7  Pf.  bestimmt 
Die  einmalige  EinkaofiwDiDDe  im  fraglichen  Falle  ist  49,94663 
and  der  dieser  Sitnme  entoprecbeode  acysbrige  Beitrag  2,74648. 


Werlbbeetiniuiittg  der  einmeligeD  Keafe«ainien  oder 

jSbriiehen  Beiträge   fflr  Leibrenten  und  Lebensver- 
aieberungen  mit  Rfickaicbt  aof  Verwaltungskosteu. 

Die  Frage*  In  vrelcbem  Verblltnleee  die  Verweltmigekeetee 
einer  Gesellschaft  su  dem  veo  ihr  verwalteten  Vermögen  stehen« 
kann  nicht  woM  mm  Vorans  festgestellt  werden.  IH«  ven  des 
betreffenden  Gesellacbaften  genachten  oder  so  machenden  Erlak- 
mögen  kSnnen  aliein  die  Vorbedingungen  sn  Benntwortung  dieser 
Frage  abgeben.  Manche  Arbeiten  werden  von  einer  solchen  Ge- 
sellschaft  ohne  Rücksicht  daraof  ausgeführt  werden  mfiaseo»  oh 
eine  grossere  oder  kleinere  Summe  Geldes  ihrer  Verwaltung  aa» 
vertraut  i«t.  Im  Allgemeinen  wird  aber  wohl  die  Voraussetzung 
nicht  unrichtig  sein,  dass  eine  Gesellschaft,  welche  kleinere 
Summen  verwaltet,  hei  gleicher  Sparsamkeit  und  Sorglicbkeit, 
theuerer  verwaltet,  als  wenn  ihr  grossere  Summen  anvertraut  sind ; 
gerade  weil  in  beiden  Fällen  dieselben  Geschäfte  besorgt  werden 
müssen.  Dennoch  wird  es  zulässig  sein»  die  Verwaltüngskoslan 
einer  Gesellschaft  in  einem  Procentsatze  ihrer  Einnahmen  oder 
der  ihr  anvertrauten  Summen  auszudrücken.  Nur  die  Grfiese  die- 
ses Prooentsalxes  wird  ein  Ergebnis«  der  Erfahrung  sein. 

Diese  Bemerkungen  finden  ihre  Bestätigunfi;  durch  die  folgende 
Tab^le  Uber  Einnahme  und  Verwaltunt^s- Aufwand  der  Gofhaer 
Lebensveraichernng8*Baah,  in  deren  Besits  leb  durch  die  GeflÜ- 


=0,02746482. 
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ligkeit  de«  Verwaitimc^'sratheB  der  badischeri  atigemeioen  VerRor- 
gungfl' Anstalt  erst  kam,  aU  das  Gesagte  längst  niedergeschrie- 
ben war,  ufif)  dre  ich  deswefiren  iiachträglicb  mittheile.  E/S  zeigt 
sich  hieraus  deutlich,  dass  sich  der  Verwaltuiigs- Aofwand  mit 
(ieni  Wachsen  der  Kinnalioieu  wabrseliMiilkh  inoerhalU  lieatioiiii- 
ter  GraRM  vermiudert. 


Jihrlicher 

Verwal- 

Betrag der 

Jahr. 

Jähret- 

Verwtl- 

tung«  -  Auf- 

IMvidMida 

Einnaimie. 

tangs-Anf- 
wand* 

wand  in 
PfOMtttcn* 

in 

1829 

116061 

8418 

7,2531 

1830 

144584 

1 1 843 

H,1913 

1831 

223484 

13835 

6,0564 

18d2 

276306 

18293 

6^8 

Idas 

331745 

25567 

7J069 

1834 

378821 

23288 

64475 

22 

1835 

429153 

27622 

6,4364 

17 

1836 

29954 

6,1294 

21 

1837 

544884 

31291 

5J427 

22 

1838 

601452 

5,8362 

23 

1839 

661981 

36410 

5,5001 

23 

1840 

702919 

38079 

5,4178 

18 

1^41 

750434 

39705 

5,2909 

20 

J842 

795495 

41563 

5,2251 

"20 

J843 

835157 
881893 

40843 

4,8905 

25 

1844 

42756 

4,8509 

25 

1845 

929398 

42780 

24 

1846 

974876 

44983 

4,6142' 

25 

1847 

1033177 

46231 

4,4749 

25 

1848 

1063463 

45212 

4,2498 

26 

1849 

1108589 

47235 

4,2609 

26 

.  1850 

1139238 

47444 

4,1646 

28 

1851 

1203144 

49823 

4,1411 

28 

1852 

1263507 

50579 

4,0031 

23 

1853 

1315379 

51778 

3,9364 

24 

1854 

1358971 

53037 

3,9027 

25 

1855 

1411191 

54714 

3,8771 

30 

1856 

1468448 

60154 

4,0964 

33 

Smuiiie 

22432031 

1058539 

147,6327 

553 

Mittel 

801144 

37805 

5^7259 

24,043 
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Oettinger :   WeHere  Ausführung 


Fasst  man  die  Ausgaben,  welche  eine  Oesellschaft  zur  llordh 

(tihrung  ihrer  Veruaitnng  und  ihre»  Bestehenn  nilthi^  hat,  w 
diesem  Sinne  auf,  so  werden  ihre  Ausgaben  einerseits  in  Aus- 
zahlung der  an  iiire  i\1itglieder  abzusfebenden  Summen  mui  asiüe* 
rerseits  in  den  Kosten  bestehen,  welche  sie  zur  \  erwaltujig  des 
ihr  anvertrauten  N  ermogeiis  hetlarf.  Diese  Aussah ert  müssen  voo 
ihren  Mitgliedern  durch  Eiaxahiunu  einmaliger  Sunuuen  oder  jähr- 
licher Beiträt^e  erhoben  werden,  wann  z«i*,chen  Einnahmen  uQtl 
Au^^i^aben  der  Gesellschaft  Gleichgewicht  bestehen  soll. 

Bisher  wurde  bei  Werthbeetfmmnng  der  Eiokanfssammeo  ni4 
Prämien  auf  die  Venvaltungskosteii  keine  ROcksIcfat  genooMBaik 
Geschieht  diess  und  drfiekC  man  die  Grösse  der  Verwaltnegi' 
kosten  dyrch  eieen  Procentsats  des  von  der  Gesellscbafl  zu  ¥«• 
waltenden  VermSgens  oder,  was  dasselbe  ist»  der  ihr  zufliesseo* 
den  Einnahmen  aus,  so  kaon  man  hiehei  folgende  Metkoden  den 
Calcnl  XU  Grunde  legen. 

Erste  IVlethode.  Ist  der  Werth  der  einmaligen  Einkanfs- 
iJijiimie  oder  jährlichen  Priimie  ohne  Hilcksicht  auf  V  erwaltuiigs- 
kosten  festgestellt,  so  ergibt  si(  h  lirrselhe  mit  Hffrksicht  auf 
dieselben  einfach  dadurch,  dass  man  ihren  Werth  um  den  ange- 
nommenen Proceiitsatz  q  erhöht,  also  mit  1,0^  muttiplicirf ,  denn 
die  einlaufenden  Kaufsunirneii  und  Prämien  bilden  das  zu  verwaK 
lende  VermOgen  der  Gesellschaft. 

Deutet  man  die  hiedurch  bedingte  NVerthäodemng  dadurch 
an,  dass  man  den  bisher  gebrauchten  Zeichen  oben  rechts  eiDen 
Strich  heisetatf  so  ergibt  sich  aus  den  in  {$.  78.-88.  aufgefunde- 
nen Gleichungen  zor  Werthbestimmung  der  Leibrenten  und  Ver^ 
eicberungen  Folgendes»  und  awar  ans  {.  78.  nnd  $.81.: 


Dasnelbe  gilt  von  aufborenden,  aufgeschobenen  und  temporären 
Leibrenten,  §.  79. 

Aue  {•  82.  und  g.  86.  ergibt  sich  zur  W-erthbeetlmmung  euier 
einmaligen  Einkaufasumme  oder  jttbrlichen  Prftmle  mit  Rfleksfcbt 
auf  Verwaltungakoaten : 

u  '      1  A  in  100— pLo 

4)  =  1.0, . ,  ».o»(iQifq:^+ 
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4er  poitiiscAen,  .M'iikmttik» 

Auf  j»leiche  Weise  erj^ebeti  sich  aus  den  §§.  83. ,  H4. ,  86.,  87.  und 
88.  die  fraglichen  Werthe  für  k^^^e  und  beschränkte  Versicheran* 
geo  und  Zusatzpräniieii. 

Zweite  IMetbode.  Erhebt  eine  Gesellacbaft  die  einmalige 
KaufsumiDe  mit  Rücksicht  auf  VervaltUDgakosten  fiBr  eine  lebens- 
längliche Versicberttiig  {Ea)  von  einer  igSbrigen  Pi»raop^  ,«o  be> 
trageo  ihre  £ini(^|imen  im  Gaoten: 

ff)  S^Ea'Aa^ 

Die  Ausgaben  beetehen  tbeib  in  den  an  die  Tbellnebmer  anasit' 
ublenden  Vereicberaagen,  deren  gegenwirtiger  Werth 

ist,  tbett«  in  q  Proeetit  bestehenden  Verwaltongekoaten : 

7)  IF=£V.^..O,%. 
Ans  No.  5)— 7)  folgt  die  Gleichung 

»der 

und  hieraus  in  Rücksicht  auf  No.  5)  und  No.  7)  6.  82.: 

Khen  so  hpstimmt  sich  die  Grosse  des  jahrlichen  Beitrags  (Ä«') 
mit  Rücksicht  auf  Verwaltuugskosten  nach  §.  85.: 

P  /  _  ^  100  — pLg  

^'^  -  (1  +  La)  a  -O.Öy)  -  (100+ ^)  (I  -6.0^)  (l  +  US 

Auf  gleiche  Weise  erizehon  sich  die  Werthe  der  einmaligen 
EiiikanlMKiinimon  nnd  Pränueri  für  kurze  nnd  beschränkte  Ver- 
8icheruni;en  ans  ijij.  K\.  ihk]  84.,  IJIJ.  8tt.  und  87.-  für  Zn'^atzprn- 
raien  §.  88.:  für  I-.eii»rcntf  u  ^(J-  78  ,  79,  uimI  SI.,  wenn  man  die  dort 
aufgestellten  Gleichungen  mit  (1—0,0^)  Uieilt. 

Die  hier  angegebenen  Werthbeatimmungen  gehen  von  der 
VomseeUnng  ana»  djws  die  Vetwaltangakeaten  au  Anfang  der 
Jabre  fklKg  sind. 
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Oeltinger:   Weitere  Au$fHhruHg 


$.  90. 

Fortfletzang. 

Dritte  Methocle*  Geht  man  aber  von  der  Voraoeaetmg 
aoe,  daaa  die  Verira!liiBgal[oateD  am  finde  des  Jaliree  lUllg  M 
•o  führt  dieeelhe  Schimereihe  snm  Ziele.  Die  SinnahBen  ^ 
Geeeüoehaft  bestehen  wie  vorher  mit  Rlleksieht  anf  ' Verwaltasp- 
kosten  in  der  Soninie: 

1)  ü=£^m'.A^ 

Die  Aasgaben  der  Gesellseball  begreifen  dann  in  alch  die  aswi' 
aahlenden  Venichemngen  im  gegenwlrtlgeii  Werth: 

femer  die  am  Ende  des  Jahres  ftlltgen  Verwaltangskostes,  dem 

gegenwärtiger  Werth 

^  '•^^  Ij^  

ist.  Ans  No.  1)— ^  folgt  die  Gleiehong: 

4}  ^.  -       +  I      + .  ..  ^  ^p,^,  +  » 

oder: 

,      Em'   i  y         ,  ^g^l  ^fgfu  ^ 

nnd  blera«»  naeh  Ne.  5)  {.  83.: 
also: 

^'  lJ0p-^O,Oq  ~  mfp-q 

Wird  der  Werth  fBr      aas  No.  7)  }.  82.  elngoMH,  so  ergibt  atcb! 

A\  r*-  100— p/^g  _l— 0,Oy>//a 

-JOO  +  p-^  l,(J|p-0,Ü^ 

Der  JIhrllehe  Beitrsg  bestimmt  sieb  anf  gleiche  Weise  mit  Rfek* 
sieht  aof  Verwaltnagskesten  ans  {.SS«: 
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7) 

Eben  80  ergibt  sich  für  beschränkte  Versicherung  die  einmalige 
Einicauljssunime  aus  §.84.: 

Der  jährliche  Beitrag  wird  dann  aus  {.  87. :  ^ 


9)  Ä'.,.= 


In  gleicher  Webe  findet  man  die  fraglichen  Werthe  ffir  kurze 
Versicherungen,  ZuNatz- Prämien  und  Leibrenten,  nenn  man  die 
bief&r  aufgestellten  Gleichungen  mit 

i,C(p--0,Og  _  1004;?— y 

100+p 

divMtrt. 

Sind  die  einmaligen  Kaufßummen  uder  jährlichen  Beiträge  schon 
bekannt,  so  wird  die  Berechnung  der  entsprechenden  Werthe  mit 
Rücksicht  auf  Verwaltnng^kosten  sehr  leicht,  den»  es  konDMn 
dann  folgende  Feimele  in  Anwendung : 

10)  Em'^lJih'^p  13)  BJ=ilJ(^.Bm, 

Da  die  Entwickelung  der  gefundenen  Fonneln  anf  veraefaiedenen 
Ansichten  beruht»  ee  werden  nie  niebt  anf  gieiebe  ReaellaCe  Ab« 
reu.  Ee  liset  alcb  leiebt  nacbwelsen,  dase 

nsd 


ä9g  Oetitnger:   Weitere  Auiführung 

ist»  wenn  9  >       und  dagegen 

'        ga(10Q  +  p)  .... 

iet,  vrenn  ;>S9  ist.  Uie  ßegultate  der  Formeln  werden  aber  Dar 
um  Weniges  differiren. 

Wendet  mbA  dieee  Gleidiangen  auf  BeetinnrnnDg  det»  jSbrli 
eben  Beitrage  einee  90{ihrigeo  Mannen  bei  4  Procent  für  eiie 
Versicbeningsennme  ▼oo  100»  und  nimmt  die  ¥erwaltang«kosteii 
an  dem  eebr  beben  Procentsatse  von  10  an,  so  erbält  man  w» 
den  Gleichungen  No.  13) -16)  die  Wertbe: 

B»q'=^U.  1,8255  =  2,UÜ805, 

Dieae  Gleichnngeu  geben  aucb  bei  dem  boben  Procentsatx  noch 
einen  niederem  Werth  aje  der  j«briiche  Beitrag  2.0433  bei  3  Pro- 
eent  ohne  VeniraltungskosCen  nacb  Brune  besagt.  Oer  jibrlidw 
Beitrag  in  der  Gothaer  Bank  iet  nach  §.  87.  au  2»633,  'bi  4er 
LflbeelLer  an  2^,  in  der  Wiener  su  2,3833  normirt.  Diewr 
höhere  Beitrag  wird  allerdings  dareb  splltere  DivIden^enaaMontt 
wieder  ausgeglichen.  Sa  fragt  aich  aber«  ob  bei  einer  mImi 
eonaolbKrten  Bank  nlcbt  die  Geiehifte  einfaelier  wttniea,  littv 
niedere  PrSmien  gefordert  nnd  dadorcb  der  Bintritt  erlekMcrt 
wOrde»  de  auf  dem  bezeichneten  Wege  da«  Beeteben  der  Gesell- 
aebaft  in  keiner  Weise  geflibrdet  wffrde. 


{.  91. 

W  erthbeatlmmung  einer  Ueberlebene  •  VereicheroBf. 

Die  Versicherungsbaoken  gestatten  auch  ausser  den  genann* 
ten  Versicherungen  noch  solche  auf  zwei  verbundene  Leben  uDter 
der  Bedingung,  dass  die  versicherte  Summe  nur  dann  ausgezaliH 
%vird,  wenn  von  den  beiden  fraglichen  Personen  die  zum  Voiaa« 
beaeiebnete  (//jährige)  die  andere  (ajfthrige)  Person  überlebt 
Man  nennt  diese  Art  von  Versicherung  „UebeTlebens-Ver 
elehernng.*'  Sie  werden  nur  auf  das  ganze  Leben  abgeaeblot- 
een.  Der  Vertrag  ist  erloschen,  wenn  die  versicherte  (6jährige) 
Person  vor  der  andern  (^jährigen)  stirbt.    In  diesem  Falle  wird 
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Vergütung  ansgezalilt  and  die  eingezahiten  Prämiengelder 
lind  zum  Vortbeil  der  Bank  verfallen.  Nur  die  noch  rückständi- 
gfo  Dividenden  werden,  an  die  bezügliche  Pernon  zurück  gesahlt. 

Da  di«  Verstcberangsauioroe,  die  hier  ala  die  Einheit  aage- 
Dommen  wird,  nnr  dann  auageaahlt  wird,  wenn  die  ojährige  Per* 
sen  von  der  Z>j ahrige«  fiberlebt  wird,  so  hingt  die  Auatablong 
davon  ab»  daaa  In  irgend  einem  Jahre ,  (dem  (r-i-l)ten)  dieses 
Ereignis  eintritt.   Es  sind  nan  folgende  Fälle  mOglich : 

l>i('  «jährige  Person  stirbt  nährend  desselben  und  die 
6jähriue  lebt  noch  am  Schlüsse  desselben.  Die  Wahrscheinlich- 
keit bietiir  ist:  . 

» -  "21^ AT'  ' 

b)  Beide  Personen,  die  und  Ajährige,  starben  im  Laufe 
dieses  Jahres ,  die  ajihrlge  aber  vor  der  6j8hrigen.^  Die  Wahr- 
aebeialicbkeit»  dass  beide  Personen  gerade  im  fjanfo  dieses  Jah- 
res sterilen,  ist  im  Atigemeinen: 

ond  in  diesem  Falle  kann  die  ajährige  zuerst»  die  6jäbrige  sp.ä* 
ter  sterhnn.  Ehen  so  umgekehrt.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
das  EintrefTen  beider  Ereignisse  gleich  möglich  ist,  iässt  sich  das 
Eintreffen  des  hier  in  Frage  stehenden  Ereignisses  durch 

Ijfzeirhtien.  Das  Kinfrefff»n  des  einen  Ofler  ander»  in  a)  und  b) 
genannten  VnWa  fudingt  die  Auszahlung  der  \'erslrf!urun^ssuinnie 
am  Ende  «les  iroiiarinten  Jahres.  Der  gegeuwärtige  Werth  dieser 
Samme  ist  hei  dem  Zinsfuss  p:  - 

Jedes  dirxr  Ereii;nissR  kniiri  in  jedem  Jahre  eintreten;  setzt 
man  daher  der  lieihe  nach  die  Werthe  0,  1,  ^.  3....  bis  zur 
Lelienserenze  statt  r,  so  erhält  man  zur  Werth bestimmung  der 
einmaligen  Einkaufssurome  Eo^  für  eine  Üeberlehens*  Versicherung 

1     fMg.  Mb    Ma\^i  .Mj^x       Mg^-i .  Mb^u~i\ 
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aUO  Oemngtr:  WeUere  äu$fUrung 

Setet  luao  nun  Ma^r~  Aa\  r—  Aa^^r^i,  Mk^r^Ak^T'— Ak^^i 
und  Mebt  von  dftm  Divisor  Aa-Att  ab,  &o  ist: 

=  (-^a+r  -  -^Ä-J-r-l-l)  ^»-l-r+l  +  »(^Ä+r  —  -<4o+r-fl)  J»-(.rH) 

Fflhrt  man  diese  Wertlie  in  No.  2)  ein»  indem  man  allmilg 
0,  1,  *2,..»  ntett  r  «etit,  so  erUUt  man  eine  DaislePong,  dis  visr 
Reiben  nmfasst: 

3) 

I      /Aa^\,Ah    i^a+^-jf^lHi  •^13-^*+«  Ja-fB.i4i^ii-4\ 


Diese  Reilien  lassen  sicli  auf  Teraeliledene  Weise  auf  LeibfentoB 
von  afrei  soaammeo  lebenden  Personen  nacb  {.  61.  xorOcl[filbnM. 
Die  streite  Reibe  flUit  mil  einer  aolcben  nacb  No.  1)  {.  81.  sussm- 
men.  Die  erste  Reibe  Sndert  sieb  anf  folgende  Weise  In  eis« 
solebe  nms 

 ,   1  f Ag^i. Ah^\ _^Am^%. Ab^%  ^      Am\u  Ab^\ 

l.hOp^%,lfip.A.Ak\     l,Qp  IMp*  J,C^-  ) 


* 

and  Toreinigt  sieb  mit  der  aweiten  In  Ibigenden  Anadfaek : 

l~0,Op.L,^ 

-  2j,«sr~  • 

Scheidet  man  das  Glied  Aa'Ab\i  aus  der  dritten  Reihe  aa»,  so 
entsteht : 

Ag^Ab^i  /|         1      /  Aa-\.i .  Ab^2,    Aa^%.Ak^^  y\ 
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^  pamttekem  ArmmMu  301 

Dit  fierte  Reihe  filiiii  anf  fblgandai.  Anadmck,  4U|i*ili* 
ansgcscbraden  wird: 

Diteb  Qnßibrang  diemr  Wwtbe  gebt  No.  3)  Ober  hii 

») 

Man  kann  aber  auch  die  dritte  Reibe  dadurch  umfoniMO».  das« 
nao  mit  A^^t^M  multipliclrt  nnd  dividirt*  Dann  i|it: 

Aa-i.Ai       1      /Ag.Ab^i      Aa^i.Ab-\-^  ^ 

Für  dt«  vterte  erbIK  man  dnreb  MuRiplIkatlon  and  Division  mit 

LA^,Ai  Aa,Ab^x\   ISip    ^  l,()p»  ) 

Dnrcb  £inf)lbrong  vou  No.  4)  ood  der  ebeo  angegebenen  Wertbe 
m  No.3)  entsteht: 

Man  kann  noch  verschiedene  Combinationen  zor  Wertbbe»Ciffi- 
maag  von  aofatelleo.  Die  in  5)  und  f))  gegebenen  sind  jeden* 
Uls  sehr  praktiseb. 

Ist  die  fljahriste  Person  der  Versicherer  inul  so!!  der  jährliche 
Beitra»  aus  der  eliirjialt^cn  Kaufsumme  abgeleitet  uerdeii,  »o  er- 
gibt «ich  der;selbe  einfach  aus  der  Gleichung  No.  5)  ,  und 
ta  ist: 

TbtU  xxxvin.  » 


0§tiinfer:  Wettere  AmfiU^nmt 

Odftr  man  kann  ni  der  WeitlibwtliiiniiaK  ^«  Werth 
an«  No.  6)  DHr  £«»  •inOBbren. 

Soll  nun  umgekehrt  die  einmalige  Einkaofsstimme  oder  der 
Jährliche  Beitrag  bestimmt  werden,  wenn  die  //jährige  Person  von 
der  ajäbrigen  überlebt  \vird,  so  ergibt  sich  Her  Werth  hielür,  wenn 
in  No>  5)  oder  in  Pvo.  6)  ö  statt  a  und  a  statt  ö  gesetzt  wird. 
Man  erhält: 

7)  £•« 

= 5:5^  P  -fl^-X.. + ^  (1  -1.     + 1»-  ^  (1  +  Ua^^  n) 

Auf  gleiche  Weise  erbllt  man  deo  jibrUfben  Beitrag  Ar  ilieMi 
Fall  am  der  Gleicbang: 

weno  ttierio  der  Werth  aus  No.  7)  ffir  E^m  eingeführt  wird» 

8oll  Bao  .der  Werth  einer  UeberleiieDefereieheniag  fü^  eiriei 
Pereooee  too  den  Alter  a  und  6  iieatiniBit  werden«  die'  mmgt 
lahlt  wird,  wenn  Oberlianpt  eine  tob  beiden  Pcraenen  etirbf»  so 
ergibt  aicb  derselbe  lelcbti  wenn  man  die  enteprecbenden  Werfbe 
ane  Ne^  8)»  Q>  itnd  7)  toeammenalblt  Man  erblll  dann : 

9)  E^  =  ^-0>Op.L* 


Da  der  jährliche  Beitrag  nur  so  lange  geleistet  wird,  als  die  o« 
and  6jährige  Person  zusammen  leben,  so  ergibt  sich  nach  $.86. 
der  jährliche  Beitrag  auf  folgende  Weise : 


Eben  so  kennen  onn  nach  dem  Vorgange  von  {•  80.  nnd  }»  90. 
die  Verwaltungal^oateo  in  Recbnnng  genommen  werden. 

Man  besitzt  Tafeln,  worin  die  hicrhergehSrigen  Werthe  be 
stimmt  sind.    Da  die  möglichen  Fälle  des  \  erbiindenseins  rvveier 
Personen  sehr  mannigfaltig  sind,  so  haben  die  betreffenden  Tafeln 
eine  grosse  Ausdehnung.    Cs  mag  genügen,  die  Metbode  für  ihre 
ÜerechnuDg  gezeigt  zn  haben. 


# 
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93. 

Die  Uoserve. 

,  Di«  RMerfe  bMtebt  Id  d«m  Betrage»  der  vee  deo  Piimlen 
•der  Beitragsgeldem  sarOcligelegt  werden  miiee,  weil  alle  Ar  dee 
LelwB  oder  aef  mehrere  Jahre  Tereicberte  Perseeen,  deren  PrI- 
aleagelder  gleieb  bleihee,  in  den  ernten  Jahren  mehr»  In  den 
•pttom  weniger  aahlen,  als  die  Ausgaben  betragen,  welche  nach 
dem  Sterblicbkeitsgesetz  erfordert  werden.  Der  CelierBebnea  in 
den  frfihern  Jaliren  dient  dazu,  den'Minderertra^  der  spStem 
Jahre  auszogteiehen  and  wird  als  Reserve  flir  die  folgenden  Jahre 
snr  Dispesitioa  angesammelt. 

Naeb  den  Statuten  der  einseloen  Gesellschaften  wird  der 
jedesmalige  wahre  Betrag  der  Reserve  nach  den  Gmodsitsea  der 
Pribnienbereebnang  ermittelt.  Aneb  wird  deraelbe  von  Zelt  sb 
Zelt  durch  besondere  Berechnung  nach  den  bei  den  elnselne« 
Geeellsebaflen  Ober  die  Sterblidibtit  geomchten  Erfahrungen  und 
Abweichungen  von  derselben  berichtigt 

Zur  Bestimmung  der  Reserve  eines  Jahres  wire  eigentlich 
keine  besondere  Berechnung  nSthig,  wenn  die  eingehenden  Gel- 
der tu  dem  nSmiiehen  Zinsfoss  angelegt  würden ,  in  welchem  die 
^  Prlmiensitie  bestimmt  sind»  die  Auszahlung  der  Versicberungs- 
Nmmen  genau  nach  dem  su  Grande  gelegten  Sterbüchkeltsgesets 
erfolgte  und  die  Verwaltungskosteo  des  Gesellschalls- Vermögens 
tum  Voraus beetimmt  und  erlegt  wären,  denn  die  Reserve  bestünde 
denn  einfach  aus  jlem  Jeweiligen  C^uwenbestand  der  Gcsellschaft. 

Da  aber  dio  Primiensfttce  gewöhnlich  zn  eloem  niederem 
ZinsAiss  (3  Proeent)  berechoet  sind,  die  eingehenden  Gelder  aber 
von  der  Gesellecbaft  su  einem  böbern  Zioefuss  (4  bis  4,5)  ange- 
legt werden,  die  Sterbeftlle  sber^nicbt  mit  Sicherbelt  nach  dem 
nngenommenen  Sterbllebkeltsgesets  erfolgen,  so  werden  sich  hier> 
aus  andere  Resultate  ergeben,  als  diejenigen  sind,  woranf  der 
Caleul  ftthrt,  und  die  voraus  gesetat  werden,  wenn  die  Zahlungen 
von  der  Bank  eingebalten  werden  sollen. 

Die  Gesellecbafl  muss  daher  darauf  bedacht  sein,  rechtzeitig 
Iber  die  nOthlgeu  Mittel  verlttgen  und  ihre  Vetbiodllcfakelten  ohne 
Schwierigkeit  erfüllen  au  künnen.  Diese  ist  nur  mSglich,  wenn 
sie  Ar  den  richtigen  Beefand  der  Reserve  Voraorge  trifft  Erfolgt 
der  Abgang  der  versicherten  Mitglieder  in  geringerem  Grade,  als 
die  angenommeoe  Sterblicbkeits-Ordnung  es  verlangt,  so  mOssen 
die  hiedurch  aberschOssigen  Summen  in  Reserve  gehalten  werden. 


304 


Oettiufer :   Weiiitre  Autfährung 


damit  seiner  Zeit  die  erfonliiliclifn  Zahlungen  geninrht  Vierde« 
kühnen.  Es  uir<l  «iahei  i;ut  st  in,  wenn  von  Zeit  zu  Zeit  die  nothi- 
gen  Berichti£run<ien  tieiuacht  werden,  wie  «lioNt;  auch  in  deo  Sta- 
tuten der  beziighchen  4>e8elltichatteo  vorgesehen  ist. 

BereoboaDg  der  Reaerve. 

Da  die  richtige  Berechoang  der  Reserve  für  das  Bestebeo 
einer  (»esellschaft  \or  Allem  von  Wichtigkeit  ist,  80  ooiieo  hie* 
fdr  verschiedene  Methoden  angegeben  werden. 

Erste  iMethoHe.  Bezeichnet  man  wio  früher  die  Zahl  der 
am  Adfaitgc  der  folgenden  Jahre  lehenden  Personen  vom  atcn 
Jahre  an  durch  Aat  /^ofif  Aa\iy>.  und  die  der  mit  Tode  ab- 
gehenden durch  Mar  Ma\\*  Mayi,"",  die  (irüsse  des  jährlichen 
Beitrags  für  die  Versicherungssumme  1  oder  100  durch  ßa»  so 
bestimmt  sich  der  Bestand  der  Reserve  für  ein  bestimmtes  Jak 
(lite)  fiir  sich  sehr  einfach»  wenn  man  die  Snmroe  der  am  As* 
fange  dieses  Jahres  lülligen  Beitrage  hestimuit,  hieau  den  eia- 
jUhrigen  Zins  bei  p  Procent  ajthlt  und  davon  die  am  Ende  det 
Jahres  ftÜligen  Veislcherongssnmnien  für  die  gestorbenen  Mit* 
glfeder  absieht  Hiernach  ergibt  sich  der  Bestand  der  Reseive 
lOr  das  fife  Jahr  dnrcb 

oder  fOr  die  Versicherungssumme  A': 

trenn  der  Werth  von  />«  in»  Vürhaliiii*4>e  von  A'  bestimmt  ist. 

Diess  lässt  sich  auch  so  aosdracken,  wenn  die  Summe  slmmt* 
lieber  wa  Anfange  des  nten  Jahres  fälliger  BeitrSge  dnrrb 
Bn=:  Ba*Aa-i-n-i  Dod  dl«  Summs  der  Versicherangen  dsrcb  Fm 
beaeichnet  wird: 

3)  =      1,0/1  -  F«. 

Hieraus  ergibt  sich  Ittr  den  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des 
ersten,  sweiten,  dritten  Jahres  ii*s*  n%; 

I/?,  =/?,.l,0;»-F,, 
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u.  s.  \\  . ,  worin  auch  die  VVertbe  aus  No.  1)  oder  No.  2)  substi- 
tnirt  werden  kennen. 

Sammtlirfie  Werthe  in  No.  4)  hieihrn  als  Vorralh  in  der  Casse 
zur  l)ei'ktiri<>  .sjiäter  fnliig  werdender  Bedürrnisäe  und  8iad  in  die 
spätem  Jahre  üherzutraj^pn. 

So!I  nun  der  Rpstaiul  fler  T^rsrrvo  am  Erde  des  nXcw  Jahre» 
lür  säniTiitIfche  Jahre  hrstinjnit  wersion.  so  sv\t(\  pt  sich  !eirht 
nraehrn,  nei)n  innn  hen»erUt.  dass  <lie  h'eserve  des  ersten  Jahres 
h}  —  1)  Jahre  lani:  Zin««  träct,  die  des  /weiten  (« — *2) .  die  des 
liritten  (//— 3)  Jahre  lant;  u.  «.  Worflen  nun  die  Betrffge  in 
i\rt.  4)  (ier  Reihe  nach  mit  JA)/-»' J ,0;>'*-'-, . . . .  1,0/; ,  1  verviel- 
facht, so  ergibt  sich  der  Bestand  der  Gesamutreserve  für  ft  Jahre, 
der  mit  SUm  bezeichnet  werden  soll: 

6)  . 

:yHn = Ä, .  1.0/1—»  +  R^.  1,0Sp»-*+     .  1  ,(>/>"-» + ....  Rn-l .  1,0/? + Un, 

oder  weoD  die  Wertbe  für  die  R  aus  Ne.  4)  eiogeßibrt  ond  ge- 
ordnet werden: 

e> 

SHn  =  By .  1,0/i"  +  ß,^.  l,0/>"-i  +  .... Bn-\ .  ],()/> H^'n .  1,0;? 
oder  aus  No,  *l) : 

7) 

Zweite  Methode.  Za  dem  nSmllchen  Reenltate  gelaiigt 
man,  wenn  man  die  Werthe  efimmtlicber,  su  Anfang  der  Jahre 
ftlliger  Beiträge  B^,  /^2***-^»»  ebeuae  die  am  Ende  deif  Jahre 
anemiahlenden  Ver^icbernngssummen  V%,...,Vn  auf  den 
SchloM  dee  »ten  Jahres  anrOcIcbringt  und  letztere  von  eratereo 
alisiebt*  Es  ist  dann  wie  verbin: 

8) 

{.  u. 

Fortsetzung. 
Dritte  Metbode»  Diese  ergibt  sieh,  weiiD  man  mit  dem 


Digitized  by  Google 


300 


Ende  eines  jadm  Jabres  die  Rechnong  der  GeseUfldiafl  abscfaliesst 
und  den  Cassenvorrath  des  Vorjahrs  iDr  die  Reserve  ia  das  aack- 
folgeode  fibertrigt 

Der  Bestand  der  Reserve  des  erstea  Jabres  ist  biemaeb: 

Zo  dtesem  Gasseavorratb  kommeii  die  BeitrSge  des  sweitea  Jab- 

res  und  erwacbsen  am  Ende  des  svreiten  Jahres  ftaromt  Zios  sa 
der  Somnie  {itg'^B^l,Op.  Hievon  gehen  die  VersielieningssonH 
uMD  des  zweiten  Jahres  ab.  Der  Bestand  der  Reserve  ist  dabei 
am  Ende  des  aweiten  Jahres: 

Zu  diesem  Casscnvorrath  kommen  die  Beiträge  des  dritten  Jab- 
res  und  erheben  »ich  sammt  Zrns  am  Schlüsse  des  dritten  zu  der 
Summe  (ß^-f  iit)^*^P*  welcher  die  VersicbemagssiuameD  des 
dritten  Jahres  abgehen.  Hiernach  ist: 

Werden  diese  Schlüsse  fortgesetzt,  so  ergibt  sich  der  Bestand 
der  ganzen  Reserve  am  Ende  des  rtten  Jahres,  der  wie  in  (.93. 
durch  SRm  bezeichnet  werden  soll,  in  folgender  Weise: 

Diese  Methode  ist  eine  zurücklaufende.  Werden  nun  die  Wertbc 
für  die  R  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  eingeführt,  so  eot« 
steht,  wenn  gehörig  geordnet  wird,  im  Anschluss  au  iSo.  1): 

ÄÄ,  =  (Sfi,  +  Ä3)l,0p-F3 

= ^1 . 1  ,qp« + i.O/>a  +  ^ .  i,qp  -  Fl .  1, V-  y%'  ^»Qp  - 

=:    .  1^  *f  ^.  l.0;»> -l- B, .  1,0^» -t- £^ .  I.4f 

-  [  Fl .  1,0p»  +  Fj.  1.0p»  +     .  l,0/>  +  FJ 

u.  s.  w.  Dae  Ableitnngsgesets  tritt  dentUcb  4ierver  and  es  ist 
allgemein : 

5)   SRn=^  Bi .  I,0p«+B..  1.0p«-»  +  ..»Bn^ulOpHBm.tJOp 

-  [  Fl .  1,C!p-*  +  F..  J ,  V* +  —  ^«-i  •  U^P + ^«J- 
Diese  Gleiebnng  stimmt  mit  No.  6)  §.  03.  Qberein. 
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Mtnmg  ans,  «tm  Jttlirliclie  BeitrXgo  eingemblC  Warden.  Werdeo 
aber  ainmalife  Eiakavfaaminien  angapoiiinieii,  so  ergibt  aicb  bia^ 
Ar  falgende 

Vierte  Methode.  Man  bringe  den  Betrag  sämmtiichcr  E'w- 
knQfaauninien,  welche  durch  E=  Aa-Ea  bezeichnet  uprdcn  8ol- 
teo,  auf  den  Schlu.s»  des  nten  Jabreü  und  ebenso  «änimtliche 
Versicherutijjssummen  Fi,  Fj»  Fg,....  Vn  auf  den  gleichen  Zeit- 
punict  zurück.  Geschieht  diess,  so  ergibt  steh  für  den  Bestand 
der  GesainiDtraaerva  am  Ende  de«  nten  Jabrea  folgende  Baatim- 
moogs 

<» 

5«is£.1.(|^-[Fi.I,0!p-H  y\- 1.0;»-*  +  ....  F».i.l.(]^+  F.J. 

{.  96. 

BerechDOfig  der  Reaerve  bei  ▼terteljlibrlicb'en  Ana- 
sabi ttogetL 

Die  Statuten  der  verschiedenen  Gesellschaften  enthalten  ge- 
wuholich  die  Bestinimung,  das«  die  Versicherungssummen  drei 
Monate  nach  Eiiiiauf  der  gültig  anerkannten  Sterbepapiere  aus- 
geaabtt  werden. 

Bicniacb  inQaaen  Tierteysbrlicbe  Aoasablnngen  io  Reebnang 
gebraebt  werden.  Gebt  man  Toa  der  Voraneaetsnng  dee  gleiehep 
Abaterbena  binnen  Jabreefriat  anSt  ae  iat  in  den  Tencbiedenen 
Viarteyabren  der  eioselnen  Jabre 

aoamiahlen.  Diese  Art  der  Anasablnng  setst  viertelJUirllcbe  Ver- 
ihHnmg  verans,  nnd  diese  Ist  dann  der  Harmonie  wegen  anf  Ein- 
aabmen  nnd  Anagaben  ansnwenden.  In  dieeem  Falle  stellt  aleb 
dar  Calcnl  andere  nnd  in  folgender  Weiae  fest,  wenn  man  dar 

Kflixe  wegen  den  vierteljährlichen  Zins  durch  k*y^^Pi  bezeichnet. 

Die  Beiträge  des  rten  Jahres  envacüsen  hei  vierteljähriger 
Verzinsung  zu  der  Summe  Br-  l,0/^i*.  L)ie  vierteljährige  Auszah* 
hmg  der  Versicherungssummen  desselben  Jahres  führt  dann  auf 
Tolgendeo  Werth: 
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* 

Der  Bestand  der  Reserve  d«»  Ken  Jahres  fiir  eldi  M  dehor  eaeh 
{.  93.  erste  Aiethode : 

Matr  kenn  no»  nach  einer  der  in  §.  93.  und  {.  94.  a!i!»egeljenen 
Methoden  verfahren  und  wird  dann  den  Bestand  der  Gc.<*ammt- 
reaerve  fflr  die  verschiedenen  Jahre  darcb  fnlsrende  Formeln  er- 
halten : 

i 

4)  SB.     iSR^  +  ü,)  UOp,*^  ^^»;"'oX7" 

^    .  1,0p, «+  Ä,.  l,0/»j»  +     .  1,0^,* 

Hiernach  ergibt  sich  der  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des  nten 
Jahres  auf  folgende  Weise : 


§.  9G. 

Vergfitaog  ans  dem  Reeervefeade. 

Die  Versicberungsbanken,  and  namentlich  die  Gothaer,  gestat- 
ten ihren  Mitgliedern  den  freiwiltigen  Austritt  aus  der  Gesellscbaft 
Bei  kurzen  Versicherungen  hiirt  in  diesem  Falle  der  Anspruch 
auf  Vergatung  auf.  Bei  Versicherungen  auf  die  Lebeaedeper 
aber  wird  dem  Inhaber  einer  Police  gegen  Rackgabe  deieelbee 
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• 

«ioe  bmoBdore,  naeb  feetgestolltm  GnrodaSteii  m  bereebaendt 
Vergatang  ans  dem  ReservefoDiis,  nnbeBehailet  seioes  Ansprucba 
aaf  die  ihm  noch  gebahrendeo  DiTideudea-'Aatheile,  gewährt 

Es  entsteht  daher  die  Frage:  wie  gross  der  Betrag  dieser 
Vergütung  für  die  ▼cm  einem  anatreteoden  Mitglied e  geleisteten 
Beitrige  zu  bemessen  ist  üieae  Frag«  wird  aidi  ia  fetgeadar 
Weise  beaatu  orten  Jasaen. 

Eine  Anzahl  aalteriger  Peraonen  {Aa)  verainIgen  aleb|  um  akb 
ge^^enseitig  eine  Summe  K  zu  versiehern,  welche  bei  dem  eintre- 
tenden Todesfall  des  Einzelnen  ausgezahlt  wird»  Sie  bestreKen 
die  biezfl  nothigen  Auslagen  durch  jährliche  gleiche  Beiträge  und 
lassen  dai«  Vermögen  der  CSeaellaehafl  auf  ibre  Kosten  verwalten. 
Nach  Umiloss  von  n  Jahren,  innerhalb  welcher  die  Beiträge  vnd 
Versicbernngssumroen  ordnungsmässig  ein-  und  ausgezahlt  wnr> 
den«  bescblieasen  die  noch  äbrigen  Mitglieder,  die  Ciesellaebafi 
avfzulSseo.  Es  fragt  sieb)  welche  Summe  bat  jedes  der  vor- 
handenen Mitglieder  anzusprechen  1 

Offenbar  n-ird  jeder  über  die  Entscheidung  Befragte  antwor- 
ten: die  in  der  Casse  vorhandene  Suntnie  ist  Eigenthuro  der  noch 
rerhaodenen  Mitglieder  und  im  Auftosungsfalle  muss  die  vorräthige 
SuoHiie  unter  sämmtliche  noch  lebende  Mitglieder  im  Vcrhaltniss 
ihrer  bisher  geleisteten  Beiträge  vertheilt  uerden.  Der  in  derCasse 
vorhandene  Vorrath  ist  aber  in  der  That  nichts  anderes»  als  die 
Reserve. 

^ 

Da  nun  jedem  Mitgriede  der  Austritt  aus  der  Varsioberungs- 
Oeaeihrehaft  zu  jeder  Zeit  freiatebt  und  ihm  in  diesem  Falle  eine 
VergOtnog  zugesagt  ist,  so  fällt  diese  Frage  mit  der  obigen  zu- 
sammen. Sie  nnteracbeldet  aicb  von  ihr  nur  dadurch«  dass  die 
fiesellaebalC  nach  dem  Austritt  des  Einaelnen  noch  fortbesteht 
•ad  der  Real  der  Reserve  Eigentbum  der  Cteseltscbaft  bleibt 

Bezeichnet  man  nun  das  Vorhaltniss  den  Beitrags  eines  ein- 
zelnen Mitgliedes  zu  der  Summe  der  Beiträge  der  vorhandenen 
Mitglieder  oder,  was  dasselbe  ist«  der  versicherten  Summe  zu  der 

Oeaammt-Veraieberungssurome  durch  ^,  ae  beatiainit  sieb  die 
fragliche  Rückvergfitungssumme  durch: 


1)  •  G^^^. 


oder,  wenn' der  Werth  ffir  SRm  aus  j.  Ol  oder  {.  94.  eingefiibrt 
wird; 
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2)    C^gl^l  •  l.C!p»+Äf  lfil^-^^^M^ul»^i^BmM^\ 


Die  Statuten  der  Gothaer  Lebetisveraicberangsliank  enthaltet 
fiber  die  Berecbnung  der  fragUebcii  Vergfiteeg  folgende  BmIIm* 
moDg: 

»,Di6  Uuhe  dieser  Vergtftaog  wird  bedingt  durch  das  VeriiÜt- 
niss  der  nach  den  Berechnungen  der  Baolc  auf  die  Versicbeniag 
treffenden  Reserve  7ur  Versicberungssumnie.  Beträgt  die  Reserve 
nlebt  mehr  als  20  Proceot  der  Verstcherungasumme,  so  wird  der* 
malen  die  Hälfte  der  Reserve  als  Abgangs-Entachädigunt;  gewlhrt 
Beträgt  sie  mehr  als  20  Procent,  so  findet  bis  auf  Weiteres  eine 
progressive  Rückvergatiuig  Statt»  und  awar  dergestattf  dass 

weas  die  Reeerve  2l^-*22  der  Versiekeraegssamme^easmecbt»  eise 


v.e.f.  dieser  Reeerve  geleistet  wird,  so  dsss  sich  mit  dem  eb* 
solateo  Wertlie  der  Police  auch  das  VerhSItniss  ihree  Rackkanis- 
prdses  erhöht  und  ein  allmlliger  Uebergang  so  dem  Ptoukte  Statt 
findet,  wo  hei  dem  Anwachsen  der  Reserve  sur  vollen  Verside- 
mngssnmme  letstere  nach  {.  63.  schon  hei  Lebseiten  aosbeaahlt 
wird  (Vorstands-Beschlnss  vom  16.  Mai  1847).  Die  Reserve  einer 
Versiehereng  Ist  auf  ungofkhr  die  HSlfte  der  flir  dieselben  einge- 
leUteB  Primien  sasMcblageD.*' 

Die  Grandsfitze,  woiees  die  von  der  Gothaer  Lebonsvmidbe- 
nings*Benk  gewShIte  Bereehnengswelse  abgeleitet  ist,  sind  wie 
mir  scheint  nldt  deotlieh  erkennbar.  Sie  entbllt  «ach  msiasv 
Ansieht  eine  alemilch  willkübriiebe  BesMmmttng,  wenn  aaeb  >hM 
Resoltate  mit  denen  der  oben  angegebeaea,  was  aber  i»nm  voi^ 
ansausetsen  ist,  ansammeatreffen  aotltea.  Aadi  die  im  letstea 
Satse  aufgestellte  Rebaoptnag  scheint  nicht  sntrefsnd  so  sein. 
Jede  ia  der  llathematik  anfsustellende  Methode  mnss  eine  doreh- 
richtige,  allgemein  verotindliehe  and  eben  deswegen  bfaideDde 
ChmOage  bahea.  Diese  Eigenschaft  ist  ia  der  vea  dar  GetlMMV 
Baak  angegebenen  Bereehaaagswelse  echwer  an  eflmiaea. 


Berechnung  des  Sicherh eltsfoada. 
Der  Sicherheitsfonds  wird  von  den  aagesammelteB  jibrüchea 


M 


22—94 
24—26 


$.  97. 
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reioen  UeberscbasseD  gebildet  Der  reine  UeberscboM  eine«  Jahres 
bt  die  Samme,  welcbe  nach  Abzog  der  Auagaben  sammt  Ver- 
wal  tu  II  g£>  kosten  und  der  Reserve,  so  wie  der  sogenannten  Ueber- 
trSge  von  der  Einnahme  fibrig  bleibt  und  bildet  den  Vorrath  fÜ 
die  Dividende.. 

Bei  dieser  Rechnung  mttM  daher  noeh  «Iii  welteror  Bestand* 
theil,  die  Verwaltungskosten,  aulgenomineQ  werden.  Bezeichnet 
MB  die  Verwaltungskosten  der  verschiedenen  Jahre  durch  Wi, 
H^s»  >••••>  den  Sicherheitafonda  durch  Si,  8%,  8^,...,,  und  be- 
hilt  die  Trübere  Bezeichnungsweiae  bei,  so  bestimint  eidi  der 
SielierheitafeBde  am  £Dde  dee  ersten  Jahres  dnrch 

des  aweiten  Jahres: 

■ 

e.  if«;  ond  hierans  allgemein  nach  Analogie  der  Gleiclrangen  In 
f. 93.  nod  {.IM.: 

-  (Qi .  1,09*-* + Q,.  1, V-*-  Qn-i  hOg  +  Qn) , 

wenn  Qis  J2.-f  Fi»-|-IF»  die  Somme  sHmmtlieber  Aufgaben  nnd 
Bm  slmmtliche  Binnabmen  eines  Jahres,  q  aber  den  Zlnsfusi^ 
wenn  die^Kapitalwertbe  der  Bank  angelegt  sind,  bsseieba^  Die 
Besenre  (A«)  Ist  Im  Zumfiise  p  sn  bestimmen.  Die  Answertbung 
fOB  No.  ^  nnterliegt  keiner  weitem  Schwierigkeit  fiel  viertel- 
jIhrlSeben  Ansaablungen  kommen  die  Bestlmmimgen  des  {.  (Nk 
mr  Anwendnoy. 

i.  08. 

Methoden  Car  die  Bereehnnngswelsa  der  ReeerTO. 

Ua  die  Berecbiinng  der  Beaerve  Ar  die  Vevsleberangsbanhen 
von  Wiebtlgkeit  ist,  so  mageo  hleOr  folgende  Metbeden  angego- 
bin  weiden. 
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Erste  Metboi^e.  Sie  etgibt  sieb  wut  4er  GieicbiiDg 

$.  93.! 

1)  SRn^Rx^ l.Qp"-^  +  Z^.  1,0/?-- 2  + ... .  Ru^i .  1,0/»  +  Ru 

and  bestebt  darin«  dass  man  den  Bestand  der  Reserre  einen  Jei« 
Jabren  filr  eieb  nacb  der  Formet 

ilBr  den  Wertb  K  oäer  K^l  berechnet  und  dann  jeden  einzelnen 
Werth  mit  der  zugehörigen  Potenz  von  l,Op  verbindet  und  sämmt- 
liehe  Glieder  eummirt 

Soll  der  Bestnnd  der  Rese^'ve  am  Sclihisso  des  vi^rton  hh- 
res  nach  der  Tafel  von  iN o rth am pton  bei  3  Procent  «n<'  A  —  IIHI, 
wenn  man  von  dem  80steii  Jahre  ausgeht,  berechnet  werden, 
ist  aus  ^io.  I): 

51?«=  ll,.l«03HiKt•l>0^'^i^s•l<0^4-i?4• 
An8  No.  10)  $.  87.  bat  man  B^szlSjm^^  und  au«  No.2): 

ß4=.40J8,'.).J,ü3— 5.100=778,68  —500  =  278,(38. 

35. 18^9.1,03— 5.100=  681,345— 600=181^, 

/?5  =  30.18,9. 1.03-5. 1(X)  =  Ö84,Ü1  -öüü=  54,01, 

:s  25 . 18,9.1,03-6. 100:^486^075  ~  ÖOü  =  I3|328, 

und  hieraus  nach  Ko.  I): 

3)  Si?4s287,68.  l,03s-|^  181,345. 1,03^-^84,01 . 1,03 - 13,325 

^304,321    192,386    bü.530— 13,325 

s583,439 --13,325  =  570.1 14. 

Zweite  Methode.  Öie  beruht  auf  der  Üurchlflhruug  4er 
Gleichung  140. 7)  $.93.: 

4) 

-  K[3im.  hOp^^  +  Ä+i.  1,C!p»-*....  ilf«+«-a.  1,0|>  f  ilf»f».i].' 

Man  hat  sofort  der  Reibfl  nach  die  Zahl  der  Lebenden  nlt 
den  zugehörigen  Potenzen  von  l,0j9  zu  verbinden,  die  hieraas 
entstehenden  Producte  zu  eummtren  und  die  erhaltene  Summe 
nUt  dem-  Jahresbeitrag  so  mnttipiiciren.  Dasselbe  bat  mit  der 
Zahl  der  Sterbenden  an  geeebeben;  die  entstehende  •Sansmet.'ift 


Digitized  by  Google 


drr  poiitiscüen  AriUimiik, 


mit  der  VersicheruD^ssumiue  K  zu  TimMiftllciren  uod  das  zaietzt 
erhaltene  R^^ultat  von  dem  ersten  ubzuzichen. 

Wird  das  oben  gegi»beDe  Beispiel  hiernach  behandelt«  00 
entsteht : 

5) 

»SA'^^  18,9(40. 1,03*  +  35. 1,03»  >  30. 1,03«  +  25.1,03) 
-  1  Uü  (5 . 1 ,0:]3  +  5 . 1,03«  +  5 . 1 ,03  +  5) 

:slb,0  (45,020352  +  38.245445  -|-  31.827  -f  2$,7fi) 
—5.100.4,1836270 

s  2661,9288 —mi,8l3Ss  S7%1153. 

Ist  nach  dieser  Methode  der  Stand  der  Reserve  für  das  ?ite 
Jahr  lest-iestellt,  »o  kaoti  man  hieraus  leicht  auf  den  den  (m^  l)ten 
Jahres  überleben.  Hierzu  dient  folgende,  aus  No.  7)  93.  abge- 
leitete Formel: 

6) 

^Bm[{Aa.  l,Op°  +  A„  M  .  l,0?»«-»  \n\  «-1 .  l,0/>).  l,Op+^a+n.  l,0!p] 

-  K[{M^.  hOp'-^ hOp'-^ ....  JU^m-lh  hOp  +  ilf*H> 

Hiernach  bat  man  den  nach  No.  4)  flir  die  beiden  Reihen  erbal- 
teaen  Werth  mit  1,0p  zu  roultipUcireo ,  dann  Jja-^i^nA.Op  an« 
aod  K.JUa^n  abzuEäbleo. 

Hat  niart  es  in  den  zwei  ange^ebf  in  n  Methoden  nicht  mit 
ungleichen  üeiträgen  und  V'er^icherunirssuuimen  Ton  einzelnen 
Mitgliedern  7.11  thun,  so  wird  es  ant  bebten  sein,  die  Gleichungen 
No,  5)  uml  No.r))§.  93.  dem  Caicul  zu  l>rundc  zu  legen.  Man  kann 
aber  auch,  da  alle  Beitrfige  utai  Versicherungssummen  auf  Viel- 
fachen von  100  herüben,  den  Hesfand  der  Reserve  auf  100  redu- 
ciren  und  von  tltiu  so  erhaltenen  Werthe  auf  die  Gcsamnit- Ver- 
sicherungssumme übergehen. 

Dritte  Methode.  Sie  gründet  sich  darauf,  dass  mao  die 
Ciiiedflr  der  negativen  Reihe  in  Mo.  4)  nach  der  Fomel 

in  zwei  zerlegt.    Dadurch  entsteht: 

—  K(Aa .  IjO/?'*-^  +  Aa^l .  1,0^»-*....  1,0/1  +  ^a  fn-l) 

.     +  K(,Am^i .  i,0/>»-»  ^A^2.  l,ü/>'»-a....^»4^-i .  1,0/? + Jo+n). 

In  der  dritten  Reihe  fehlt  da«  ervte  Glied  K.Aä.hOp\  ZMt 
man  dieses  der  YervoUstSndigung  wegen  an  und  ab  nnd  scheidet 
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das  Schlufi8^1ied  der  dritten»  K.Aa^n,  aas,  so  kann  man  dk 
dritte  und  erste  iieibe  in  eine  vereioigeo  and  man  erbäit: 

Scheidet  man  nnn  den  Factor  1,0p  aas  der  ersten  Reibe» 
vereinigen  sieb  beide  Reiben  und  es  entsteht: 

^KiA»,lflp^-A^). 

Da  mm 

ist,  so  ergibt  sidi  MenNis  Ar  die  BcreehmiBg  ie«  StesdM 
Resenre  am  Ende  des  MteD  Jabm  folgende  sehr  pnkliscbe  Femel: 

X  [iii.  1,0!p«-i  +       .  +  ....  Ifip + 

Zogleleh  hat  umn  blenuw  fttr  deD  Stiiid  der.Rissenr«  an  Eade 
dm  (»-1^  i)tea  Jsbras: 


100 

und  man  kann,  wie  aus  der  Vergieichong  von  No.  8)  hervorgeht, 
den  in  der  Reihe  von  No.  7)  gefundenen  Werth  benatzen,  ihn 
mit  1,0/7  multipliclren,  hiezu  ^ia^n  zahlen,  dann  mit  dem  vorire- 
schrieberien  Factor  verbinden  und  leicht  durch  Anschluss  des 
nef^ativen  Gliedes  in  No.  8)  von  der  Reserve  des  Vorjabres  Mf 
die  des  feigenden  fibergeben. 

Benntst  man  nun  die  Gleichmig  snr  Berecbrnrog  des  oben  aa- 
gegebenen  Falles,  so  ist  der  Bestand  der  Reserve  an  Ende  des 
fMOtt  Jakres  Ar  ela  Alter  too  80  Jabiea  aaeb  der  gteiMieh* 
keltataiel  fao  I9ortbaai|^toas 
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—  100(40. 1,03* -20) 
»22^(43,70906  +  37,1315  +  30,9  +  25)  - 100(45,020352-20) 
=9072,16061 — 2ö02«0362=s570,115i. 

Man  Innii  «brlgens  auch  dian  Hetbade  gaoa  allgemaia  benatMiu 
waan  laaa  dia  aben  nir  «wdtan  Halbada  gemadita  Bamttlniiig 
bavickatditigt 

00» 

FortsetzuDj?. 

Vierte  Methode  Diese  INlethode  beruht  auf  der  Gleichnng 
No.  1)§.  94.  und  dient  zu??leich  dazti,  die  Richtigicelt  der  bisher 
aufgefundenen  Methoden,  so  wie  das  über  die  Berechnung  der 
Vergütung  aus  dem  Reservefonds,  §.96.,  Gesagte  zu  bestätigen. 

Sie  besteht  darin,  dass  man  von  dem  Bestand  der  Reserve  de» 
Vaijabfaallm&ligaufdie  der  folgenden  Jahre  abergebt»  wiedieFormel 

verlangt,  und  ist  der  Anlage  nach  ganz  allgamaift»  wie  aoa  dam 
Inhalt  dieser  Gleicbaog  h^enrargabt.  Man  erbJÜt  doreh  ibr«  Aa- 
Wendung  die  BestSnde  der  Resarva  auf  mahrefa  Jabra. 

Soll  hiernach  die  Reserve  fQr  das  Alter  von  80  Jabren  nacb  dar 
Tafel  TO  D  N  o  r  t  h  a  ro  p  t  o  D  auf  dia  falgeadan  labn  Jahre,  alao  Ua  aom 
90sten  Jahre,  wo  dia  Veiaitiianiiig Tan  100 apiteateDs  gezahlt  wird» 
berechnet  werden,  so  ergibt  ateh  hiafaaa  felgaada  gaaammaBataMttBg ; 


SOatea  Jahr.   Summe  der  Beitrage:  40.18,9    756 

Zins  ao  3  Proceat  biosu   22,68 

5  Versicherungen  zu  100  ab  ^50^^ 

61  M     »     Reserve  des  ersten  Jahres  .  .  .    mm 

Summe  der  BeitrSse:  36.18,9   661,5 

1M,18 

Zio«  hiaso  .*   28,21 

968,30 

5  VeraicheraBgen  ab   800 

82  ,»    ^  •  Rcaaiva  dea  awaitan  Jahraa   408,av 

Ifamma  dar  Baitriga:  90.181,0   567 

103^,39 

Zina  hinso   31,06 

1066,45 

5  VaraieharangeD  ab   600 

83  „  Raearra  dea  dritiea  Jahraa   fiOMI» 
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838te8  Jahr.    Reserve  des  dritten  Jahres   566,45 

Summe  der  BeifrSge:  25.18,9   47'2,5 

1038,95 

Zlna  binza   31.16 

5  Versicherungen  ab   600 

Sil  «»     „      Reserve  des  vierren  Jahres  .   570,11 

Summe  der  beitrage:  20.18,9    378 

Zins  hinzu   28,a 

976,55 

4  Versicherungen  ab   400 

9^  n      M       Hescrve  de«  luiilien  Jahres   576,55 

SuiBii»6  der  beitrage;  16-18,9  ,  302,4 

878,96 

Zins  hinzu  

4  Versicherungen  ab  ,*  400 

86  „     „      Reserve  des  sechsten  Jahres   505,32 

Summe  der  Beiträge:  12.18,9   226,8 

732.12 

,    Ziae  hiostt  21,96 

7544» 

3  Versicherungen  ab  .  .   300 

87  M     »      Reeerve  des  siebenten  Jahres   454,08 

Summe  der  Beiträge :  9. 18,9   170.1 

6-24,18 

Zioe  hinsB   18.73 

642»9l 

2  Vereicberoogen  eb   200 

8B  „     »      Reserve  des  achten  Jahren   44tjBl 

Summe  der  Beiträge:  7.18^9   132.3 

675,21 

Zine  hlnxB   17/26 

092,47 

2  Vereicheniogen  ab  »        ~(M)  ^ 

89  ,»     „     Reserve  des  neunten  Jahres   392,IT 

Summe  der  Beiträge:  6.18,9   90 

4855J 

Zins  binsn   14,61 

80M8 

6  Versicherungen  ab   500 

90  M     M     Rsserre  des  sehnten  Jahre«   iflk 
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VoD  hier  an  ml  die  GefielUchaft  geschlossen.  Der  Ceberschuss 
in  dem  kleinen  Betrage  von  1,58  rülirt  davon  her,  dass  die  Bei- 
träge mit  ]8,U  fiitatt  18«89....  der  Kürze  wegen  in  Recbouog  ge* 
oommeo  wurden. 

Diese  Hechnun!^  geht  von  der  VoraussetzoDg  ans,  daM  alle 
eingetretenen  Mitglieder  sich  mit  gleichen  Summen  betbeiligen. 
Diese  Beschränkung  ist  jedoch  leicht  zu  entfernen.  Man  kann 
namiich  nach  dieser  Rechnung  auf  jede  beliebige  Versicherunge* 
summe  für  das  einzelne  Mitglied  übergehen»  wenn  man  die  Reserve 
eines  bestimmten  Jahres  auf  die  Versicherungssumme  lOOzurfick- 
mhrt  und  von  der  so  erhaltenen  Quote  auf  die  entsprechende 
Grosse  in  der  Reserve  übergeht,  was  leicht  geschehen  kann,  da 
die  Versicherungssumnten  zu  einander  in  demselben  Verbiltniaea^ 
wie  die  Beiträge  stehen. 

Soll  biernach  der  Bestand  der  Reserve  des  vierten  Jahres^ 
worin  noeh  30  Mitglieder,  also  auch  20  Vereicherungeenrnmen  an 
je  100  vorhanden  sind,  bestimmt  werden»  wenn  ein  Mitglied  mit 
50O,  ein  eweitee  mit  300  und  die  übrigen  mit  Je  100  vereichert 
smd,  eo  beträgt  die  Reeerve  für  Je  100: 

-^Q— SS  28,5055, 

folgiieb  flir  eine  Versicherung  von  800:  143,5375, 

300:  884(165, 

18  V'ersicherungen  von  100;  513,(K)9 

741,1.R 

Dasselbe  Reooltat  erbilt  man  anch  auf  folgende  Weise.  In 
der  Bank  sind '36  Hundert  statt  20  unter  den  angegebenen  Bedin* 
gongen  versichert.  Die  Reserve  mnss  sieb  daher  in  gleichem 
Verbiltniss  bober  stellen.  Die  Reeerve  des  vierten  Jahre«  be- 
trigt  daber  in  diesem  Falle: 

18:^=^.670,11  =  741,143. 

Werden  in  dieser  Weise  Keservetabellen  für  die  verschiedenen 
Altersklasse!»  von  den  Ge^elltJchafteii  aniier«»rtiet  und  aiiiielegt, 
80  wird  liiedorch  die  Berechnung  der  Reserve  ungemein  erieicb- 
tert  werden. 

Die  Berechnung  des  Standes  der  Reeerve  IBr  die  Einsabinng 
einnaliger  Elnkaufssuinmen  ergibt  sich  nach  der  vierten  Methode 
(•94.  noeb  einfacher,  weswegen  sie  nicht  besonders  hier  dnrcb* 
iiOhrt  wird. 
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§.  100. 

lierechiiuiig  der  Vergütung  im  Falle  dei«  Au««trltli. 

Diese  Vergiltung  berechnet  eich  nach  }.  96.  leicht»  indem  Her 
80  hielte  Tbeil  der  Reserve  zu  vergüten  ist,  als  die  versicherte 
Somme  dee  austretenden  Mitgliedes  von  der  (lesanimt- Versiehe- 
rungsaamnie  beträgt.  Hiemach  berechnet  sich  die  zu  gewährende 
^•rgfltnng  aus  dem  Reservefonds  Air  lOU  nach  j.  99.  im  vorlic> 
genden  Falle  fttr  den  Schluea 

570,11 

des  4ten  Jahres  auf  —^—s  28,505....» 

^  o7(j,55 
„  Dten     „     „  asdo,03, 

^  505,32 
„  6len      „      „      j2  =42,11, 

„  7t«n      „      „  f5^=^ö0.49. 
•  />.  a,  w« 

Nach  der  von  der  <il(j(haer  Hank  am^enomnienen  Metluxlo  be- 
tragt die  Reserve  des  Itci)  Jahres  28,505  Procont  von  der  Ver- 
sicberongssuroine.  Es  uürdon  also  nacli  dem  Wortlaut  der  in  §.96- 
gegebenen  Vorschrift  55  Procent  von  der  auf  die  Versicberuug 
treffenden  Summe,  also: 


28.5 . 55 


=  15,675, 


im  filoften  Jahre 


u.  a*  w.  anageaahlt  «erden. 

Ea  iat  einleuchtend ,  dass  die  Bank  aich  gegen  mögliche  Aos* 
ftile  wa  decken  aueht,  dieae  Abaicht  kCnnle  aber  sachgerolMer 
durch  Ahsng  bestiranter  Procente  arreiabt  werden.  Da  aber  die 
tieaeiiaohaft  dnreh  den  Sicherbeitsfooda  gegen  mögliche  AnsOJi« 
achon  gedeckt  iat,  ao  ddrfte  auch  hießlr  keine  besondere  Befiirck* 
tung  vorliegen,  denn  eine  Geaellschaft  gewinnt  gerade  dadurch  u 
Vertrauen,  dasa  aiedie  Aaaprfiebe  ihrer  Mitglieder,  auch  im  Falle 
des  Austritts,  in  vollem  Maaase  anerkennt  und  befriedigt 

Daaa  aber  der  Auatritt  einen  Alitgliedea  nicht  noth wendig 
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Verlust  itir  die  Casse  führt,  läsftt  sich  nach  der  hier  auli^eatelUen 
Rechnungoweise  dudurch  zeigen,  das»  man  im  Falle  /^u^stritU 
einer  Person  die  volle  Vergütung  ia  Ausgabe  nimmt  und  dann 
filr  die  noch  fibrig  bleibenden  Mitglieder  die  Rechnung  fortoetxt. 
Nar  bei  uugfinstigen  Annahmen  wird  »ich  ein  Anafall,  jedoeh  kein 
berfentender,  beraaeetellen,  wie  aich  dieaa  bei  DnrehfDbrung  der 
Reehoong  and  bei  Annahme  verachiedener  MCglicbiceiten  leicht 
zeigen  wird. 

$.  101. 

Werthbestimmung  balbjShrlicber  aed  .viertfljJlhrlicber 

Beitrige. 

Einxelne  Versicherungst^esellsL-hnften  gestatten  halbjährliche 
nnd  vierteljJihrruhe  Beifrncjc.  »fiel  ^»var  «'ntu^uler  in  der  Weise, 
dass  rl«>r  Inhrürhe  Beitrag  drn  Zrit fristen  entbprecheriH  tu  »loiche 
'i'heile  iji'theilt,  die  er*»te  /ahhin.;  ohne  Zins,  die  fnl^eriflfn  aber 
mit  Ziiit»2Ut»rhla^  gemacht  ^\t•l  (lell;  oder  Haas  statt  drs  jährlichen 
Beitrags  gleiche  halbjährlicli*^  »der  vierteljährliche  erhöhen  werden. 

Im  ersten  Fall»»  ist  die  JSache  i;anz  einlach.  Im  zweiten  Falle 
ergiht  sich  der  halhjkhrlic  he  Beitrag  auf  folgende  Weise.  iSennt 
man  den  halbjährlichen   Beitrat;  ganzjährijjen  Ha,  den 

Zinslusf»  py  also  den  h  iHivibrlichen  ^=^p\t  ao  hat  man,  da  die 
baJbj&brli<iben  beitrage  gleich  sind : 

und  hieran» : 

I)  *i= 


Wird  der  vierteljährliche  Beitrag  end  der  vierteijibriiehe  Zinn 
kP^Px  g^s^tat,  eo  ergibt  aich  in  gleicher  Welae: 


end  hieraea: 

Man  kann  zwar,  wie  dieas  in  Lehrbüchern  geschieht,  den 

ai* 
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vierteljährlichen  Beitrag  durch  die  Rechnung  mit  eiitl'achen  Zinsen 
heatiiDBieo.   Dann  entsteht  für      =  kp 

und  hierans: 

♦ 

3)  Ä4=  1  j  j — . 

Nach  den  im  ersten  Kapitel  aufgestellten  (.inirHlsfif/en  ersclieint 
aber  diese  Üartitellun*;  nicht  litlitiii,  ohi-leicli  die  hieraus  «^ich 
ergehenden  Werf  he  nur  unbedeutend  von  den  au«  JSo.  2)  folgen- 
den differiren  werden. 

Setzt  man  in  den  hier  gefundenen  Formeln  />  =  4,  so  bej^timmt 
•ich  der  halbjährliche  Beitrag  hei  einer  Versicheruflg  von  lüOö  iär 
einen  40jäbrigen  Mann  nach  Brune'»  Tafel,  weim  £(40  =  28^ 
in  Ko.  i)  geaeUt  wird : 

«  28.H36. 0,0-2  28,836  _ 

der  viarteljührlicbe  beatioimt  eich  nach  No.  2)  zo: 

„    28,8:^6.0,01  28,836 

'^♦"•1,01(1-1,01-*)  "  1,01. 3,90l%56 

Ane  No*3)  würde  man  erhalten: 

i^^       A  -  ^^>836  _  28.836 

1,01^1,02  '^1,0;; 

Hieraus  beitXtigt  sich  die  obige  Bemerkung,  dass  der  Unter- 
aebied,  welcher  nach  den  Gleichungen  No.  2)  und  No.  3)  hervor- 
treten muss,  unhedentond  Ut  und  aieb  arat  in  dan  awai  Jetstw 
Decimalatalian  salgt 

Bd  grOasefü  Summen ,  die  jedoeb  nach  den  Statuten  der  de* 
«ailtchafteo  bestimmte  Grenaen  nicht  überacbreiten  darfan,  wiid 
dieser  iTntarsciiied  bemerkbar  hervor  treten.  BetrSgt  die  Ver- 
aicberong  20000»  die  bOebste  ver#icherbare  Summe  in  dar  Wiener 
Bank,  so  ist  nach  Na.  2)  der  vierteljährliche  Beitrag  bei  4  Pro- 
caat:  il«  =5 146,342  fl.  =  145 i.  2i  kr.;  nach  No.  3)  lat  deradbei 
B4 s=  146,304  fl.  SS  146  i.  18  kr.»  und  iat  daher  erat  in  den  Krei- 
aarn  sum  Nachtheile  der  Bank  veracbiedeii.  Bei  baberm  Zinsfusi 
wfirde  der  Unteracbied  etnaa  stärker  bervertreten. 
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1*  Tafel  der  Leibren  ton  und  liebeosversicheruilgea 
nach  der  Sierblichkeito-Ordnoog  tod  Northamp- 
ton. 

2.  Tafel  der  Leibrenten  ond  LebensTersicherongen 

nach  Deparcieux,  berechnet  von  Jiattendorf« 

3.  Tafel  der  Leibrenten  nach  der  Sterblichkeitstafel 
¥on  Finiaison,  berechnet  von  Martin  Kasten 
in  Frankfurt   För  MSnner  und  Frauen. 

4.  Tafei  der  Leibrenten  ond  LebenaTersicherongen 
nach  Brune,  berechnet  von  Hattendorf.  Für 
Männer  und  Frauen. 

Die  eimnaligen  EtokaiifssamiDCii  flir  LebeDsversicherangen  be- 
reehnao  ticb  aas  den  Leibrenten  nach  den  in  den  §§.  82.-84. 
angegebenen  Gleicbuogen ;  die  jährlichen  Beiträge  (Prämien)  für 
Lelienaveniichernngea  ans  den  in  den  {§.        8S.  angegebenen. 
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VAfel  der  lieibrenten  and  Iie1ien«iverfileheran)fen  ii»cli 
der  AierliUclikell«tafel  von  JVartltamptoii« 


Alter. 

Zahl  der 

Lebenden. 

Qegcnw&rtigier  Werdi  einer 
Iieilneiite  Ton  1* 
9  Firoc.         4  Froc. 

J&hrlicber  Beitrag  (PrE- 
mio)  ftlr  eine  Lebons- 
▼errfdierang  tou  100. 

1 1050 

1 

1 

8650 

16,021 

j;;.4ii5 

• 

2 

7283 

18,59« 

3 

6781 

Ui,575 

16,462 

4 

6446 

20,210 

17,ÜI0 

5 

6249 

20,473 

17,248 

6 

6065 

20.727 

17,482 

7 

55)25 

20,858 

17,611 

8 

5815 

17,662 

1,879 

9 

5735 

20.812 

17,625 

1,879 

10 

5675 

20,663 

17,523 

1,879 

11 

56-23 

20,480 

17,393 

1,879 

12 

5573 

20.288 

17,251 

1,879 

5523 

20.081 

17,103 

14 

5473 

19^2 

16.960 

1,879 

16 

5423 

19,667 

16^791 

1,929 

5373 

19^435 

16^626 

1,983 

17 

5320 

19/218 

16,462 

2,033 

18 

5202 

19,013 

16^ 

.2,083 

19 

6199 

18,830 

16^167 

2,133 

120 

5132 

18^638 

16,033 

2,179 

21 

5060 

18^470 

15,912 

2,226 

22 

4986 

18311 

15,797 

2,267 

23 

4910 

18,148 

15,680 

2312 

24 

4835 

17.983 

15,560 

2,354 

25 

4760 

17,814 

15,438 

2.403 

26 

4685 

17,642 

15,312 

2,450 

27 

4610 

17,467 

15.184 

'  2,504 

28 

j  4535 

17.289 

15,053 

!  2,554 

29 

i  4460 

17,107 

14,918 

j  2,612 

30 

t  4385 

16,922 

1  14.781 

1  2,671 
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Zahl  der 

Gegenwärtige 

Ijcibreul 
3  Proc. 

r  weirth  mwr 

<5  von  1 . 
4  Proc. 
La. 

JUirl!QlMrB«itrag(Ptl- 

mie)  Mr  eine  Leben»- 
vooricberong  yod  100. 

O  i  rOC 

431D 

16^732 

14,639 

2,725 

4235 

10^ 

14,495 

2,787 

4100 

16^ 

14,347 

2,854 

4065 

10,142 

14,195 

2,921 

4010 

15,938 

14,039 

2,992 

3935 

15,729 

13,880 

3,067 

3860 

15,515 

13,716 

3,142 

3785 

15,298 

13,548 

3,225 

3710 

15,075 

13,375 

3,308 

3635 

14,848 

13.197 

3,396 

3559 

14,620 

13,018 

3,487 

3482 

14,391 

12,838 

3,583 

3404 

14,162 

12,657 

3,683 

3336 

]3b929 

12,472 

3,787 

3218 

13»€02 

12,283 

3305 

3170 

13,450 

12,069 

4,008 

3002 

13^203 

11,800 

4,129 

3014 

12,951 

11,666 

4,254 

2936 

ujm 

11,475 

4,392 

12,436 

11,264 

4,533 

2776 

12,183 

11,057 

4,075 

2694 

ii,uao 

10,849 

4,821 

2612 

11,674 

10,637 

4.979 

2530 

11,414 

10,421 

5,142 

2448 

11,150 

10,201 

5,317 

2366 

10,882 

9,977 

5,504 

2284 

10,611 

9,749 

5,700 

2202 

10,337 

9,510 

5»908 

2120 

10,058 

9,260 

0rl33 

2038 

9,777 

9,039 

6^367 

1060 

9,493 

8,795 

6,617 

1874 

9,205 

8,547 

6^ 

1793 

8,910 

8,291 

7,179 

1712 

8,611 

8,030 

7,492 

1032 

8,304 

7,761 

7,837 

Digitized  by  Google 


der  poUUicken  ArUkmettk, 


325 


Alter. 

1 

Zahl  der 
LeboidfiD. 

Am. 

XittDraiii 
S  Fh>e. 

r  W«tfi  einer 
e  Ton  1. 
4  Pioc 
MJm' 

j  anriiciier  ovnrug  ^srrm' 
mie)  für  eine  Xjebenf- 
msicherung  von  100. 

8  Ftoc 

66 

1552 

7,994 

7,m  ■ 

8,204 

67 

1472 

7,682 

7,-n\ 

8,604 

68 

13Ü2 

7,367 

ti.930 

69 

1312 

7,051 

6,647 

70 

1232 

0,734 

6,361 

71 

1152 

6,418 

6,075 

72 

1072 

6,103 

5.790  i 

73 

992 

5,794 

5,507  ' 

74 

912 

5,101 

5,230 

75 

832 

5,199 

4,962 

76 

752 

4,925 

4,710 

77 

675 

4,652 

4,457 

78 

602 

4^2 

4,197 

« 

79 

534 

4,077 

8D 

409 

3,781 

3,543 

81 

406 

3,499 

3,377 

»3 

346 

3,229 

3,122 

83 

289 

2«982 

2,887 

84 

234 

2,793 

2,708 

85 

185 

2.630 

2.643 

80  . 

145 

2,462 

2,393 

87 

III 

%3J2 

2,25! 

88 

83 

2,185 

2,131 

89 

68 

2,013 

1,%7 

90 

46 

1,794 

1,758 

•  91 

34 

1,501 

1,474 

1  Ion 

1,171 

93 

16 

0,839 

0,827 

94 

9 

ü,5J<i 

0,530 

95 

4 

0,242 

0,240 

96 

1 

0,UÜO 

0,000 

97 

0 
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Tafel  der  I^lbreAten  «nd  l4ebeiuiveniclienui^em 

Meli  Bep*relenx# 


Zat.1 
der 

Gegenwärtiger  Werth  einer 

Jlbiliober  Beitrag  (Prtmle)  Ar 

Le- 

Leibrente von  1 

«ine  Lebenarersiclienmg  Toa  100 

ben- 

deu 

3  Proc. 

3i  Proc. 

4  Proc. 

3  Proc 

3^  Proc 

4PM. 

La. 

Ida' 

0 

IMOO 

16,7777 

14,2979 

13,0474 

3,0477 

3,1562 

3^2726 

1 

7450 

20^134 

18,8636 

17,2138 

1,6717 

1,6627 

1,6443 

7068 

2l;S327 

19,5209 

17,8167 

1,5254 

1,4914 

],4<W3 

3 

6823 

22,0101 

19,9889 

18,2490 

1,4276 

1,3828 

1,3489 

4 

6618 

22,4045 

•20,3294 

18,5669 

13)1 

1,3067 

1,3645 

56468 

22,6118 

20,5288 

18,7573 

1,3226 

1,2633 

1,2153 

6l6345 

2-2,7417 

•20.0592 

18.8858 

1.2994 

1,2353 

1,18*26 

6243 

22,8066 

20,7317 

18,1«)21 

1.2579 

1,2199 

1,U)33 

8 

6154 

2'2.8305 

20,767«) 

19.0058 

1,2837 

1,2123 

1,1524 

'^  0073 

20,781 1 

19.0297 

1,2839  i 

1/2095 

1.1464 

iü.Ü<)04 

22,7842 

20,7557 

19,0183 

1,2919 

1.2149 

■ 

M4vi:] 

II 

5946 

22,6967 

20,6917 

18.97L>0 

1,;I074 

1.2284 

l,Hi09 

Ii 

5897 

22,5718 

20,5938 

18,8948 

1,3297 

1,2403 

1.1803 

I3|Ö854 

22,4197 

20,4712 

18,7949 

1,3573 

1.275.S 

i.'2066 

22,2472 

20,3298 

18^6778 

1,3890 

1,3066 

l,-2357 

15 

5778 

22,0613 

20,1296 

18,5493 

1,4236 

1,3407 

1»2691 

16 

5740 

21,8736 

20.0204 

18,4190 

1,4592 

1,3756 

1,9034 

175699 

21,6919 

19,8702 

18,2936 

1,4942 

1,4099 

1,8369 

185655 

21,5165 

19,7257 

18,1734 

14286 

1,4433 

1,3694 

195608 

21,3477 

19,5872 

18,0587 

1,5621 

1,4757 

1,4008 

20  5358 

21,1800 

19,4551 

17,9500 

1,5947 

1,5071 

1,4309 

215506 

21.0276 

19,3-262 

17,8443 

1,6271 

1,5381 

1,4605 

22  5453 

20,M)1K) 

19,1971 

17,7384 

1,0601 

1,5696 

1,4905 

235399 

20  7101 

19.0677 

17,6325 

1,6935 

1,6015 

1.5208 

24  5344 

20.5509 

lH.93b2 

17,5265 

1,7276 

1.6339 

1.5515 

2615288 

20,3916 

18,8086 

17.4206 

1,7621 

1.6667 

1.5825 

26|5231 

20,2322 

18.6790 

17,3148 

1,7972 

1,6999 

1,6139 

27|5173 
285116 

20,07*28 

18,5495 

17,2093 

1,8328 

1  73:^6 

1,6455 

19^9063 

18,4127 

17,0971 

1,8708 

1,7696 

1.6796 

29 

5005 

19,7294 

18.2680 

16,9778 

!  1,9114 

1,8083 

1,7163 

30 

1  19,5446 

]$,I]52 

16,8509  1  1,9648 

13498 

1,7958 

t 
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der  ituUüMcAen  Ari/kJueUM. 


9X! 


iZahl 
j  der 

^  ben- ' 
''^  1  den  I 


1 


^ihfttcter  Beitrug  (Prümie)  ftir 
eine  Lebensroraiclu-nin«'  von  liKl 


3  Proc. 


34  Proc. 


4  Troc. 


\ 


3  Proc. 


3|  Proc. 


4  Proc. 


314961; 
3214897 
33{4844 
344792 
3014740 
3614688 

3S<4587i 
394538 
404490 
414441 

43  434-.> 
444iUl 
45|423fi 
4014186 
47413i 
48|40?7l 

503964 

51  ai>05 
523843 

54'3707' 

553031 

56  3550 

573465 

583377 

59I3286 

6o|ai9i 

61ja002 
63j2990: 
63^288»' 
6l2778j 

65  2669 


19^ 
19,1966 
18,0412 
18,7211 

18,4942 
18/2604 
18,0151 
17,7578 
17,4880 
17.2052 
10,9169 
16,6188 
10,3145 
16,0036 
16^6869 
15^11 
16^ 
14^ 
143897 
13,9823 
13.<illU 
1 3.2542 
12,8904 
12.5279 
12,1738 
11,8251 
11,4786 
11,1311 
10^7826 
10,4366 
iO/)939 
9,7514 
9,4696 
9,0651 
8,7183 


17,9637  ! 


j  17,7870 
17,6110 
17,4262 

17,2329 
17,0339 
10.8240 
16,6026 
16,3692 
10,1233 
15,8717 
15,6105 
15.3429 
15,0687 
14,7874 
14,4987 
]4>2023 
13,8977 
I  13,5844 
13.2621 
12,9336 
12,6023 
i  12,2713 
I  11,9406 
!  11,6172 
11, -2981 
;  10,9804 
lQi6a09 
10,3306 
10,0201 
9,7026 
93860 
9,0670 
8,7458 
8,4210 


I 


! 


16^7161 
16,9769 
16,4^81 
16,2707 

16,1071 
15,9372 
15,7570 
15,5659 
15.3034 
15.M87 
14,9285 
14.6988 
14,4628 
14,2201 
13,9703 
1*3,7131 
13,4480 
13,1746 
12,8924 
12,6009 
12,3029 
12.0015 
11,0996 
11,3974 
11,1014 
10,«^ 
10,5170 
10,2226 
9,9260 
9,6803 


9,0409 

8,7448 
8,4448 
8,1413 


I 


2301a 
2,0000 
2,1631 
2,1581 

2,2171 
2,2794 
2.3464 
2,4185 
2,4963 
2,5803 
2.6687 
2,7631 
2,8629 
2,9665 


3,1995 

3,3262 
3,4615 
3,6064 
3,7619 
3,9276 
4,1028 
4,2866 
4,4795 
4.6782 
4.8846 
5,1011 

5,sao7 

5,6746 
5,8812 
6,1013 

6,3885 
6,6940 
7,0-227 
7,3772 


\ 


1,8944 
1,9412 
1,9915 

9,0457 

2.io;io 

2,1035 
2,2288 
2,29«»3 
2,3757 
2,4584 
2,5454 
2,6386 
2,7372 
234I6 
2,9526 
3,0705 
3,1963 
3,3308 
3,4750 
3,6300 
3.7952 
3,9701 
4,1534 
4,3460 
4,5441 
4,7497 
4,9658 
5,1940 
5,4370 
5,6027 
5,9617 
6,2476 
6,5518 
6,8792 
7,2323 


1,7084 
13438 

1,8917 
1,9440 

1,9994 
2,0580 
2.1215 
2,1903 
2,2051 
2.3463 
2,4319 
25237 
23210 
2,7241 
23837 
2,9S06 
3,0752 
3,2087 
3,3520 
3,5063 
3,6710 
3,8453 
4,0281 
4,2201 
4,4174 
4,0221 
43367 
5,0644 
5,3063 
5,5609 
5,8285 
6,1131 
0,4157 
6,7416 
7,0931 
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JUriidMr  Beitrag  (MnM)  Ar 
eine  Lebeamnidieniiig  von  IQO 


66  2559 
^2448 
es  3336 
603233 

mA 

1874 
1749 
1617 
1479 
1337 
1198 
1064 
936 
812 
607 
600 
492 
404 
337 


71 

72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 


83 
64 

86 

86 


261 


871  206 
159 
117 
bO 
50 
28 
14 
6 
3 
1 


88j 
89i 

90: 

91 

92 

93 

94 

95! 

Ott 


«,3659 
8^0076 
7^ 
7,3727 
6^8068 
6^6161 
6,1378 
5.7737 
5,4:^64 
5,1182 
4.8316 
4.5540 
4.2814 
4,01-28 
3,76-14 
34171 
3,2706 
3,0608 
23368 
2,5972 
2.3516 
2,0688 
1.7608 
1,4646 
1.206:i 
Ü.9böü 
0,8172 
0.6834 
0,6425 
0,3336 


IlllUIi 


9  Tipoo* 


8,0*U0 
7.7539 
7,4101 
7,0603 
6,7013 
6,3396 
5,9780 
5.6-295 
5,3060 
5,0004 
4,7231 
4.4597 
4,1951 
3,9356 
3,6954 
3,4558 
3.2266 
3,0033 
3,7866 
2,6610 
2,3-2-20 
2,0450 
1,74-22 
1,4504 
1,1955 
0,9/90 
0.8109 
0,6785 
0.6387 
0,3221 
0,0000 


7.83fM> 
7,5135 
7.1S86 
6,H663 
6,6160 
6,1700 
6,8263 
5,4913 
5,1810 
4,8873 
4,6-227 
4,3654 
4,1118 

3,0-286 

3,1729 
2,0571 
2,7463 
2,6374 
2,3031 
2.0216 
1,7239 
l,4:i65 
1,1849 
0,97 1 7 
0,8047 
0,6737 

o(vm 

0.3-205 
0,0000 


3|  Ytoc 


4Ptoa 


7.76a 
8,1891 
8,6571 
0,1763 
0,7633 
lO^il 
11,0073 
11,8502 
12,6-240 
13,4321 
14,-2333 
15,0924 
16.0219 
17,0361 
18.0763 
19,2256 
30,4542 
21,7738 
33.3180 
24,8867 
26.0330 
20,6731 
33,3090 
37,6()12 
4'>,4l^20 
47.3894 
52.1170 
56,4896  i 
57,9689  ! 
72,6377  ' 
i  07,0874 


7,6183 
8.0418 
8,5089 
0,0264 
9,6093 
10,2433 
10,9490 
11,7025 
12.4762 
13,-28:W 
14.0852 
14.940:) 
15.8674 
16.8791 
17,9157 

19.0608 
20,2844 
21,6077 
33,0340 
34.6036 
26.7-204 
29,4595 
33,0857 
37,4272 
42,1656 
47,1284 
51,8399 
56,1939 
37,6432 
72.2577 
96,6183 


7,4777 
7,8999 
8,3659 
8^8835 
9,4800 

lo/mn 

10,8063 

11,5901 

12,332S 

I3,i:m 

13.9:i90 

I4.:".ti.s 

15,7i06 
16,7:^7 
17,7584 

18,81»1*3 

20,1179 
21,4211 
23,86a 
24,0035 
26,6300 
29,2488 
32,8663 
37.1960 
41.9-216 

51,56x"»7 
55.W14 
57,3211 
71.88-20 
96,1630 


Digitized  by  Google 


dtr  poiiiiicken  Arithmetik.  329 


^«rtti       Sieikmi^m  smch  «er  «terlill«likelte  -  TmM 


Fftr 

M&nner. 

Für 

Frauen. 

1 

Alter. 

i  Zahl  der 
Lebenden. 

Leibrente 

Alter. 

Mol  Qfft 

Lebenden. 

Ldbrente. 

0 

1000 

23^8867589 

0 

1000 

23,9763044 

1 

081 

24,0299304 

l 

981 

24,1739122 

2 

963 

24,1642083 

2 

967 

24;2S95967 

3 

949 

24;2UI133  ' 

3 

955 

243013643 

4 

937 

24^2136258 

4 

943 

24*2887025 

5 

927 

24»1679633 

5 

935 

24,2917724 

6 

919 

24,0707323 

6 

926 

24,2637066 

7 

912 

23,9452446 

7 

919 

24,1819783 

8 

906 

23,7901158 

8 

913 

24,0711228 

9 

901 

23,6040848 

9 

905 

23,9297833 

10 

896 

23,4121304 

10 

903 

23,7841533 

11 

801 

23,2140368 

II 

899 

23,6066776 

12 

88G 

23,0095803 

12 

895 

23,4235478 

13 

881 

22,7985275 

13 

892 

23,2073965 

14 

876 

21.5S0G368 

14 

887 

23,0383626 

15 

872 

21,3300193 

15 

883 

22,8370078 

Iß 

866 

21,1221365 

16 

876 

22,7100808 

17 

860 

20,9075853 

17 

Ö7U 

22,5527031 

18 

854 

20,686i!!3 

18 

883 

22,4177025 

19 

846 

20,5081764 

19 

856 

22,2790554 

20 

837 

20.3505551 

20 

848 

22.1639123 

21 

827 

20,2145312 

21 

Oft 

22,018S438 

22 

816 

20,1016419 

22 

834 

21,8697638 

23 

804 

20,0013716 

23 

827 

21,7165228 

24 

793 

19,9000739 

24 

820 

21,5589651 

25 

782 

19,7853983 

25 

813 

21,3966148 

26 

771 

19,6679728 

26 

805 

21,2578548 

27 

761 

19,5242146 

27 

798 

21,0876570 

28 

751 

19,3777164 

28 

79t 

20,9125015 

20 

742 

19;20tl388 

29 

784 

20,7321970 

30 

732 

19,0473528 

30 

777 

20,5464276 

Digitized  by  Google 


Oetiiuger:    Weitere  Ausführung 


Fttr 

Mtnrner. 

Fflr 

Fraven. 

M     IM  II  1  

Zahl  der 

1^ 

Zahl  der 

Leibrente. 

Leibrente. 

31 

723 

18.8629908 

31 

770 

20,3553295 

32 

714 

18,6737822 

32 

763 

20.1583377 

33 

705 

18,4709536 

33 

755 

19,9830941 

34 

696 

18.2800503 

34 

748 

19,7752040 

35 

687 

18,0751128 

35 

740 

19,5886606 

36 

679 

17,8367168 

36 

732 

19.3908265 

37 

670 

17.0186038 

37 

724 

19,1994907 

38 

662 

17,3664630 

38 

716 

18.9964305 

39 

653 

17.1399169 

39 

708 

18,7874118 

40 

644 

16,8946450 

40 

700 

18,5618994 

41 

636 

16,6203710 

41 

693 

ia3225804 

42 

627 

163647069 

42 

685 

lai  205523 

43 

619 

16.0734938 

43 

677 

173556556 

44 

610 

15,7999631 

44 

669 

17,6112516 

45 

602 

15>«03281 

45 

661 

17^591304 

46 

594 

154696156 

46 

654 

17,6712792 

47 

566 

143382192 

47 

646 

163011688 

48 

578 

14^19001 

48 

638 

16,5521971 

49 

570 

14,1393876 

49 

631 

16,2066657 

50 

561 

13,7971049 

50 

623 

15,9072050 

5J 

552 

13,4427194  * 

51 

616 

15,5736894 

52 

542 

13,1014624 

52 

668 

15,2488763 

53 

531 

12.7740532 

53 

601 

14.8892785 

54 

520 

12,4356020 

54 

593 

14,5428501 

55 

508 

12,1112371 

55 

14,1839786 

56 

495 

11,8021893 

56 

576 

13.8377714 

57 

482 

11,4841208 

57 

568 

13,4536494 

58 

468 

11,1824925 

58 

559 

13,0803636 

59 

454 

10.8731470 

59 

549 

12J181802 

60 

440 

10,5556843 

60 

539 

12,3427631 

61 

426 

10.229ÜÜ20 

61 

529 

11.9533683 

62 

413 

9.8682110 

62 

519 

11.5491940 

63 

399 

9,5208979 

G3 

508 

11,1532533 

64 

385 

9,1630171 

64 

496 

10,7657830 

65 

370 

^3206303 

65 

1 

484 

10,3636841 

Digitized  by  Google 


4»  polimcktm  .iriUUMUlu 


m 


Für  Männer. 


Für  Franen. 


i  I  Zidd  der 

^    Lebenden,  j 


Leibrente. 


c  \  Zahl  der 

1^  i  Lebenden. 


LeUwente. 


355 


67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 

74 
75 
76 
77 
78 
79 
89 
8t 
82 
8» 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 

91  , 

92  ' 

9a 

94 


322 
305 
288 
270 
253 
235 
218 
202 
185 
171 
156 
141 
125 
110 
95 
81 
68 
56 
44 
34 
24 
17 
II 
7 
4 
3 
1 
0 


a4691333 

am92n 

73113377 

7,5049993 
7,18G442Ö 
6,8955051 
6.5796047 
6.21)60819 
5,9906724 
5,6591366 
5,3645404 
4,9778547 
46201895 
42650499 
3,9553056 
3,6295053 
33287368 
3.0211070 
2,7Üilü317 
2,3852228 
2,1268108 
1.8349132 
1,6774441 
1,4392011 
1.2909466 
1,0694892 
0,9638043 
0,6236246 


67 

681 

691 

70 ; 

71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
981 

99  j 
( 


471 
457 
443 

428 
412 

395  ! 
377 

358  ' 
339 
319 
298  { 
277 
255 
233 
210 
180 
168 
149 
132 
117 
103 

89 

76 

64 

52 

41 

30 

21 

14 
8 
5 
2 
1 
0 


9,9692225 
9,5828641 
9,1822800 

a7892113 
a4044563 
a0291519 
7,6648943 
7,3138276 
6,9554595 
6.6132846 
6.2917011 
5,9710542 
5*6816687 
5,4045667 
5,1768903 
49240910 
4,7057906 
4,4650334 
4,1912805 
3,8704804 
3,5284623 
3,2060063 
2,8670342 
2.5067412 
2,1777766 
1,8419198 
1,6970320 
13499187 
13856243 
0,9566378 
0.5768687 
0,4654^69 


Digitized  by  Google 


Oeiiimger:    Weitere  Ausführung 


Zahl 
der 
Le- 
ben- 
den 

{Am) 


Gegenwärtiger  Werth  einer 
Leibrente  von  1 


Tlhrlleher  Baitrag  (Prftmie)  flt 
eine  Lcbenirerrfchening  von  100 

4  Proc. 


3  Proc. 

3i  Froc. 

4  Proc. 

3  Proc. 

3^  Proo.  1 

(La). 

(La). 

{Ba). 

1 

91  3823 

19«6690 

18,9090 

1,0569 

1,4516 

19.5073 

18,0567 

1,5995 

1,4946 

9Ü  Q357 

19  3183 

17,8981 

1,6462 

1,5400  , 

90  7()38 

19  1243 

17,7349 

1,6949 

1,5875  , 

18,9252 

17,5669 

1,7458 

1,6371 

18,7209 

17,:)9o9 

1,7990 

1,6891  , 

U)  9736 

16,5089 

17,2136 

1,8553 

1,7442 

IM  7147 

18,2888 

17,0256 

1,9149 

1,8027  1 

19  4496 

18  0626 

16,8317 

1,9775 

1,8642  1 

19  1778 

1 7  8299 

16,6315 

2,0133 

1,9291  j 

17,5905 

16,4247 

2,1127 

1,9975 

I&6159 

17,3461 

16,9130 

2,1853 

2,0691 

18.3397 

17,0966 

15w9081 

3,9608 

9,1436 

18  04*>7 

16,8500 

15«78t8 

9,3367 

9,9906 

17  7328 

16.5981 

15,5621 

9,4199 

9,3006 

17  4574 

16  3407 

15.3369 

2,5053 

2,3851 

17,1585 

16,0795 

15,1077 

2,5944 

2,4733 

lü,8582 

15,8lü4 

14,87G4 

2,böi  l 

2,5ü49 

16,5562 

15,5512 

14,6428 

278;U 

2,6602 

16,2526 

15,2840 

14,406S 

2,SS,i6 

2,7593 

15,9450 

15,0125 

14,1664 

2,98j>8 

2,8635 

15,C;310 

14,7344 

13,9194 

3,1002 

2,9739  j 

15,3104 

14,4495 

13,6654 

3,2 184 

3.0911  ' 

14,0880 

14,1594 

13,4060 

3,3132 

3,2149 

14,0544 

13,8637 

13,1409 

3,4753 

3,3461 

14,3206 

13,6643 

19,8716 

3,6146 

3,4845 

13,9832 

13,9606 

19,5980 

3,7615 

3,6306 

13,6442 

12,9551 

12,3916 

3,9160 

3,7649 

13,3035 

12,6470 

12,0423 

4,0787 

3,9460 

12,9588 

12,^344 

11,7582 

4,2513 

4,1178  j 

91 


9960 


99'9202 


9144 

9085 
9025 
8964 

27  S903 

28  5842 


23 
24 
25 
26 


29 
30 


34 
35 
36 

37 

38 


8780 
8717i 


318653 
396567 
338516 


8445 

8369 
8291 
8210 

8125 


3918036 


40 
41 

42 


7943 
7847 
7749 
437649 
44  7546 
457440 
7310 
7916 
487097 

4n't;j)r3 

50|ü845 


46 

47 


1 


u 

1,4013 
1,4461 

1,4915 
1,5398 
1,5904 
1,6443 
1,7015 
1,7618 
1,8255 
1,8928 
1 ,9634 
3,0366 
3,1197 
3,1917 
2,2700 
9,3691 
2,4525 
9,5466 
2,6445 
2,7474 
2,85^^ 
2,9726 
3,0934 
3,2255 
3,3698 
3,5079 
3,6604 
3,8919 
3,9919 


Digitized  by  Google 


dir  folHischtn  ArUkmeUk, 


< 


Zahl 
der 

JttrUite 

Biteig  <Prtmte)  flr 

Le> 

Li 

Ibf0ni(6  von 

1 

«int  Leben 

iwteieheniii 

gTon  100 

hen- 

den 

8  Phms» 

Z\  Proc. 

4Pkoe. 

8  Peoc*  ' 

S|  Froc. 

(La). 

(».). 

51|6714 
52|»>579 

5:Vh44() 
54|H-296 
556147 


56 

57 
5S 
59 
60 
61 


5892 

5S30 
5662 
5487 
5304 
5112 
62|49I0 
63  4699 


64 

65 


7i 
73 


44S1 

4258 

69'333S 
703100 
712859 
2617 
2374 
7412132 
751S95 
761667 
1457 
1269 
1103 
954 
817 
689 
568 
454 
350 


77 
78 
79 
80 
81 
8d 
83 
84 
85 


12,6080 
12,2527 
11,89-27 
11,5296 
11,1634 
10,7967 

10,0601 

9i,6924 

9,3276 
8,9683 
8,6174 
8,2745 
7,9373 
7,()036 
7,t'7()7 
6,9377 
ü,(i078 
6,2852 
5,9708 
5,6683 
5,3782 
5,1066 
4,8568 
4,6282 
4,4190 
4,2076 
3,9759 
3,7115 
3,4190 
3,1132 
2,8023 
2,5012 
2,2232 
1,9703 


1-2,0 15-2 
11,6909 
11,36»2 
11,0278 
10,6905 
10,3508 
10,0108 
9,6686 
9,3263 
8,9856 
8,6494 
8,3205 
7,9984 
7,6811 
7,3662 
7,0514 
»,/  oijb 
6,4221 
6,1148 
5,8147 
5,5255 
5,2478 
4,9874 
4,7479 
4,5286 
4,3282 
4,1254 
3,9023 
3,0407 
3,3039 
3,0654 
2,7621 
2,4678 
2,1956 
1,9476 


11,4671 

11,1705 

10,8681 

10,5613 

10,2500 

9,9358 

9,62(»3 

0,3020 

8,9826 

8,6643 

8,3493 

8,0405 

7,7376 

7,4385 

7,U12 

6,8432 

6,5435 

6,2452 

5,9523 

5,HHrK> 

5,3889 

5,1227 

4,8729 

4,6431 

4,43-27 

4,2406 

4,0460 

3,8311 

3,5839 

3,3094 

3,0190 

2,7230 

2,4352 

2,1686 

1,9254 


4,43Ü0 
4,6330 
4,8437 

5,3088 

5,5650 

5,8374 

6,1288 

0,4308 

0,7701 

7,1192 

7,4852 

7,8697 

8,2764 

8,7104 

9,K82 

9,(;855 

10,2318 

10,8139 

11,4330 

12,0837 

1-2,7657 

13,4631 

14,1615 

14,8551 

15,5409 

16^2900 

17,1842 

18,3120 

19,7122 

21,3994 

23,3873 

25,6486 

28,1 125 

30,7538 


4,3017 
4,4980 
4,7082 

I,  9324 
5,1723 
5,4283 
5,7003 
5,9916 
6,3025 
0,0327 
0,9817 
7,3474 
7,73J5 
8,1377 
8,5712 
9,0386 
9,5456 
10,0917 
10,6736 

II,  2925 
11,9128 
1 2,6240 
I3,3J01 
14,0161 
14,7059 
15,:i864 
10,1291 
17,0109 
18,1388 
19,5337 
21,2169 
23,1989 
Ü5,4548 
27,9117 
30,5438 


4,1750 

4,3704 

4,5798 

4,8034 

5,0427 

5,2981. 

5,5097 

5,8607 

6,1713 

6,5013 

6,8499 

7,2158 

7,5987 

8,0042 

8,4370 

8,9038 

9,4103 

9,9561 

10,5377 

11,1563 

11,8059 

l*2,4hHü 

13,1811 

13,8746 

14,5607 

15,2357 

15,9721 

10,8532 

17,9692 

19,3587 

21,0359 

23,0139 

25,264« 

27,7140 

30,33<i7 


Tkett  XXXVm. 


Digitized  by  Google 


S&4  Oeßtinper:    Weitere  Ausfßkrunp 


Zahl 

der 

titfilv  WM  «iner 

JiMiihir 

• 

Le- 

• "  In 

Arafato  von 

1 

'  i|m  Lebci 

liiffwiiicbmu 

lg  VMlOO 

r*öT% ... 

3  Proc. 

34  Pro?. 

4  Proc 

3  Proc. 

34  Proc. 

4  Proe: 

(^.) 

(La). 

iL.), 

{Ha}- 

86 

261 

1.7^15' 

1  4748 

1,7Im2 

l,<l€l5o 
1 ,4400 

33  8324 
37  4954 

O4,iJt90- 

36,9208 

•M  OIMII 

187 

tl/,IRM9 

88 

127 

1,236« 

1 ,2256 

1,2147 

41,7972 

41,5502 

41,3063 

89 

80 

1,0221 

1,0137 

1,0055 

46,5416 

46,2776 

46,0166 

90 

46 

0,S308 

0,8247 

0,8186 

51,7071 

51,4218 

51,1397 

91 

24 

0,6402 

0,6360 

0,6318 

58,0552 

57,7429 

57,4344 

92 

U 

0,438? 

0,4362 

0,4337 

66,5929 

66,2463 

65,9034 

93 

4 

0,2427 

0,2415 

0,2404 

77,556i 

77,1630 

76,7742 

94 

1 

0,0000 

0,004iO 

0,0000 

97,0874 

96,6184 

96,1531^ 

9& 

Tafel  4eir  Iieilirent«ii  und  Iie1iensvenlclieni»ce» 

nacli  Brnne  für  Franen. 


Zahl 

der 

Gegcnwilrtigcr  Wertli  einer 

JährUcher  Beitmg  (Prtmic)  ftr 

i 

Le- 

Leibrente  von 

\ 

eine  Lcbeusircr&ichcnini'  Ton  100 

ben- 

dcn 

3  Proo. 

34  Proc. 

4  Proc. 

3  Proc. 

84  Proc. 

4  Proc. 

(iß.). 

16 

10000 

20,8298 

19,0871 

17,5791 

l,(Mi83 

1,5967 

I,ö3ö-i 

17 

9838 

20,8080 

19,0804 

17,5833 

f,59a3  i 

K5350 

18 

9682 

20,7775 

19,0664 

17,5813 

1 ,6793 

1,6018  i 

1,6336 

1919,333 

20,7354 

19.0422 

17,5703 

1 ,6882 

),ti078  ' 

l/.:]ss 

20 

9392 

20,6780 

19,0045 

17,5475 

1,7003 

1,6172 

1,5454 

21 

9260 

20,6020 

18,950! 

1 7,5095 

1,7166 

i,63ai) 

1,5565 

22 

9136 

20,5081 

18,8795 

17,4571 

1,7368 

I  ,t)48t> 

1,5718 

23 

ÖüUJ 

20,3973 

18,7938 

17,3909 

1,7609 

1^704 

i^ia 

24 

8908 

20,2710 

18,6940 

17,3119 

1,7886 

1,606a 

1,6118 

95 

8802 

20,1306 

18,5813 

17,9212 

1^198 

hrm 

1,6491 

96 

8700 

19,9776 

1M571 

17,1200 

1,8544 

1,7570 

1,6726 

97 

8600 

19,8162 

18,3252 

17,0118 

1,8913 

1,7929 

1,70» 

28 

8501 

I»i6484 

18,1875 

16,8984 

1,9304 

l,So01 

1,7410 

29 

8402 

19,4763 

18,0458 

16,7814 

1,8688 

1,7777 

3(1 

63U4 

19,297^1  i 7,8^79  j  \ü,m^ 

2,UUt 

1,910a. 

1  1^8166 

Digitized  by  Google 


Ar  fgUtlukm  ArUkmeäk, 


885 


< 


I  Zahl 
I  der 
Le- 
ben» 

den 


330614 

34(7918 

35!rS23 

367729 

37  7636 

38,7543 

391745! 

4üi73Gl 

41  727;3 

42|7I$7 

43,7102 

44  7018 

«^6934 

4t)|6g49 

47j6762 

48}6674 

49I65S4 

ooi6492 

51  .'6397 

rj}'6-299 

536197 

546090 

86^76 

5710722 
58;55$3 
59;54i'7 

624969! 

B4I4627 
fö!4442 


G^nwirtiger  Worüi  einer 

JUhrlichcx  Bcitoag  (Priuiic)  für 

lj«ibmite  voi 

1  I 

eine  LebensTcrsichening  von  1 00 

3  Proii. 

0  X  IOC. 

ö-^  jrroc« 

4  Proc 

19,1112 

18.9200 

17,7432 

17,5839 

16,8297 

16,3965 

[  2,0597 

'  2,1075 

1,9830 
1,9994 

1  1,8585 

1.9021 

18,7  J 10 

17,4173 

l(>.i?ÜÜ6 

2,1581 

2,0480 

1,9487 

18,5164 

17,l>4rj:> 

,  16,1119 

2,2113 

2,09^2 

1,9977 

18,3035 

'  15,9598 

2,2678 

2,1537 

2,0501 

18,0819 

16,8780 

15,8001 

2,3279 

2,2118 

9, 1062 

17,8512 

i  16,6815 

15,6322 

1  2,3921 

2,2740 

1  2,1663 

17,6!  34 

16,4782 

1  15.4d80 

2,4598 

2,3398 

'  2,2299 

17,3658 

16,2655 

15,2748 

2,5323 

2,4103 

1  2,2983 

17,1055 

16,0406 

15,0800 

2,6106 

2,4867 

1  2,3727 

16,8319 

15,8029 

14^730 

2,6^53 

2,4039 

16,6443 

15^18 

14,6530 

2,787:1 

2«6600 

2,5434 
3,6363 

16,2446 

16,2887 

14,4215 

2,8863 

2,7676 

15,9322 

15,0132 

14,1779 

2,9933 

2.8632 

2,7424 

15,6089 

14,7-269 

13,9236 

3,1082 

2,9769 

2,^5M 

15,2767 

14,43  IT) 

13,6603 

3,2311 

3,0986 

2,975ü 

14,9375 

14,1288  j 

13,36Ü4 

3,3619 

3,2283 

3,1(:34 

14,5884 

13,8161 

13,1086 

3,5024 

3,3678 

3,2417 

14,2315 

13,4952 

12,8194 

3,6527 

3.5172 

3.3901 

13,8662 

13,1654 

12,521 1 

3.8141 

3.6778 

3.5497 

13,4943 

12,8286 

12,2153 

3,9867 

3,8498 

3,7208 

13,1153 

12,4841 

1 1,9015 

4,1719 

4,0345 

3,9049 

1^7311 

12,1338 

11,5813 

4,3701 

4,2323 

4,1(^1 

12,3439 

11,7791 

11,2562 

4,5817 

4yl436 

4,3130 

11,9563 

11,42^ 

10,9298 

4,8056 

4,6673 

4,5363 

11,5738 

\  1,0722 

10,6058 

5,0404 

4,9018 

4,7709 

II  in3Q 

■  1,1 

III  7901 

10,2826 

0, -Oö<a 

5  0171 

IÜ,816S 

10,3737 

5,5499 

5,4106 

5.1778 

10,4405 

10,0251 

9,6367 

5,8283 

5,6886 

5,5553 

H).()(iÜ9 

9,67  L>4 

9,3085 

6,1282 

5  9883 

5.8546 

9,6779 

9,3  lüü 

8,9752  j 

6,4526  j 

6,3126 

6,1787 

9,2912 

8,9538 

8,6366 

6,8045  ' 

6,6648 

6,5309 

8,9027 

8,5894 

8,2945  1 

7,1856 

7.(U65 

6,9129 

8,5166 

8,2263 

74^525 

7,5953 

7,4569 

7,3239 

8,1374 

7,8688 1 

7,6150 

8,9314 

7,8938 

7,7614 
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ZaU 

der 

Le- 

Alter. 

ben- 

den 

664-2461 

67 

4Ü38I 

68 

3819 

69 

3591 

70 

3356 

71 

28/7 

72 

73 

2637 

74 

2398 

75 

2163 

76 

1935 

77 

17.18 

78 

1516 

79 

1330 

ao 

1169 

81 

1000 

82 

849 

83 

706 

84 

575 

85 

461 

366 

87 

289 

88 

228 

8f> 

ISO 

00 

141 

91 

108 

92 

80 

93 

57 

94 

88 

96 
96 

24 
14 

97 
98 

7 
3 

99 

1 

100 

0 

i/eioromo  von  i 


(La). 


ai  Pkoe. 


I 


{La). 


LebeliiftoiidMnn^  VI«.  IIP 


JBhrüehtr 

eine 


ai  Ptoe. 


7,7685 
7.1137 
7,0740 
6,7488 
6,4380 
6,1396 
0,6514 
5,5754 
5^151 
5^0693 
4,8366 
4,6109 
4,3821 
4,1448 
3.8900 
3,6545 
3,4336 
3,2529 
3.1138 
3,U(M)3 
2.8925 
2,7731 
2.65ai 
2,4188 
2,1804 
1,9321 
1,6866 
1,4381 
1,2219 
0,9927 
0,7528 
0.5507 
0.3236 
0,0000 


7,5202 
7,1843 

r,.SB21 

6,5533 
6,2576 
5,9732 
5,6980 
5,4341 
54849 
4,9494 
4,7262 
4,5096 
4.2802 
4,0602 
3,8223 
3,5851 

3,1951 
3.0f)04 
2,9508 
2.8468 
2.7314 
2.5^34 
2,38(i8 
2.1536 
1.9101 
1,6689 
M243 
1,2112 
0,9619 
0,7476 
0.5474 
0,3221 
0. 


mm 


7,2852 
6,9669 
6,6611 
6,3674 
6,0858 
5,8145 
5,6515 
5,2891 
5,0603 
4,8345 
4,6203 
4,4120 
4,1999 
3,9787 
3,7484 
3.5182 
3,3096 

zxm 

3,(K)86 
2.9026 
2.8023 
2,6909 
2.5473 
2,3556 
2,1275 
1,8886 
1,6516 
M106 
1,2006 
0,9773 
0,7424 
0,5442 
0,3205 
0,0000 


8,4919 
8,9728 
9.4728 
9,9926 
10.5318 
11,0937 
11,6830 
12,2966 
12,9226 
13,6636 
14,2206 
14,9097 
15.6676 
16.5247 
17,4999 
18,5721 
19.(U26 
20.6007 
21.3957 
22,0852 
22.7778 
23,5911 
24,7084 
26,3376 
28,5296 
31.19-29 
34,3007 
38,1027 
42,0943 
47,2710 
54,1393 
61,5739 
72.6374 
97,0874 


S.;]552 
8,8369 
9,3375 
9,8576 
10.3970 
10,9590 
11,5482 
12,1604 
12,7866 
13,^ 
14,0819 
14.7688 
15,6947 
16,3804 
17.3552 
18,427.^ 
19.4987 
20.4555 
21.24<M> 
« H  «0590 
22.6142 
23,4177 
24.5249 
26.1446 
28,3277 
30.9813 
34,0866 
37,8672 
41^16 
46.9979 
53,8412 
61,2414 
72.2578 
96.6184 


8.2235 
8,7058 
9,2068 
9.7272 
10,2666 
10.8284 
11,4175 
12,0292 
12,6647 
13,2»34 
13,9466 
14,6313 
15.3860 
16,2393 
17,2136 
18,2868 
19,3577 
20.3131 
21.1004 
21.7775 
22,4537 
23,2475 
24.3445 
25.9547 
28,1287 
30,7726 

37,6346 
41,5932 
46,7279 
53,5464 
60.9138 
71.8820 
96,1538 
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durch  Inte- 

0 

graiioa  von  Differential«>leichangen« 


Von 


Henii  ¥V*  Feiimaun^ 
Ldurcr  te  MtllinBatlk  m  der  feewcrbeMlmle  in  Kialgaberg  i.  Fr* 


Dm  Integral ^  *  welcbm  bekanDtlieh  gleieh  ist  dem 

0      _  •  o 

/OD 
l^^cto,  leti- 
o 

tore»  »0  Feratandeo,  daM  e«  ▼»»  0  ble  1  — e  md  too  bis 
OD  lllr  «=0  geeoiDiiieii  werden  sott,  auf  folgende  Weiee  dorcli 
Dilerensialgleichongen  beetimnea* 

Wir  setzen 

0  0 

El«  ist  nun 

de      P^a^Unx,        dz  ie^Hnx  . 

0  0 

wo  das  leUtere  Integral  wieder  anf  obige  Weiae  an  verateben. 
Ferner  Ut: 


Vßitmann:  ß$Mttmmmt9  des  inteßrais  f^^*'* 


v.s 

Ii 


/OD  /*  ac  £a— 1 


= /     Vit  (r^*  +  rF^)  <«^- 

Inlegrirt  oiau  atuer^t  nach  d;«  »o  erhält  mao: 

4» 

Don  Logarithroo«  bat  insii  toh  0  b1«  imil  von  l^e  bU  00 
M  nehmen  und  dnranf  «  as  0  zo  aeUeo.   Ee  let  nun 

« 

Vr^A  ^         ^  "  ^  ■^■7^)+         ^  =  —  Int. 


Mitbin: 


e.i«-y    !  +  -5«- 


Mau  bat  aUo  zwischen  c  und  :  die  Differeuzialgleicbuog : 


Digrtized  by  Google 


Ourcä  InugraUan  pon  OiffereiuitUgifickungen^  SM 
Eine  andere  fiodel  niao  auf  folgende  Weise: 


0  0 


Seilt  null  hier  «  =      </ v  =  — »  so  wird: 


0  0 


=-/"7'B(ii-.4i)-<. 

Mnn  bat  also  jf>f?,t  zur  Beitüinmang  von  e  uod  s  die  beiden 
Differenziaigieiciiuiigen : 

Uividirt  man  die  zw.eite  durch  die  erate,  ao  erbftlt  man: 

dz  dp 

dt   rfi 

'da *<ia'  •  ■ 

3)  »«ssi^+c; 

wo  e  eine  Conatanta.  Setst  man  diaaeo  Werth  van  a*  in  9)  ein, 
aa  kommt: 

Nehmen  wir  c  positiv  so  wird: 

m 

wa  la  aine  swaita  Canataota. 


VeUmann:  Betümmung  des  itue§rüis  /    — —  dlv 

HieraiM  •rbftit  niant 

4)'  s^mcotgm(a — n). 

8etit  IBM  diesen  Werth  ?on  t  in  3)  ein,  so  wird: 

n*  =  m«cotg  *m(a  —  n)  -|-  m«  ä  m\\  +  cotg*m(o--fi)) 

*''*sinwi(o— »)' 

Den  beiden  Differentialgleichungen  1)  uod  2)  wird  also  Gen<^ 
geleisUt  durch  di^  beiden  Gleichungen: 

Sin  m(a  —  n) 

Um  die  ConstanCen  so  bestimmen»  stelisn  wir  die  betdea  In« 
,tegrale  dar  filr  n  s  ^  Es  ist  dann 

0 

oder,  wenn  man  x=iy^,  t^^^ydy  setzt; 


Ferner  ist: 


oder  Dar  x  =  y«,  dx  =  'ijjdif: 


Setst  man  diese  Wertbe  in  die  Gleichungen  6)  und  6).  so 
Ult  man: 


äurck  imegration  mn  üifferenaalglHchungeiu  341 

I 

Diese  Gletchun^en   werden    erfüllt  durch  n  =  0  und  = ». 

Setzt  man  die#e  Wertbe  in  die  Gleicbaogeo  5)  uod  6),  «o  er- 
hält man: 

Da  diese  Functionen  nt**(iL'  ljU'il)t*n  für  a  =  \  bis  a  =  l  und 
bis  0  =  0,  80  sind  dieselben  innerhalb  dieser  Grän/en  den  obi* 
gen  Integralen  gleich.  Fflr  o=l  und  a  =  0  werden  die  Functio- 
nen  unendlich»  und  obgleich  sie  darüber  hinaus  wieder  endliche 
Werthe  annehmen,  t»o  iäö^t  bich  doch  nicht  behaupten,  das»  sie 
dann  noch  die  Integrale  dar*<tellen.  Vielmehr  müsste  man,  wenn 
das  z.  D.  von  a  =  I  biiv  a=r2  stattfinden  sollte,  nachweise [i,  dass 
filr  einen  bestimmten  Werth  von  a  zwischen  a  =  ]  uud  a  =  2, 
s.  B.  flir  a  =  die  FuoctioneD  den  Integralen  gleich  wären,  wie 
4ae  eben  fUr  as=4  geeckeheo  M.  fian  siebt  nui  aller  gleich, 

dem  Air  jeden  Werth  von  üb  — das  Integral 


0 


_  /»«£^e 


sowohl  für  positive  für  negative  Werthe  von  n  unendlich  wird. 
Nor  für  Werthe  von  a  zirischen  1  und  0  gelten  also  die  Glei- 
ebengeo 

»  0 

Nimtni  man  oben  für  e  einen  negativen  Werth  — m*,  a%  ge- 
iengt  mau  durch  KzpooeatklgHieeen  aa  deBMelhen  Reeollat.  * 


Digitized  by  Google 


»42 


B09h^t:  Kimige  gmm$n:^ekß  UhnätH  . 


XXVIII. 

:  Einig*  gclooftetiteolie  Iiehrsllia  oad  Au%ab60. 

.Vdn 

Herrn  Joh,  Karl  Becker, 
.Ldirer  «a  4«r  ErsMhnnffantMUl  m  F«  Beuai  ip  ;&äric;li. 


Ist  .^/?F  ein  beliebiges  Oreieck  und  schneidet^eiTriM» 
tersale  tlie  Seite  AF  in  einem  Punkte  D,  die  Seite  BF  In  cilieii 
Punkte  C  und  die  Vcrlängcrutig  der  Seite  AB  In  einem  Punkte 
E,  80  finden  foluendo  Relationen  statt: 

AE.AF.BC.ÜC^ABMD.FCEC  (1) 

'       •  '  '    BA.BC.ED.FD=.ßL.ßF.AD.CD,  ...  (II) 
EA.EC.BF.DFssEB.ED.AF.CF.  .  .  ..(Of^ 
Man  bat  nämiicb  nach  dem  Satze  des  Menelaos: 

AE.BC.FDzsAD.BE.rC,  ......  (1) 

,1  .  BE.C£I..AF=^A^.C£^,Fp^  r     .  *  f  ..(2) 

*    AB.WBvCF^AE:CD:MF;  /,         .  ffl) 

AD.BF.CE=iBC,ED.AF.  (4) 

Durch  MuItiplieatloD  von  (1)  mit  (2),  oder  (3)  mit  (4).  erhllt  aua 
die  Relatien  (I);  dureb  Mnitiplieation  Yon  (1)  mit  (3),  oder  vw 
(2)  mit  (3),  di#  Relation  (II) ;  and  dorcb  MultiplicatfoD  toa  (1)  idt 
(4),  oder  Ton  (2)  mit  (3),  dieKelaHon  (IH)* 

■   

So  einfach  diese  Herleitung  ist,  «o  habe  icli  diese  drei  Glei- 
ebnngeii  docb  nocb  in  keinem  mir  so  Goaiebt  i^ekommeaeo  Weckt 
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Utiä  Au/ff  Oden. 


fib«r  nwera  odn  Htm  Geometrie  gefonden»  «ras  mieh  cur  Ü^n- 
oalmie  ßibrt,  dese  sie  eatweder  oeii  oder  wenigetene  nicht  sehr 
belKanot  oeieii. 

Ao8  (IH)  folgt  u.  A.  der  folgende  SaU : 

Ist  AB  CD  eb  beliebigen  coDTezen  Viereck  ood  «eiea  die 
PevpendiM  700  Ä  «af  CD  nnd  C9  o'ed  ? on  C  ^yf       und  AD 
iiexflglicii  bezeichnet  durch  e«».at«  «i«      und  die  Perpendikel 
von  B  auf       itnd  CD^  «nd  von  D  auf  AB  und  CB  durch 
4ii  ^1»  ^*  »o  i»ts 


Die  Elementar geometrie  nennt  eine  Ton  n  geraden  Linien  b^- 
gränzte  Ebene  ein  n  Eck.  Die  neuere  Geometrie  dagegen  be- 
zeichnet mit  demselben  Namen  entweder  eine  in  n  Punkten  ge- 
brochene, gescitloHseiit.'  Li  nie,  oder  das  uuö  allen  durch  n  Punkte 
bestimmten  Geraden  bestellende  Gebilde,  ho  das«  man  alleraal, 
wenn  roaii  tod*  einem  n-ficlce-  epricbt,  eigentlich  er«t  angeben 
•ollte,  wee  mmi  daronter  versteht.  Die  ttcschiAigong  mit  Po- 
lyedern oStiilgt»  mit  Figuren  In  beiderlei  Sinn  BetraehtUngen  an- 
sosteiieo,  ee  dasa  matt  tregeo  der  Beaeiehoeng  In  Verlegenheit 
gerathen  kann,  file  tat  darum  vielleicht  paaaend>  «renn  man  In 
aolchen  PlUeo  die  Beaelehoungen  Lfnlen-fi-Eek  und  PffKeheto^ 
««Sek  annreodet»  je  nachdem  man  ein  KnUree  Gebilde;  oder 
eine  begrinste  Pliehe  benennen  will.  Pllchen-ifB'eke  in  dem 
•f^K^R^henen  Sinito  hat  aelther  nur  die  Elementargeometrfe  be» 
trachtet  ood.  auch  diese  beeebSfKgt  eich  nor  mit  einfaeh  he- 
gränzten  ebenen  PIgurert.  Erweitert  man  jedoeh  den  Begitf 
der  FlSchen>n-Ecke  auf  Ebenen  mit  avrel  oder  mehreren 
Gränzlinien  (dttrchbrochene  Polygone)  und  auf  ^ebrocbenfT 
begränzte  Ebenen«  oo  durfte  man  vielleicht  reichhaltiges  Mat^erial 
iuden,  da«  noch  wenig  bearbeitet  iat  und  wohl  nicht  ohne  Interesse 
aeln  mi>ebte.  ISennt  man  Mne^  in  sich  selbst  zurücklaufende,  sich 
aber  sonst  nicht  schneidende  in  n  Punkten  gebrochene  Linie  en» 
einfachem  Lini  en -n-Eck ,  ho  kr^rin  da^sethe  immer  als  die 
Utnfangsllnie  eines  einfachen  ebonen  oder  c^ebroeheneB 
F  1  a  c  h  e  n  -  n- Ec  k  ?»  angesehen  werden,  je  nachdem  uämlich  fene« 
in  eioer  Ebene  llei^t  oder  nicht.  Ein  gebrochenes  n-Eck  ist 
aber  nicht  duri  fi  >eine  ümfangHÜnie  bestimmt,  wie  ein  eljones. 
Es  können  vielmehr  von  einem  und  deniselhen  etnfaclieo  abot 
ganeben  Linien -n -Eck  im  Allgemeinen  so  viele  einlache  Fliehen^ 
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polygone  begrMnzt  werden,  als  Terschledme  Arten  diSglich  sind, 
du  Linien «n- Eck  dureb  Diagonalen  In  Dreiecke  in  lerlegen* 
Diese  Anaahl  iat  offenbar  ein«  PiinctioD  der  Eckeniabt  nnd  Ihre 
Beallnininng  darlle  wohl  als  ein  Dicht  eben  leichtes  Pnblem  auf* 
gestellt  werden. 

Den  einfachen  Plichenpolygone  kann  das  von  twel  einfaehen 
Linlenpoiygonen  begrSnito  ringfSrmlge  FMchenpolygon  annlebst 
angereiht  werden.  Zn  diesen  Polygonen  kann  n.  a.  anch  der 
Mantel  eines  Prismas  oder  eines  Prismaloids,  nnd.  In  sofern  sieh 
die  eine  Gränslinio  aaf  einen  Punkt  redncirt,  auch  der  Mentel 
einer  Pyramide  geslhlt  werden.  Bier  kann  denn  das  Probien 
aufgestellt  werden ; 

Die  AnsabI  aller  mSglicben  ringfilrmigen  Polygone  in  bestim- 
nen,  welche  dieselben  beiden  Linien  polygone  von  m-  nnd  »•Ecken 
an  Grinslinien  babea& 

,  Ein  analoges  Problem  entspricht  den  nehrfach  begrins- 
tea  (nebffach  derchbrochenen)  P o I  y gonen.  Pol y g o oeoneta 
kton  elne.ana  mehreren  FllcbeDpolygonen  anaanneogesetste  ge- 
broehne  FIAcbe  genannt  werden  und  awar  geschlossenes  Pe- 
lygonenneta,  wenn  dorch  dasselbe  ein  Thell  des  Reumes  voll* 
ständig  eingeschlossen  wird.  Es  i^t  also  jede  Oberfläche  eines 
Polyeders  ein  Polygoodnneta.  Im  allgeneinen  haonaberiUe 
Oberfläche  eines  Polyeders  auf  verschiedene  M^eise  aus  Flächen* 
polygonen  zosammengefetst  werden.  So  kann  a.  B.  die  jpber* 
fläche  eines  Pentagoododekaeders  sunäcbst  angesehen  werden 
als  susamnengeseUt  aus  zwfilf  ebenen  Pentagonen;  man  kann 
^e  aber  auch  zerlegen  in  vier  gebrochene  Polygone,  nämlich  zwei 
ringförmige  mit  einer  zehneckl&;en  und  einer  zweieckigen  GrSnz- 
linie  und  zwei  einfache  gebrochene  Zehnecke;  oder:  in  vier  ring- 
förmige Polygone,  deren  innere  («ranze  ein  Eckpunkt  und  deren 
äns^^ere  (irfinze  ein  Linienncuneck  Ut»  oder:  iu  sechs  gebrocbeae 
eiftüicfae  A*üicbeiueluie€ke. 

FOr  Polygonennetse  lassen  sich  folgende  Probleme  aofoteUeo: 

1)  Die  Anzahl  aller  möglichen  Polygooenoetze  zu  beetinutteay 

deren  eiti^elne  Polygone  dieselben  (rranzen  haben. 

2)  Die  Anzahl  aller  ninfrlichen  l'olygonennetze  tax  bestimmen» 
welche  eine  gCL^ebene  Anzahl  Punkte  säromtiicb  und  ausschtieos- 
iicb  zu  Eckpunkten  haben,  und  spezieller: 

3)  Die  Anzahl  aller  mnglichen  IVilyder  zu  bestimmen,  welche 
eine  gegebene  Anzahl  Punkte  «äoimtUcb  und  ausscblieastich  au 
Eckpunkten  haben. 
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Zur  Poiyedronietrie. 

Von  ^ 

Uerrii  «foA.  Karl  Beeker ^ 
Lehrer  m  der  Ksiebmi|^«iMt«U  Tea  F.  Beaella  Zirielk 


Den  tnarat  vm  Deneurte*^  aofgcstollteo  Sahi,  h^ms  die 
Simiiie  der  Kantenwinkel  eines  Polyeders  veii  €  Eeken  4e— 8 
Rechte  betrigt",  findet  mm  in  den  meisten  Lehrhüdbem  der 
Geometfie  entweder  gar  nieht,  eder  nur  beUlnfig«  nie  Bewele- 
gmnd  für  den  Bater 'sehen  Sets,  erwihnt  (»leiehwehl  steht 
Jener  Sets«  den  nen  «rolil  den  Deseartes'eeben  Sats  nennen 
henn,  dem  Eni  er 'sehen  nn  Bedeutung  knum  nach.  Denn  einer- 
seits Ist  er»  wie  Herr  Steiner  (im  ersten  Bande  des  Jeur^ 
nais  ven  Crelle)  mit  Reeht  liervorhebt;  au  sieb  Interessant, 
als  ein  Analogem  au  dem  Satae  der  Planimetrie»  dess  die  Wlnlcel* 
ssmuie  eines  ebenen  Poty^^ns  von  e  Ecken  2e-*d  Reehte  be- 
tiigty  und  dass  bei  dem  Polyeder  von  e  Ecken«  oder  richtigef^ 
bei  einer  gewissen  Khuwe  von  Polyedern  mit  e  Ecken,  die  Ka»* 
tenwinkelsuHMne gerade  dasDoppelte  der  Wiokelsomme  eines 
eiafiwb  hegrSnsten  Polygone  von  e  Eeken  lietrlgl^  deutet  darauf 
bis^  dass  An  den  Deseartes'seben  Sets  gewiss  noeli  maadierlel 
€atersncbungen  angeknöpft  werden  kOnnen.  Ferner  let  derselbe, 
!■  anderelr  Form  ausgedrllekt,  ein  wesentlicher  Theil  dee  Abbin« 
gigkeitegesefnee  swlscben  Kanten-,  Fliehen*  und  Eckevaahl  dbf 
acgenannten  Enier 'sehen  Polyeder,  von  dem  der  Euler'scbeSals 


*)  la  dem  vmi  Bmo  P  reu  bei  am  SA.  April  1M0  der  VarleerAlra- 
lemie  mllgrlbeilini  Pregmente  „Of  «ivree  in^ütee  de  Deeeartee'«. 
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nur  ein  sehr  unvollkoiumener  Ausdrurk  ist.  Kndlirh  orstrerkt  sich 
seine  Gültigkeit  auf  Polyeder»  die  nicht  mehr  zu  den  £uler'«chen 
gehören. 

Aber  ancb  der  viel  bekaostere  Euler'acfae  Sats  trilt  in  den 
neiaton  LehrbIfcberD  in  einer  Welae  auf,  die  ivenig  befriedigt 
Namendich  erbfilC  man  nirgend  beatimroCen  Aufacblnaa,  für  welche 
Polyeder  er  gilt»  fOr  irelche  nicht 

Unter  den  Beweisen  für  diesen  Satz,  vrelebe  aicb  nicht  anf 
den  Descartea'achen  Satz«tutzen,  sind  mir  nur  der  dea  Her* 
ausgebers  dieaea  Archive  md  imw,  welchen  Herr  v.  Staadt 
in  seiner  „Geometrie  der  Lage"  gibt,  ab  solche  hekaont^ 
welche  ao  weit  richtig  ahid,  wie  der  Sata  aetbet.  Wenn  aber 
a.  B.  Herr  Kop()e,  der  den  ersten  der  genanaten  Beweiae  in  sein 
rtihmllchat  bekanntes  Lehrbuch  aurgenoninien  hat,  von  den  Po- 
lyedern, für  welche  er  durch  deaaelben  den  Sats  ala  bewiese« 
aaalebt,  nur  eniche  Polyeder  auinecblleast,  an  deren  Begriniung 
auch  mehrrach  begrfintte  (durchbrochene)  Polygone  Theil  haben, 
ao  behauptet  und  beweiat  er  mehr  ala  wahr  iat  Denn  von 
den  Abrigen  Polyedern  sind  ferner  noch  diejenigen  mit  mehr  als 
einer  gebrochenen  OberflSche,  die  Hohlkörper,  aoaauachlieasea, 
and  van  .den  dann  noch  Qbrig  bleibenden  gilt  der  Euler *ache 
Sata-  immer  nocbr  nicht  fUr  allet  aobdeni  aoaacblicaalieh  Air  die- 
jenigen, bei  4enen  jeder  Eckpunkt  avr  mit  aolcfmi  Eckpanklea 
dvreb  Kanten  verbanden  iat,  welche  aogleieh  die  aftmmtllchea 
Ecken  elnea  .nur  von  Kanten  und  Diagonalen  der-  SeiteiiflScheB 
begrinaten  Polygons  aind.  Die  Polyeder,  welche  dieaer  Bedni- 
gang  nicht- eolaprecben,  bat  xwar  Herr  Sehl 8mf Ich  in  aeiner 
„Geometrie  dea  Maaaaea*'  ala  „riagförmig  darchbrtiebeae*' 
sasgeaebloaaen,  ao  daaa  er  nur  aolche  Polyeder  ala  Euler^aobe 
Paiyeder  aofückbebblt,  ftlr  welche  der  Eoler'ache  Sats  wirk- 
lieh gilt.  Oer  Beweic  aber,  den  er  dafür  aufatellt,  im  Wfiaent- 
liehen  der^Stelner'ache*  ist  nar  fiir  convexe  Polyeder  auUasiß 
and  ea  iai  demnach  swar  nicht  mehr  behauptet,  alä  wahr,  wohl ' 
aber  mehr,  ala  bewiesen  ist*  Auch  erOihrt  man  «ieh^  waa  de«« 
die  kennsetehnendea  Merkmule  der  Euler'schcn  Polyeder  aelea, 
irelehe'  beroehtigen»'  sie  ala  eine  beeondcre  Klaa»e  den  amdcm 
gvgenfiberzusteUen;  denn  auch  unter  den  „ringförmig  durcMiroehe* 
nen**  befinden  sich  solche,  welche  „von  einer  einzigen  zusammea- 
hibgehden  Oberfliehe  bcgrftazt  werden,  die  auch  nach  We^nabaie 
irge nd  einer  Seitenfläche  noch  eine  nttnaterbrodlene Ueibenfalge 
ebener  Vielecke  daratellt** 

Die  vereteheoden  Betrachtungen  veranlaaaten  mich  darüber 
naehaadenken,  ob  nicht  vielleicht;  wenn  man  von  elnea  anderen  - 
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^andpmiki»  ausgeht»  etuas  mehr  Sicherheit  omi  Klarheit  ih  d<e- 
Um  Zuaammanbaog  zwischen  Ecken,  Kanten  ond  Fliehen  gebracht 
Warden  könne.  Die  Raaaltate  dieses  Naehdenlren»  habe  ieh  nan 
ia  dem  Fatgemleii  Baaamine«i|>ejitelll,  am  aie  den  Hetren  •  Matlie- 
auUihani  so  gellUliget  Beaebtanir  ▼eraalagen. 

Oie  Oberfläche  einen  e-eckigen  Polyeders,  deasen  .Kanten- 
«riakeUumme  4e— $  Kecbte  betragt,  besteht  entweder  ava  2.(i;— 2) 
IMeckeni,  oder  lieat  aich  io  2,(e— 2)  Dreiecke  aerlegen,  dereli 
Seitefi  aieh  auf  der.  Oberfläche  aelbst  nur  in  den  Ecken  dea  Po« 
lyed^ra  acbneiden.  Denn^  aariegt  luan  jede  mehr  a|a  drataeitige 
ärjl,D»fläcbe  dea  Polyedera  dnrch  Diagonalen  In  Dreiecke,  ao  iat 
die  Wiokeläomme  aller  dieaer  Dreiecke  zugleich  dtp  KanfejBnio- 
keiannime  dea  Polyeders^  alao  ss4a— 8  Rechte  s=  2.2.(^7- 
Rechtet, al^o  die  Zahl  dar  Dreiecke  s=2.(e— 

Kann  man  direct  nachweisen,  dasa  bei  einer  Klasse  von  Po- 
lyedern Ton  e  F2cken  die  Oberfläche  sich  auf  die^  angegebene 
Weise  in  2.(ß— 2)  Dreiecke  zerlegen  iässt,  so  ist  damit  för  die- 
•elheo  aoch  der  iiiata  des  lic«earte«  nachgewiesen.        '  ) 

Die  Dreiecke,  in  welche  man  auf  die  angegetiene  Weise  dif 
Oberflflcbe eioea  Polyedera  serlegen  kann,  nifigeu  Gr&nxdreieeke 
beisaen»  und  ihre  Anaabi  sei  beseichnet  durch  D. 

Sueben  wir  nun  zunächst  1}  für  die  Euhjr 'sehen  Polyeder 
zu  betitimnien.  Da  der  liej^rifl"  der  K  uler 'eiciieii  Polyeder",  luei-  ' 
nes  \Viss(>ns.  bis  Jetzt  durch  keine  andere  Definition  bestimmt 
ist,  alü.  (Iiirrfi  die,  dasH  für  sie  der  Euler 'sehe  Satz  gelte,  so 
stelle  ich  fdK'pndo  l)elif)ition  auf:  Flin  Eulersches  Polyeder 
ist  ein  snit  hcs,  da»  von  einer  einzigen,  nnräuseln- 
facli  be grunzten  l^olygoiien  zu« aiu  in  c iige setzten  Ober- 
fläche in  der  Weise  begrSnzti^t,  d  as  s  a!  I  e  Ec  k  pu  n  Ic  t  e, 
welche  init  einem  beliebigen  andern  Eckpunkte  durch 
fcLa  Ilten  verlmrulen  sind,  allemal  durch  eine  einzige 
nur  aiiö  kanten  und  Diagonalen  bestehende,  nur  in 
ibuen  ge  b  ru  ch  e  n  e  Li  n  i  e  verbunden  werden  kuiincn.  La 
ist  klar,  dass  bei  einem  solchen  Körper  alle  Eckpunkte,  welche 
mit  einem  und  demselben  andern  Eckpunkte  iiureh  Kanten  ver« 
banden  sind,  oder  durch  Gerade  verbunden  werdcti  können,  welche 
aaf  der  Oberfläche  liegen,  (also  durch  Diagonalen),  allem<vl  selbst 
durch  eine  nur  aus  Kanten  beatehende  gebrochene  Linie  ver 
banden  alnd,  nSmlich  durch  die  Hu^sere  Unifangülinic  der  in  je- 
nem £ckpaokte  zuaanimeiitr elend ca  Begränzungsflächen.  Denkt 
man  aicb  nun  ein  aotcbea  Kantenpolygnn  durch  Diagonalen  in 
Dreiecke  lerlegt,  so'  vvXth  dasjenige  Polyeder,  weiches  mit  dem 
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vorliegenden  in  allen  Erknn,  Kanten  und  Fliehen«  ausser  jener 
mit  dem  betrachtet«!)  Kantenpolygonc  verbundenen  Ecke  und  den 
in  derselben  zusanimentreffenden  Flächen  und  kanten,  übereia- 
attronit»  «tatt  der  nveijgefallenen  GrSnzßpuren  aber  jene  Drelerke 
cur  Begrenzung  hat,  in  welche  man  jenes  Kantenpniygon  zerieet 
denkt,  einen  Eckpunkt  und  zwei  (ir.inzdreiecke  weniger  haben,  wie 
das  vorliegende.  En  i»it  uberdiejss  klar,  (la8a  da»  abgeleitete  Po- 
lyeder ebenfalls  ein  Euler'sches  ist.  Leitet  man  nuo  von  Hie- 
gern  auf  dieselbe  Weise  ein  drittes  Polyeder  ab,  welches  alsn 
zwei  Lcken  und  vier  Gratj/.dj  eiei  ke  weni<;er  haben  wird,  wie  daf 
zuerst  betrachtete,  und  von  dieseni  ein  viertes  u.  s.  f.,  so  wird  nun 
/.uletzt  zu  einem  Tetiacder  gelangen,  welches  nur  noch  vier  Ecken 
und  vier  üränzdreiecke  bat.  Hatte  mitbin  das  aniaiii:»  betrachtete 
Polyeder  e  Ecken,  so  musste  es  (e  —  4). 2  GrSnzdreiecke  mehr 
aU  vier  haben.   Man  hat  somit  für  ein  Euler*sches  Polyeder: 

D  =  24b-%)  (I) 

Mitbin  ftir  die  Winkelnumrae:  4.(e  — 2)  Rechte.  Itt  ein  solche 
Polyeder  nur  von  Dreiecken  begrfinzt,  und  bezeichnen  r,  f,  k 
beziehungsweise  die  Anzahl  der  Ecken,  Flächen  und  ivanten,  au 
ist  für  dasselbe: 

Z>  =  /=2.(e  — 2),  

^=^  =  3.(«-2),  (3) 

fvorana  auch  folgt: 

/•+e  =  -t  +  2  .(4) 

EoCbilt  die  Oberlliche  eines  EaUr'scboD  Polyeder«  o,  Oraiedi», 
«4  Vierecke»  ••••an  iiEcke,  so  besteben  folgende  RelstioneD; 

f^a^i-a^^,.,.-i-am  (5) 

A=aK«— 2)-(a4  +  2fl4-|-....(ii-3)a^,  .  ♦  .(T)*) 

wedereh  die  AbbSngigkelt  swUeben  f,  k  und  e  geneoer  eosge* 
drdekt  Ist  als  dercb  den  leieht  dsraud  sbleitberen  Enier'scbss 
Sets.' 


*)  Die  Zahl  der  Kantea  !•!  offeobar  gleich  der  aller  Seitea  der 
Griatdreiecke,  TerDilndett  am  die  Zahl  derjenigen,  welch«  IHagOBalta 

der  foIjrKeott  «ind,  aUa  .(a« 2a» -f, ...-§- (M^d)«ii). 
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An  die  Elller 'sdieD  Polyeder  nblieaet  sieb  eine  sweile  Gruppe 
.  voo  Polyedern  an,  fllr  welche  svrar  der  Ealer*«ehe  Sets  nicht 
.  mehr  gilt,  wobl  aber  der  des  Deecartes^  und  die  man  deshalb 
alsDeseartes 'sehe  Polyeder  faeseiehnen  bann.  Es  sind  diese 
nfimlich  alle  von  einer  einsigen  UbeHiltobe  begrHnate  Polyeder, 
die  auch  doppelt  und  mehrfach  begräozte  (durchbrochene)  Grins- 
figuren haben»  deren  Eckpunkte  aber  ebenfalls  nur  mit  solchen 
Eckpunkten  durch  Kanten  verbunden  t$ind,  welche  durch  eine  ein*  > 
aige  nur  in  ihnen  gebrochene  Linie  verbunden  werden  kOunen» 
deren  einxeloe  Streclvci)  auf  der  Oberfläche  Itcgen  und  nur  dann 
In  den  Raum  des  l^)iyeders  sclli.st  fallen,  wenn  «lie  iwei  an  einer 
inneren  GrSnzlinie  einer  mehrlach  ItcTÜnzleu  (iränzfii^tir  liegende 
Eckpunkte  verbinden.  Alle  solche  Polyeder  können  angesehen 
werden  als  daHurrh  pritstanden ,  da«?s  man  mehrere  KiiU'r'sche 
Polyeder  so  an  einander  gelügt  habe,  dass  jedesmal  von  zwei  auf 
eiiiuitder  geleuteii  Klfiehen  die  eine  von  d«»r  OberflSche  uan/  ver- 
•schwnnden,  nrnl  von  der  andern  ein  diirchbrocljener  Theil  übrii* 
geblieben  sei,  der  nun  zur  Bejjränzung  dcss  zu8ammenge8et/teri 
Polyeders  gehört.  Du  atil  diese  Weise  alle  Ecken  und  Kanten 
der  zusamment^etzenden  Polyeder  zu  Lckcn  und  Kanten  des  /u- 
sammeugesetzten  werden ,  ohne  dasa  neue  Ecken  oder  Kanten 
binxokomnien«  wahrend  dagegen  bei  jeder  aenen  Anfügung  eine 
GrSnzfignr  verleren  geht,  so  ist  klar,  dass  ffir  solche  Polye- 
der der  Ealer*iiebe  Sata  nicht  niebr  Statt  hat. 

Was  nun  die  Kantenviinkelsiininie  eines  solchen  zu^sanunen- 
gesetzten  Polyeders  betrifft,  80  ist  dieselbe  offenbar,  «enn  die 
Zahl  der  Enler'si  htMi  Polyeder  .ins  denen  das  D escartes 'sehe 
zusammengesetzt  \\inlen  kann,  —n  ist,  um  (w  — 1).8  Rechte 
grosser  als  die  Snnnue  aller  Kantenw  inkei  jener  n  Eul  er 'sehen 
Polyeder  zusamnienucnnnunen.  Denn  bei  jeder  Anfügung  eines 
solcbeit  Polyeders  werden  t»tatt  der  Winkel  der  dadurch  venleck- 
ten  Gränzfigur  deren  Explemente  (Ergänzungen  zu  360")  Kanten- 
vvinkel  des  zusammengesetzten  Polyeders,  wibrend  sonst  Alles 
nnverindert  bleibt  Die  Summe  der  Kanten winkel  der  k  Enler- 
scben  Polyeder  ist  aber,  wenn  die  Zahl  sämmtlicber  Ecken  e  ist, 
e.4R.»ii.8R.,  also  die  Kantenwinkelsomme  des  Descartes* 
sehen  Polyedern  =re.4 R.  —  n. 8  R.  -|-  (n-l) .  8 R.  =r4. (e— 2)  Rechte. 
Der  De8carte8*i>che  Sata  gilt  also  auch  ffir  diese  Po- 
lyederklasse nnd  ist  daher  deren  Benennung  als  Descartes- 
scbe  Polyeder  gerechtfertigt. 

Bei  allen  bisher  betracliteten  und  bei  einem  grossen  Theil 
der  uocli  /A\  betrachtenden  Polyeder  ist  die  Zahl  der  Kürperwinkel 
der  ihrer  Scheitel,  also  der  Eckpunkte  gleich,  und  es  ist  daher 
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gleicbgflltig,  ob  iomi  notor  c  die  Zahl  der  KSrpenrinkel,  oder  die 
der  Eekpviikte  veretebt.  Es  eiod  aber  ueter  den  eiofaeli  begrina> 
teo  Polyedern  (welehe  aar  eine  ununterbrocbeoe  Oberifiche  be- 
ben) ancb  aolebe  mUglicb,  noter  deren  Körpern-inkela  airel  oder 
mehrere  einen  gemeinschaftlichen  Scheitel  haben.  Für  aolcbe 
Polyeder  kOnnen  der  Euler'ecbe  und  der  Üescartea*acbe  Lebr- 
eata  noch  als  richtig  angeaeben  werden,  wenn  unter  t  die  Zahl 
der  Kürperwinkel  verstanden  wird,  niciit  aber,  wenn  man  die  Zahl 
der  Eckpunkte  dorch  e  ausdrückt.  Es  sind  ferner  solche  Polyeder 
möglich,  bei  denen  zwei  oder  mehrere  Fläclienwiokel  eine  geroein- 
ecbaftliche  Kante  haben.  Auch  für  diese  können  beide  Sätze 
noch  als  riclitiir  aitgeseheii  werden,  wenn  man  anter  A  die  Zahl 
der  Flächeowinket  versteht. 

Anaser  den  bis  jetzt  genannten  Polyedern  sind  noch  Tiefe 
Polyeder  mSglieb,  welche  auch  nur  von  einer  einzigen  onanier» 
brochenen  OberAficbe  begrenzt  sind,  ffir  die  aber  weder  der  En- 
ler'scbe  noch  der  Deacartea'ache  Satz  gilt.  Diese  lasaen  aicb 
slimmtlicb  als  durchbrochen e  Polyeder  zu  einer  Klaaae  ver- 
einigen *). 

I) u i  c Ii  b  r  () c  he n  ii^t  nämlich  ein  Polyeder  allemal,  uenn  an 
demselben  sich  zwei  Kantenjiolygone  belimlen,  deren  keines  einen 
Theil  der  Oberfläche  begränzt,  die  aber  unter  einander  durch  die 
Ober0Iche  ao  verbunden  sind,  dass  die  sie  verbindenden  Poly- 
gone alle  Eckpunkte  mit  ihnen  gemein  haben.  Denkt  man  aich 
nun  jedes  der  eo  verbundenen  Kantenpolygone  durch  Diagonales 
in  Dreiecke  aerlegt,  und  die  Ebenen  dieser  Dreiecke  statt  des 
die  Polygone  unmittelbar  verbindenden  und  nun  in  den  einge- 
BcbloaseDon  Raum  fallenden  Theile«  der  Oberflache,  als  der  Ober- 
fläche  angefaOrig,  eo  ist  das  ao  Jiegränite  Polyeder  nicht  mehr 
dnrehbroebeo,  also  entweder  ein  Euler'achea  oder  ein  Deaear- 
tea'acbea  und  man  bat  mitbin,  mit  Beibehaltung' der  obigen  Be- 
zeichvungs weise,  Ittr  dasselbe:- 

Z>  =  2.(e— 2). 

Jeder  zwei  solche  Kantenpolygone  auf  die  angegebene  Weise 
verbindende  Theil  der  Oberflache  des  durchbrochenen  Polyeders 
läeat  sieb  aber  offenbar  durch  Diagonalen  ir)  eben  so  viele  Dreiecke 
zerlegen»  als  diese  Polygone  zusammen  Ecken  haben,  wfibrend 

*)  Dass  nicht  norii  anilüc  Polyeder  mit  einer  Oberllachc  niög» 
lieh  seien,  Kti-Ite  irh  hier  nirhi  als  Urtheit  a  priori,  sondern  «U  ein 
ErfRhruugtiirtheil  uut,  da«  ich  zu  berichtigen  bereit  sein  wurde,  wtun 
mir  nur  ein  eiosige«  tolchoa  Peljeder  gezeigt  wwdca  böoale. 
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die  Zahl  der  an  ihre  Stelle  gesetzten  Dreiecke  der  Polygone  seihet 
am  4  kleiner  sein  muss,  al.s  die  Kckenzahl.    Man  bat  mithin  iür 


ehi  eiomal  durchbrochenes  Polyeder: 

/)=.2,(i?— 2)-|-4  =  *2«  (8) 

und  tür  ein  mnial  durchbrochenes  Polyeder; 

D  =  2e+4.(ffi— I)  (9) 

Ist  ein  solches  Polyeder  nur  von  Dreiecken  begrfiiut»  «o  ist: 

/=2«  +  4.(m-l),  (10) 

Asae-|-6.(in— J);  (11) 

also: 

^+e  =  Ä-2.(m-l)  (12) 


äetzt  man  in  diesem  Ausdrucke  in  =  I,  so  erhält  mao: 

d.h.:  In  einem  einmal  durchbrochenen  Polyeder,  das 
nur  von  Dreiecken  begrünzt  ist,  ist  die  Zahl  der  Kan* 
ten  !;leich  der  Summe  der  Flächenzahl  und  derGcken- 
zahl.  Diess  gilt  auch  dann  noch,  wenn  mehrere  Dreiecke  sich 
zu  Vielecken  vereinii^cn.  alKo  nnter  den  Gränzflächeo  eiofach  be* 
grSnzte  Polygone  jeder  Art  vorkommen. 

Eotbält  die  Oberfläche  eines  mnal  dvrchbrocheaen  Polyeders 
enr  eiofach  begvänste  Polygone,  nämlich  09  Dreiecke,  Vierecke, 
....an  n-Ecke,  so  besteben  folgende  Relationen; 

«»  +  «4  +  «5  +  —  -  +  <'«=A  (13) 

/>  =  a,  +  2a4  +  3fl»+. ...(»— 2)o»=  i«+4.(i/i  —  l),  (14; 

k^Ze^^,{m^\)^ (o« -l-3a« -f . . . .(a - 3)a«).  (15) 

Aus  diesen  Kelationen  iat<8t  sich  endlich  leicht  die  dem  £u- 
1er 'sehen  Satze  entsprecheude  Gleichung  (12)  herleiten. 

Was  die  Polyeder  mit  mehrfachcfr  BegrSnsong  (die  Hohl- 
körper) betriflt,  so  ist  klar»  dasji  für  dieselbeo  der  £uler*sche 
oad  Descartes'sche  Satz  im  Ail|*enieinen  •  nicht  geltea  kGnnen« 
kt  aber  x.  B.  von  den  beiden  Oberflächen  eines  Hohlkörpers  die 
äaeeere  ao  beachaffen*  dass  sie  allein  ein  Euler*sehea  Polyeder 
einacblieaat;  während  dife  iimere  eia  einfach  darchbroebeaea  Po- 
lyeder begränat,  and  aus  einfach  begränsten  Figuren  lusamraeDge- 
setst  ist,  ao  bat  man  fiir  das  doppelt  begränzte  Polyeder: 

23* 
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Der  Euler'sche'SaU  gilt  mithio  aoch  fSr  einige  HoMIcOrper. 


Die  Salze  über  die  durchbrochenen  Polyeder  dürften  geeig- 
net sein,  einige  Irrthumer  zu  berichtigen  und  einige  neue  6äUe 
abzuleiten. 

Alu  einer)  zu  f)erichtigcn(len  Irrthum  (iiide  irh  in  dem  Ta- 
schenbuch fiir  M  at  h  e  tu  ati  k  ,  Physik  etv.  von  Dr.  Rudolf 
Wolf  (Bern  zweite  Auflage)  tulgendeu,  einem  Colle- 

gientiefte  von  Steiner  entlehnten  Satz  (p.  74.): 

Es  sind  nur  folgende  Polyeder  möglich,  welche  der 
Bedingung  genügen»  dass  alle  Flächen  gleich  viel  Sei- 
ten und  alle  Ecken  gleich  viel  Kanten  haben:  Tetrae- 
der, Oktaeder  und  Ikosaeder  aus  Dreiecken,  —  Hexte« 
der  ans  Vierecken  nnd  Dodekaeder  ans  Fflnfecken. 

In  derselben  Allgemeinheit  ist  dieser  Satz  auch  in  der  „Geo- 
metrie der  Lage"  von  v.  Staudt  anfgestellt. 

Damit  dieser  Sats  richtig  werde«  inoss  statt  „Polyeder*' 
die  engere  Beaeichnung  „ E ul er*sche Polyeder"  stehen.  Deti 
unter  dev  einmal  durchbrochenen  Polyedern  sind  nock, 
wenn  man  dieselben  nach  der  FIft  eben  sah  I  in  Gruppen 'tbeÜI» 
u>iendlich  viele  Gruppen  von  Polyedern  möglich,  wel* 
che  derselben  Bedingung  genügen,  nSmlich: 

1)  Polyeder  mit  nur  vierkantigen  Ecken  und  0,  12,  15,  IfS...;>>2 
vierseitigen  Gr.in/.ll.u  hen.  In  Taf.  IX.  Flg.  1.*)  ist  Grundriss  und 
Aufris»  eines  dabin  t^ehürigen  iNcunflächners  gegeben.  Hat  man 
von  demselben  eine  deutliche  Vorstelluni;  gewonnen,  no  hat  man 
nur  nütbig,  sich  statt  der  Kantendreiecke  aOc ,  aibiCi,  /I AT  drei 
Kanten -it •  Ecke  vorzustellen,  um  das  Bild  eines  G/i-FlächDers 
dieser  Art  zu  erhalten.  Bringt  man  noch  ein  viertes,  fünftes,... 
...mtes  Kantenpoivffon  von  gleicher  Seitenzahl  mit  drpi  solcheo 
Polygonen  auf  ähnliche  Weise  in  \  erbintiuiiL^  .  so  kaiui  mai»  sieb 
aurh  Polyeder,  von  4«,  5it»....mff  Vierecken  und  eben  so  vielen 
vierkanti'^en  Ecken  begränzt,  zur  Anschauung  bringen,  oder  we- 
nigstens als  möglich  denken,  ivelche  gauzzahligcn  Werthc  über 
3,  m  und  11  auch  haben  mögen. 

2)  Polyeder  mit  e  sechskantigen  Ecken  und  '2e  dreiseitigen 
Grinsflficbeo,  wo  s=:niii  ist,  und  m  und  »  jeden  ganssahligen 


*)  l'af.  l\,  wird  mit  dem  näch«t«a«  erachoioendcn  H.  4.  uchK«ii«lMC> 
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positiven  Werth  ^3  habeo  IcfinueD.  Taf.  IX.  Fig.  2.  stellt  Grand- 
riss  lind  Aafriss  c^ines  solchen  Polyeders  mit  12  Ecken  dar. 

Ii)  Polyeder  mit  f  Hechsseitigen  (^ränziläclien  und  2/*  drei- 
kantigen Ecken,  wo  f  dicHclben  Wcrthe  haben  kann,  wie  e  bei 
der  vorhergehenden  Klasse.  Von  einem  in  diese  Klasse  t^ehöri- 
,  gen  Dodekaeder  erhält  man  z.  B.  eine  Vorstellunf*-,  wenn  man 
sich  ein  stumpfes  Rhorobenhexaeder  von  einem  spitzeren  durch- 
drangen denkte  dessen  Mittelpunkt  and  Uauptaxe  des  ersteren 
snaannnenfalleii  nnd  dessen  Randknnten  und  Randecken  innerhalh, 
dessen  Scheitel  aher  anoaerhalh  des  ersteren  Hexaeders  liegen. 
Der  Theil  des  ersteren  Hexaeders»  welcher  nicht  In  das  streite 
ftllt,  ist  dann  Immer  von  13  Sechsecken  begrSnat,  wenn  die  Sebel- 
telkanten  des  inneren  nicht  die  des  Snseeren  Hexaeders  schnM- 
den.  Aehnlich  kann  man  ans  einem  Htoeder  einen  dahin  ge- 
hSrigen  NennriMchner  ahleiten»  wenn  man  sich  daaseihe  von 
einem  dreiseitigen  Prisma  durchdrangen  denkt. 

Ausser  den  Steinerschen  Tetraedern,  Hexaedern, 
Oktaedern,  Dodekaedern  undlkosaedernund  den  eben 
autge/ahlteu  durchbrochenen  Polyedern  sitiil  jedoch 
keine  einfach  begränzten  Polyeder  mehr  möglich,  de- 
ren sämmtlicbe  Seitenfifichen  gleichviel  Seiten  und 
deren  Ecken  gleichviel  Kanten  haben*).  Dieea  ISsstaich 
leicht  mittels  der  Formel  (12)  beweisen. 

Damit  Tifimlich  ein  7//fach  durchbrochenes  Polyeder  von  nur 
xseitigcii  Polv?onen  be^^ränzt  8ei  und  nur  ^kantige  Ecken  habe» 
mOssen  folgende  Gleichungen  bestehen:  * 

/«=2*  (16) 

«y  =  2*  (17) 

(ot-1).2.  (18) 

Hieraus  folgt  aber: 

*  =  ?Ö=^-^  (.9) 

  •  W 

Ex  Kci  fi«nn,  ttHss  imicIi  I'ol^'cder  (ixi«tiren,  velche  in  iliu  von 
mir  gemachte  Elntheilung  nir.ht  pnsien.  Für  solche  gilt  selbttvorttänd- 
lldb  meine  Behaaptong  eicht. 
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.  =  ^fi^>  (31) 

WO    '  ' 

^  =  j;y-2(ar+y).  (22) 

Da  DUO  k*  fy  e  nothwendig  ganxe  poiiitfve  Zahlen  Min  vSaaen, 
so  liat  man  flir  4ea  Fall,  das«  iii>  1  Ist: 

uod  mitbin  nach  (19): 

A:^2(t«— l)<3lll. 

Diess  ist  aber  offenbar  onmuglich :  Bs  gibt  also  keine  mehr- 
faeh  darchbrochenen  Polyeder  von  der  Torausgesett- 
tea  Beschaffenheit 

Setzt  man  fn  =  1,  so  erhalt  man 

Az=.xjf  — 2(jr =0,  (23) 

and  mithin: 

0         0  _0 
^■"0*  '""U*  '^'"0' 

Diese  Wertbe  sind  aber  nicht  bloss  scheinbar,  sondern  wIrkUcb 
unbestimmt,  d.  h.  vieldeutig.  Um  die  möglichen  Werths  Ton  x 
und  y  in  diesem  Falle  leichter  ermitteln  sn  k&nnen,  setsen  wir 


a  ond  ß  nnr  positive  Werth«  haben ,  oder  =  0  sein  kSnoeo, 

da  X  und  y  jedenfalls  ^3  sein  müssen.  Setzt  man  diese  Wertbe 
in  (23)  ein»  so  erhält  man  die  Bedingungsgleichnng: 

a  +  /3  +  aj3  =  3  (24) 

Dieser  Gleichung  genflgen  aber  nnr  die  folgenden  Werthepaare 
von  der  verlangten  Beschaffenheit: 

a  =  0,  f3  ~  3; 
«  =  1,  jS^l; 
a=3,  f}  =  0. 

Sei  nun  a=0,  Ö  =  3,  also  a:  =  3,  y=6;  so  fol^t  aus  (Ii))  und 
(17),  dass  2^  Kowolil  durch  3.  als  durch  6,  dass  also  k  durch 
3  tbeilbar  sein  muss.  Setzt  mau  nun  k^Zxp,  so  erhält  man  aus 
(16)  und  (17): 
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Dtosen  Bediogongen  entuprecben  die  oben  io  2)  genanDten  Po- 
lyeder, für  welche  mee  mitbin  noeb  den  Sati  batj  daes  bei  allen 
zu  ihnen  geburenden  Polyedern  die  FiSebensabI  daa  Doppdfep 
die  Kanteniabl  daa  Dreifacbe  der  EcfceozabI  iat. 

Sei  ferner  er  =  1 ,     =  1 ;  a;  —  ;/  =r  4 ,  so  folgt  aus  (16) 

und  (]7),  dass  k  durch  2  tbeilbar  sein  oius«,  und,  wenn  k^'iip 
gefteUt  wird: 

also 

j|  =  20  =  2/: 

>inn  hat  nnthiii  liir  diese  Polyeder,  welche  oben  in  1)  zuaani* 
meogeätellt  wurden: 

Die  Zahl  ihrer  Ed^en  iat  der  Flächeoaabl  gleich  und  die 
Hflfte  der  Kanteoaahl. 

Sei  endlich  a=:3,  j3::=0,  also  .t=:6,  =  3 ,  so  foli;!  aus 
(16)  und  (17),  daas  k  durch  3  (heilbar  sein  mu8«,  und  wenn  man 
k:=Ztp  setzt: 

Viii  diej!»e  oben  als  die  dritte  aulgeföhrte  Polyederklasse  hat 
mta  mithin  doii  8atz,  dass  die  Zahl  ihrer  Ecken  das  Doppelte, 
ihre  Kaiiten^ahl  aber  das  Dreifache  ihrer  Eckenzahi  ist.  Da 
keine  andern  Werthpaare  für  x  und  y  möglich  sind,  so  ist  mithin 
unsere  obige  Behauptung  erwiesen« 

Man  kann  sich  leicht  uberzengen,  dass  bei  den  drei  betrach- 
teten Poiyederklaaaen  der  Griiese  ^  jeder  Werth  ?pn  der  Form 

9>  =  in« 

beigelegt  werden  bann,  wo  aowobi  als  «  ganae  poaitive  Zah- 
len aind»  welehe  =3  oder  >3y  aber  nicht  <3aein  kOnnen«  Doch 
liest  eich  hiefiir  wohl  nicht  leicht  ein  „strenger'*  Beweia  ffibren« 

Ans  unserer  Betrachtung  peht  auch  hervor,  dass  der,  so  viel 
mir  Itekannt,  bis  jetzt  nur  von  dem  vor  einigen  Jahren  dahier  ver- 
jitorbenen  Professor  Adam  MQller  in  einer  sonst  iii<  lit  gerade 
röhniensxN  ertlien  Broschüre  ,,zur  Pol  y  e  drometri  e"  an*»ez\vei- 
felte  8atz:  ,,es  ^ei  kein  Polyeder  möglich,  das  nur  von  Sechsecken 
begräuzt  wäre'S  durchaus  falsch  ist. 


Sdd    Weiter:  Die  aUgemeine  Gleichung  der  MiMmumtfiacäem, 
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Die  aUgemeine  Gleichung  der  Minimumsfläclien. 

Von 

Herrn  DocCor  Weiler^ 

Lehrer  der  Miiiüeiiiatik  an  der  höheren  Burgeriiriiule  su  Mannhein. 


Die  Betftininuini]^  der  Fläche,  deren  Inhalt  xwiscben  gegebe^ 
nen  Grenzen  ein  Miiiiniuin  Mt,  fährt  bekanntlich  aof  die  partielle 
DlSerentialgieichang 

(I  +  g2)r  -'Ipqs  +  (1  +  Ji»)«=0, 

worin  abkürzend 

rf2_       dj__       fj^__  _  rf'z 

dx'-P*  d^~^*  ite«""'^'  dxdy~** 

geaetst  iat  Das  aUgemeine  Integral  dieaer  Gleicbnog  mit  iwd 
wiillifllirliclieD  Fonlctionen  ist  schon  von  Monge  und  sfMiter  tob 
Legendre  in  einer  anderen  Form  gegeben  irorden.  Die  Coor- 
^naten  sind  aber  dadurch  jedesmal  imaginär  ausgedruckt,  so  dass 
man  auch  den  willldibriiehen  Fmilctionen  imaginäre  Formen  heisa- 
legen  hat,  um  so  reellen  Coordinatenwerthen  xu  gelangen.  Eine 
derartige  Umwandlung  des  Wilikilhrlichen,  iraa  in  dem  aligesMi* 
nen  Integral  vorkommt,  scheint  für  ein  allsuschwieriges  Unterneh- 
men angesehen  su  sein,  da  man  nicht '  Anstand  nimmt,  su  der 
partiellen  Differentialgleichung  zurückzukehren,  um  daraus  beson- 
dere Integralformen  in  reeller  Gestalt  zu  gewinnen.  Es  hat  sich 
hei  mir  die  Ueberzeugung  festgestellt,  dass  das  allgemeine  Inte* 
gral  einer  Differentialgleichung,  wenn  es  in  geschlossener  Form 
aufgestellt  ist,  als  das  Endziel  der  Arbeit,  betrachtet  werden  dar( 
welche  der  Integration  zugewiesen  ist;  und  nur  schwer  kann  Ich 
mich  dazu  entschliessen,  diesen  Vortheil  aufzugeben,  wenn  es  «ich 
darum  handelt,  die  Eigenschaften  des  Integrals  zu  untersuchen. 
In  dem  gegenwärtigen  Falle  hielt  ich  es  desahalh  für  gerathener, 
die  Umformung  des  allgemeinen  Integrals  der  partiellen  Differeo« 
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tialgleicbung  zu  versuchen.  Es  hat  sich  herausgestellt,  dass  man 
drei  reelle  Coordinateowerthe  daraus  ableiten  Inns,  ohne  die  All- 
gemeinbeit  so  beeiotrlcbtigee.  Um  dice  n  leigen,  eriavbe  leb 
mir,  auf  daa  Integrationaverfabren  surilclczukemmen«  welebea  leb 
Itt  dieser  Zeitschrift  (Tbl.  XXXlIf.  8. 316.)  eingesefalagen  habe.  Dies 
Verfahren  besteht  darin,  dass  man  die  allgemeinen  Werthe  der 
ersten  Differentialqnotienten  Xg  und  darstellt,  um  alsdann  die 
vollstfindige  Differentialgleichung 

SU  iotegrire».  Die  partielle  Dlfferentialgielebnttg  ist  dort  ange- 
schrieben in  der  Form: 

Znr  Berechnung  der  Wertbe  9m  und  aber  sind  die  beiden  Glei- 
chungen 

aufgestellt,  worin  abkdrsend 

geeelat  Ist.  Damit  dieselben  sieb  Torelnfaeben^  hat  luan  an  die 
Stelle  von  39  und  zy  als  neue  Verlnderllcbe  die  beiden  Funktio- 
nen eingeführt,  welche  sich  durch  die  Integration  der  Gleichungen 

(I  +  tfldzM  -  (z,s,  J:  V^=a.Vl+«j,«+j,«)ils,s  0 

ergeben.    Ich  schreibe  die  beiden  Integrale  hier  in  der  Form: 


9 


WO  c  die  HÜlkührtiche  Beständige  ist«  Man  gebrauche  also  die 
neuen  Veränderlichen: 
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Dmm  findet  mani 

uaii  di«  filimioalioD  von  u  and  %  ^ibt  di»  einfacberen  Gleicbniigen: 
und 

Man  eliminire  nun  y  zwischen  (b)  nad  (e)>  «nd  an  aaUteht 
dadß^^'   Darana  folgt! 

(1)  dfs=:«i»(a)  +  l^i(/J). 

wo  qp  und  n  illkiihi  liclu;  l  iiiiktioTUMi  sind.  Man  hat  damit  aber 
eine  der  beiden  ciullichen  laleichuniicii  aut^oliiiuirn ,  wodurch  die 
allsemeinen  Werthc  Zj  und  i,,  bestimmt  sind,  üni  (He  nndere 
Gietcbuni;  darzu8tellei),  bilde  mao  aus  (b)  und  (c)  die  volUtandige 
Differentialgleichung : 

1-a«  dx^      J-/J«  dx 
Mit  Kück«icbt  uut  die  Gleichung  (i)  erhalt  man  daraus: 

Es  ist  nun  awar  nnnfiglicb,  aua  der  allgemeinen  Form  der  Glei- 
dbuniten  (1)  nnd  (2)  die  Werthe  f«  and  Xy  als  Funktionen  von  » 
and  y  zu  entwickeln;  allein  die  Integration  der  ▼oilntSndigan  Dif- 
ferentialgleichung 

dl  =  Xydy  +  ijidj: 

lässt  sieb  dennoch  für  alle  Falle  ausfuhren,  indem  man  auch  t  als 
Funktion  von  u  und  ß  betrachtet  Man  acbreibt  desshalb: 

Mit  Berüci(sichtigung  der  Gleicbuogen  (I)  und  (2)  liat  mau  auch: 

dz  =  Q^^Zy-tis)ip'iu)äa-^  Q^^^^^)Viß)dß. 
Nnn  findet  man  aber: 
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a 

«nd  deMbalb  die  YoUstftndige  DifferentiAlgleichniig : 

Durch  die  Integration  erhalt  man : 

Um  (iie  allgemeine  Gletcbang  der  Minimumsflächen  ai»;  Finiktioo 
der  drei  Coordioaten  dr,  jf»  z  darzustellen»  wird  man  die  Uifferen- 
tialqnotienten  zx  und  zwischen  den  Gleichungen  (1),  (sS),  (3) 
eliininiren.  Die  Elimination  von  zx  und  Zy  föllt  aber  zusammen 
mit  der  Elimination  vnn  a  and  Die  allgemeine  Gleichung  der 
Minimunieflftcben  ist  demnach  ausgedrOckt  durch  das  System: 

Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  beantworten»  wie  man  die  in  dem 
System  vorkomni enden  willkilhrli«  hcn  Cirussen  umzuwandeln  habe, 
damit  drei  reelle  Coordinatenwerthe  vorliegen.  Es  ist  leicht,  die» 
ZQ  bewerkäteliigen.    Man  setze: 

SS  <!>(«) +  V^:^.9'(«), 
-^(j5)=<P0J)-.V::=I.9^(|S). 

wo  O  und  W  reelle  Funktionen  sind.    Ferner  setze  man: 

Die  drei  Coordinaten  sind  dann  durch  reelle  Funktionen  von  a  und 
b  aesgedrfickt.  Nachdem  man  diese  Substitutionen  gemacht  hat» 
Inon  man  die  beiden  Gieichuogen  *2.  und  3*  auch  ereetaen  durch 
die  eiaaige  einfachere: 

4 

d.  y  -  a  = f  i^'(«)iia- f ^'mß. 

Denn  wenn  alle  Glieder  dieser  Gleichung  auf  die  eine  Seite  ge- 
bracht sind,  so  werden  sowohl  der  geroeinsame  Faktor  von  V  — I, 
aU  auch  die  äbrigen  Glieder  der  Gleicbong  für  aich  gleich  NuU 
zu  setzen  sein. 
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Von  Herrn  Uuhiav  hki  ivan,  Uirrktor  der  öflTentl.  OberreaUehnle  a.  d- 

littuernuiarkt«  zu  Wien. 

Wran  p  eioe  Stammsahl  und 

p  —  1  =  a«6/*c*/ .... 

ist,  wobei  a,  6,  e,^.k  Stammfaktoren  zu  (p — I)  bedeuten,  und 

bezeichnen  nii,  m^,  m^,  ma  alle  diejenigen  za  (p — I)  primen 
Zahlen,  die  <  (f>  —  1)  sind:  nie  viel  Blnnmien  zur  Summe  t  las- 
sen sich  au«  den  m  bilden,  wenn  t  au»  keinen  anderen  Prioifak' 
toreii  zusanimengeaeUt  ist  aU  nie  {p — 1). 


Von  Herrn  Doctor  O.  Bnklcn  in  Siilz  im  {iuuig:reich  Würtemberg* 

1)  Man  ziehe  durch  einen  Punkt  M  einer  Ellipse»  deren  Mit- 
telpunkt O  ist,  die  Normale,  nelche  die  grosse  Axc  in  N  und 
die  Verlingerong  der  kleinen  Axe  in  N'  «cbueidet,  ao  ist  die  Grosse 

* 

gl«icb  dem»  dem  Haltmesser  OM  konjngirten  Semidiameter  (oder 
Halbmesser)  der  Ellipse. 

2)  Man  trage  auf  der  Nomiaie  eines  Punkts  einer  iL^Uipse  ciacb 
beiden  Seiten  hin  Stücke  ab  gleich  dem  konjugirten  Halbmesser 
dieses  Punkts,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Stucke  auf  den 
Umfangen  zweier  Kreise,  welche  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  mit 
zwei  Halbmessern  beschrieben  werden,  gleich  der  Diiemii  ud 
gleich  der  Summe  der  Hnlbazen  der  Ellipse. 
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3)  Dm  Praiblit  swaiar  Brennstrablen  (der  von  eiaem  Punkte 
der  Ellipse  nach  den  Brennpunkten  gezogenen  Linien)  ist  gleich 
dem  Quadrat  dee  konjugirtea  Hatbnie«eer«  de«  betreffenden  Ponkta. 

4)  Das  Produkt  aus  der  ^rc>>.>i  n  uud  kleinen  lidlbaxe  und  dem 
KrümiUungMhalbnietiser  eines  l^uiikts  der  Eilipse  ist  gleich  dem 
Cubus  des  koiijugirten  Hailmiessers  dieses  Punkte. 

5)  Zieht  man  an  die  Endpunkte  der  grossen  Axe  einer  £lUpäe 
die  Tangenten,  u-p'«!he  die  Tangente  einen  PanktH  M  derselben 
in  L  and  L'  achneiotoa,  so  ist  die  Grosse 

sTmUTMü 

gleicb  dem  konjagirten  Ualbmes$er  von  M* 

6)  Das  Produkt  derjenigen  swel  Abschnitte  auf  der  Tanf^nte 
eines  Punkts  der  Ellipse,  welche  awiscben  diesem  Punkt  und  den 
Durebscbnitten  mit  den  Verlängerungen  der  Axen  enthalten  sind» 
■st  gleich  dem  Quadrat  des  konjngirten  Seniidiameters  des  Punkts. 

7)  Die  Punkte  L  und  V ,  die  beiden  Brennpunkte  und  die  in 
2)  genannten  Punkte  liegen  auf  Einem  Kreis»  dessen  Mittelpunkt 
der  Durchschnitt  von  der  Tangente  des  Punkts 'ilf  mit  der  Ver* 
IXngerung  der  kleinen  Axe  ist. 

8)  Das  Prodiikl  aus  dem  Altsfand  des       t(  Ipunkts  der  F-Ilipse 
von  der  Normale  einci^  Punkts  derselben  \\\\k\  dem  zwischen  den 
Verlängerungen  der  Axen  enthaltenen  Stück  der  Tangente  die-  * 
ses  Punkts  ist  ^leieb  der  DifTeren/  der  Quadrate  der  Ilalbaxen. 

Die  Tanijente  eines  l^iinkts  ,1/  der  Ellipse  werde  von  den  Ver- 
längerungen der  grossen  unll  kleinen  Axe  in  T  iiml  V  geschnit- 
ten, uud  P  sei  der  Fus^punkt  des  vom  Mittelpunkt  aul  die  Tan- 
gente gefällten  Perpendikels,  so  ist 

9)  Af  J^.PT"  gleieh  dem  Quadrat  der  crrossen  Halbaxe, 
MT.PT'  «»leich  dern  Quadrat  der  kleinen  Malhaxe. 

O  sei  der  Mittelpunkt  und  i\,  iV'  die  Durchschnitte  der  Normale 
mit  den  Axen  (wie  oben),  so  ist 

10)  OP.MN  gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halhaxe, 
OP,  MN*  gleicb  dem  Quadrat  der  grossen  Ualbaze. 

11)  Das  VerhJittniss  Ml9tMN'  ist  also  konstant. 

12)  Die  Projektion  der  Linie  auf  einen  Bretinstrahl  ist 
gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halbaxc ,  dividirt  durch  die  grosse 
Ualbaxe. 

13)  Die  Projektion  der  («eraden  M^'  auf  einen  brennstrahl 
ist  gleich  der  grossen  Halbaxe. 


I 
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Man  hetidmmm  auf  dem  Unfanga  der  EUipaa  daafeDigcD  Ponkt, 
dcMea  KritmiDaDgakreU  glaichen  lohalk  mit  dar  Elüpaa  hat»  a» 
fiadat  mao  fOr  deaaelben  folgaade  Eiganschaftan: 

14)  Uer  Abstaiiil  seiner  Normale  vom  Mittelpunkte  der  Eüip»e 
iat  gleich  der  Diäerenx  der  Halbaxen  der  Ellipse. 

15)  Dieser  Alistand  ist  grösser  ab  deijeaige  dar  Normale 
irgend  eioea  andern  Pnnktea  der  Ellipse, 

10)  Das  zwischen  den  Axrti  enthaltene  StQck  seiner  Tangente 
ist  gleich  der  Summe  der  Halbaxcii. 

17)  Dieses  Stück  ist  grGsser  als  bei  irgend  einem  andern 
Punkt  der  Ellipse. 

18)  Der  swiscben  diesem  Punkte  und  der  VerlSngerang  der 
kleinen  Aze  enthaltene  Abschnitt  der  Tangaata  Iat  09tch  der 
grossen  Halbaxe  der  Ellipse;  der  andere  Abschnitt  der  Tani^te, 
welcher  «wischen  dem  genannten  Punkte  und  der  V^erlnngeniiig 
der  grossen  Axe  enthalten  Ist,  ist  gleich  der  kleinen  Halbaxe. 

11)  )  Zieht  man  vom  Mittolpunkte  juil' die  Tangente  des  Punkt.« 
ein  Perpendikel,  so  wird  dadurch  das  zwischen  den  Verlängerun- 
gen der  Axen  enthaltene  Stflck  der  Tangente  in  swei  Abschnitte 
getheilt,  gleich  der  grossen  und  kleinen  Halbaxe. 

20)  Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  des  drr^^om  Punkte  ent- 
sprechenden Krnmniungskreises  Parallelen  mit  den  Axet»,  so  i.^t 
das  zwiHchen  diesen  Parallelen  enthaltene  Stuck  der  Tangente 
des  Punkts  ff|er<*h  der  Summe  der  Halbaxen.  Der  Punkt  seihst 
theilt  (iiecse8  vStiick  seiner  Tancrente  in  zwei  Abschnitte,  gleich 
der  grossen  und  kleinen  Halbaxe. 

21)  Der  Halbmesser  des  diesem  Punkte  entsprechenden  Krfim- 
nntngskretses,  die  Entfernung  seiner  Tangente  vom  Mittelpunkte, 
derjenige  HuHunesser  der  Ellipse,  welcher  dem  u/ich  diesem 
Punkte  gezogenen  Halbmesser  konjugirt  ist,  sind  einander  gleich. 

Bestimmt  man  auT  dem  Umfange  des  Quadranten  der  Ellipse 
zwei  (susammengehurige)  Punkte  so,  dass  das  Produkt  der  ihnen 
entsprechenden  Krämmungskreise  gleich  dem  Quadrat  des  Inhalts 
der  Ellipse  ist,  so  ergeben  sich  für  diese  Punktenpaara  nach* 
stehende  Eigenschaften: 

22)  Die  Abstände  ihrer  Normalen  vom  Mittelpunkte  sind  ein- 
ander  gleich. 

23)  Diejenigen  Abschnitte  ihrer  Tangenten,  welche  zwischen 
den  Verlangerungen  der  Axen  liegen»  sied  auch  eioaodar  glaieh. 
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24)  Ziebt  ntan  durch  den  Einen  Punkt  Parallelen  mit  den 
Axen,  80  wird  dadurcli  ilas  z%vischen  den  Verlängerungen  der 
Aiei)  eatliaitene  Stück  der  Tangente  de«  andern  Punkts  in  drei 
Abschnitte  getheiit,  wovon  die  zwei  äussern  bezieblicb  gleich  den 
Haibaxen  der  Ellipse  sind. 

25)  Dasjenige  Stuck  der  Tangente  des  Einen  Punkts,  wel- 
che» zwischen  deniselben  tinfi  der  \  orlängerung  einer  Axe  liegt, 
ist  gicirh  dem  Stück  der  i  ingf  nte  des  andern  Punkts,  welches 
zwischen  drm  vorn  Mitff  Ijuinkt  darauf  l^«  lallten  Perpendikel  lind 
der  Verlängeruni;  der  andern  Axe  enthalten  xsi. 

2ß)  Das  Produkt  der  Abstände  des  Mittelpunkts  von  den  Tan- 
genten zweier  solchen  Punkte  ist  konetant  und  gleich  dem  Pro* 
dikte  der  Haibaxen. 

97)  Das  Produkt  derjenigen  sevrei  Halbmeffser  der  Ellipse» 
welche  den  naeh  diesen  Punkten  gezogenen  Halbmessern  konju- 
f^rf  sind,  ist  konstant  und  ebenfalls  gleich  dem  Produkte  der 
Haibaxen. 

28)  Oas  Produkt  derjenigen  Abeebtiitte  der  Tangenten  von 
zwei  solchen  Punkten,  «velche  zwischen  ihnen  und  den  Verlänge- 
rungen der  kleinen  (grossen)  Axe  liegen,  ist  konstant  und  gleich 
dem  Quadrat  der  grossen  (kleinen)  Halbaxe. 

29)  Das  Produkt  derjenigen  AIim  hnitte  der  Tangenten  von 
zwei  solchen  Punkten,  welche  z"i><:lj(n  den  vom  Mittelpunkt  der 
Ellipse  darauf  gezogenen  Senkrechten  und  den  Verlänfjcniri^en 
der  kleinen  («grossen)  Axe  liegen,  ist  konstant  und  gleich  dem 
Quadrat  der  kleinen  (grossen)  Halhaxe. 

30)  Das  Produkt  der  Abschnitte  von  den  Normalen  xweler 
solchen  Punkte,  welche  zwischen  denselben  und  der  grossen  (Ver- 
lingening  der  kleinen)  Axe  der  Ellipse  liegen,  ist  konstant  und 
gleich  der  dritten  Potenz  der  kleinen  (grossen)  Halbaxe,  dividirt 
durch  die  grosse  (kleine)  Halbaxe. 

Eine  Gerade  ist  nach  dem  Sussem  und  mittlem  Verbältnlss 
gelhellt,  wenn  sich  der  kleine  Abschnitt  zum  grossen  Abschnitt 
verhSit,  wie  dieser  sur  ganzen  Linie.  Bei  den  ^ten  hiess  diese 
Theilang  ,,9er  goldene  Schnitt"  Theilt  man  sfiromtliche  Ordina- 
ten  eines  Kreises  nach  dem  Süssem  und  mittlem  VerhSltnlss,  so 
dass,  wenn  z.  B.  m  ein  Punkt  des  Kreises  ist,  mn  die  Ordinate 
und  M  der  Theilpunkt,  die  Proportion  stattfindet: 

so  liegen  die  Theiipuokte  M  auf  einer  Ellipse,  welche  besondere 
Eigenschaften  imt,  von  denen  einige  hier  angeführt  sind: 


Digitized  by  Google 


364 


Üikungsaufgaben  für  ScMer, 


31)  Die  blfferm  iler  beiden  Halbaxes  i«l  glefch  der  Seile 
des  dem  grqMen  Azenlcreie  (deseen  Dorebmeeeet  die  grosse  As» 
der  Ellipse  ist)  einbescbrtebenen  Zehnecks. 

32)  Die  Seite  des  dem  sprossen  Axeiikreis  einbeschriebeneo 
Fünfeck«!  ist  80  gross  als  die  halbe  Seite  des  dicBeni  Kreis  um- 
schnebeneii  Fünfecks  und  die  Seite  de^  dem  kleinen  Axenkreit» 
(dessen  Durchmesser  die  kleine  Axe  der  Ellipse  ist)  etnbeschrie- 
benen  Zehnecks  zusammen. 

33)  Der  Punkt  auf  dem  Umfange  der  Ellipse,  dessen  Kruni- 
mnngskreis  gleichen  Inhalt  mit  der  Ellipse  bat,  besitzt  folgende 
Eigentb0nilicbkeiten : 

a.  Der  Halbmesser  seines  KrOmmoRgskrelseSt  der  Abstand 
seiner  Tangente  sowohl,  als  auch  seiner  Normale  vom  Mittelpunkte^ 
derjenige  Halbmesser  der  Ellipse»  welcher  dem  nach  diesem  Punkt 
gesogenen  konjngirt  ist,  sind  unter  einander  gleich  und  so  gross 
als  die  Seite  dei«  dem  grossen  Axenkreis  einbescbriebenen  Zehnecks. 

b.  Dio  Taneonte  dieses  Punkts  bildet  mit  den  ( \  crlfincrerun- 
gen  (ict)  heulen  .Vxcn  der  Klüpse  ein  rechtivinkli^t-s  Dreieck, 
dessen  Cathcten  beziehungsweise  gleich  der  Seite  des  dem  Cros- 
sen Axt'iilvrcis  t'iiibeschricbenen  Fünlecks  und  gleich  der  haiben 
Seite         (liebem  Kreise  umbesthriobencn  Fünfecks  sind. 

c.  Dasjenige  StOck  der  Normale  dieses '  Punkts,  welches 
zwischen  demselben  und  dem  Durchschnitt  mit  der  grossen  Az» 
liepit,  ist  gleich  der  Seite  des  dem  kleinen  Axenkreis  (dessen 
Durchmesser  die  kleine  Axe  ist)  ein  beschriebenen  Zebnecks. 

d.  Die  Normale  dieses  Punkts  bildet  mit  den  Axsn  (oder 
ihren  Verlängerungen)  ein  rechtwinkliges  Dreieck»  dessen  Cathe^ 
ten  beiiebon^sweise  gleich  der  Seite  des  dem  grossen  Azenkrefe 
einbescbriebenen  Fünfecks  und  gleich  der  halben  Seite  des  die- 
sem Kreis  umschriebenen  Fönfecks  sind.  Die  beiden  Segmente 
der  Hypotenuse  sind  gleich  den  Halbazen  der  Ellipse. 

e.  Der  Mittelpunkt  des  diesem  Punkte  entsprechenden  Kriim- 
iDungskreises  lilgt  auf  dem  Tmfange  der  Ellipse;  nir  nennen  ihn  E. 

34)  Der  Punkt  E  der  Ellipse  bat  folgende  Eigenschaften: 

a.  Der  nach  ihm  gezogene  Halbmesser  der  Ellipse  ist  gleich 
der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  einbescbriebenen  Zehoecks. 

b.  Er  Iheilt  dasjenige  Stück  seiner  Tangente,  welches  zwi- 
schen den  Verlängerungen  der  Axen  etilhaiten  ist.  in  zwei  Theile, 
vrovun  der  Eine  gleich  der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  ein- 
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beschriebenen  QiiaHrafs  ist,  wnhrenH  der  Andere  gleich  df-r  Seit« 

des  d^m  kleinen  Axenkreise  eiobeechriebeDeo  Quadrats  iet 

e.  Seine  Tangente  bildet  mit  den  Terllngerten  Azen  der  Ellipse 
ein  Dr^leek«  deaeen  kiele«  Cathet«  gleich  der  Seite  den  dem 
kIMaeo  Azenkreis  et&besehrlebeneo  Zebaecka  lat 

d.  Das  rechtwiiikliche  Dreieck,  welches  die  Tangente  dieses 
Punkts  mit  den  verlängerten  Axen  bildet,  ist  kongruent  dem  Drei- 
eck, «reiches  die  Norniale  desselben  mit  den  Axen  bildet. 

35)  Die  Tangente  des  in  33)  genannten  Punkts  (dessen  Krüm- 
mungekr«!«  gleichen  Inhalt  mit  der  Ellipse  hat)  achneide  die  Ver- 
l&ngening  der  kleinen  Axe  in  T  und  diejenigen  zwei  Tangenten 
der  Ellipse,  welche  dieselbe  in  den  Endpunkten  der  grossen  Axe 
berfibren,  in  L  und  V  y  so  ist  TL:=z  TV  ■=.  der  Seite  des  dem 
gressen  Axenkreis  ein  beschriebenen  Ffinfecks.  ßescbreibt  man 
f«n  T  als  Mittelpunkt  mit  dieser  Linie  ala  Halbmesser  einen  Kreis, 
00  geht  derselbe  durch  die  beiden  Brennpunkte,  dufch  E,  und 
schneidet  die  Verlängerung  der  kleinen  Axe  in  denaelbeo  Punkte 
aiit  der  Tangente  too 


Bf  i  8  c  e  1 1  e*ii. 


Der  eigentliche  Erfinder  de«  «o^enannten  VoIIer- 
schen  M.  s.  Archiv.  Tbl.  J^XXl.  ISr.  XXVil.  S.  449. 

Durcb  einen  verehrten  matbeouitiscben  CoUegen^  dessen  Wahr- 
heitsliebe auaaer  allem  Zweifel  lat,  bin  leb  unter  dem  SLlffira  1802  . 
ia  Kenntniss  gesetxt  worden»  daaa  der  Im  Archiv.  Tbl.  XXXI. 
Nr.  XXVII.  S.  449.  inerst  pnblicirte  vnd  dann  auf  verschiedene 
Arten  bewiesene  sogenannte  Vßller'acbe  Sata  von  Herrn  MS- 
biua  ia  Leipzig  gefunden  worden  und  durc;|b  eine  Verkettung 
heaonderer  Umetlnde  inr  Keontolaa  dea  nun  berelta  veratorbenen 
Voller  gelangt  ist  Vi^enn  dleaer  Leiatere  aieb  auch  Jet«!  nicht 
oiebr  verantworten  kann»  ao  nehme  ich  doch  nicht  den  geringsten 

Theii  XXXVIII.  24 


MUctUai. 


Anstand  ,  die  mir  Seemächte  Mittbeiliin^;  nach  dem  heütimmt  gegen 
mich  aus^f  '^proclierieii  WuD»che  zu  veröffentlichen,  da  deren  Rich- 
tigkeit durch  mehrere  in  jeder  Beziehung  wahriieitHliebeiide  utid 
hüch^t  achthare  Mathematiker  verbürgt  werden  Laim,  die  auch 
über  die  Art  und  Weise,  wie  Vuller  zu  der  Keniitnib« 
8atzes  gelaugt  i^t,  voil8tandig  Aunkuiift  zu  geben  im  Stande  «lud 
und  mir  zu  geben  die  Güte  gehabt  haben.  ISumen  ?.u  nennen  ist 
80  lange  niHiüthig,  al»  nicht  Monstige  Reclamationen  eingehen,  um 
so  mehr,  weil  Mübiii8  bei  seiner  gruäi^ien,  allgemein  bekannten 
lieächeidenheit ,  —  der  jedesmaligen  Jiegleiterin  grossen  wiKseo* 
8chaltlichen  Verilien.<«te«i,  —  es  verschmäht  bat,  8elbe«t  einen  Schritt 
zu  thun,  um  i^ich  den  Betsitz  des  Satzes,  der  aUo  von  jetzt  ao 
nicht  mehr  der  V öller'scbe,  sondern  der  Mübius'sche  Sats 
heissen  wird,  zu  sichern.  Mir  bat  es  besondere  Freude  gemacht, 
Vorstehendes  im  Interesse  eines  der  verdientesten  deutschen  Mathe« 
niatiker  hier  Teruffentlichen  zu  können, 

Greifewaid  deu  2.  Mai  1862.  Grnnert. 


Vua  dem  lierauage ber. 

Ich  habe  frfiher  mehrnialSf  auch  in  dieaem  Archive,  dmaf 
bingewieaaa,  das«  die  Bezeichnung  ein  V  ain^*  o.  a.  w.  eiie 
gaoa  verfehite,  ja  aeihst  schfidlicbe  aei,  tind  den  Wonach  tut- 
gesprochen »  das«  man  sich  derselben  gans  enCbalten  nCge.  Et 
scheint  nicbt^  daaa  meine  Worte  Beachtung  gefunden  habet. 
Deahalb  fren't  es  mich  um  so  mehr,  daaa  Gauss  in  einem  Briefo 
an  Schumacher*)  den  meinigen  ganz  ähnliche  Ansichten  aiu- 
apricht;  und  da  vielleicht  die  Worte  dieses  grossen  Matbemati- 
kers  mehr  fruchten  als  die  meinigen,  so  tbeiie  ich  dieselben  nach* 
ateheod  mit.  Unter  dem  23.  öeptemher  1839  achreibt  Gais« 
an  Schumacher: 

Aehnlicbes  gilt  von  der  Schreibart  ^in^gn.  |ch  finde  diese 
Schreihart  aller  Analogie  zuwider,  da  die  Analof^ie  sonst  ein  an 
die  Spitze  gesetztes  ^  als  eine  Abkürzung  Jiir  doppeltes  Schrei- 
ben des  njiehst  vorhergehenden  erfordert**),  also  sin'9  =  sin(siii9>). 
Die  Schreibart  sin ^9  wird  allerdings  von  angesehenen  Namen  ge- 


*)  M.  s.  duii  kur/.lich  eracIiieDenen  dritten  Bund  des  Hriefireell« 
■  eis  xwitchen  C.  F.  Guutt  aud  H.  C.  Schumacher.  Heran- 
gegeben  von  C.  A.  P«  Peters.  Altona  IM.  S.  SM. 

^  Ich  seibtt  habe  Irüfaor  achmi  oft  genug  eo  JJ^^^J^f  ^S^B^jr, 
n.  St  w.  ariaaert.  Q. 
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biMcblt  wie  Laplaee  ond  PoUsoo  and  ist  an  sieb  gut  ge* 
meint,  neinüeii  einer  falechen  intoq|Mretafioii  fenubeegenj  damit 
man  da»,  iras  (sin  9)*  i^etn  aoli,  niclit  ala  ein  ainC^}*  veratehe, 
wenn  man  ein  9»*  adilechtiiin  jicbreibt.  Aber  vnter  ]000  Fällen  kommt 
die  letztere  Bedeutung  nicbt  £inmal  vor,  es  kann  gewiea  ein  Miea* 
Terstfindniae  nie  eintreten,  und  wo  ein  solches  denkbar  vrSre,  lat 
es  weit  besser,  durch  eine  Parenthese  (u-ie  oben)  vorzubeugen, 
nie  ein«  dnrebaae  enaJogisch  unrichtige  Schreibart  anzu- 
wenden. Ich  erinnere  mich,  dass  Herschel  sich  auch  einmal 
nacbdrflcklich  gegen  die  Schreibart  sin '9  ericlärt  hat.  Bessel» 
der,  wie  mir  scheint,  auf  correctes  Formelnadireiben  etwaa  hält, 
schreibt  meines  Wissens  nie  an.** 

mschten  doch  diese  Werte  des  grOsaten  dentaehen  Mathe* 
roatikers  dain  dienen,  daas  die,  welche  auf  diesen  letsteren  Name« 
an<eh  Anspruch  an  machen  Hecht  bu  haben  glauben ,  sieb  die  in 
Rede  stehende  ganz  unnütze  und  überflüssige,  ja,  wie  ich  frühM 
deutlich  dargelegt  zu  haben  glaube,  seibat  schädliche  Nachäfferei 
der  Franzosen,  —  bei  aller  Achtung  vor  denselben  als  Meister  in 
aaserer  Wisaenschaft,  —  endlich  abgewohnten.  Die  Sache  ist 
gar  nicht  so  unwichtig,  wie  sie  auf  den  ersten  Anblick  zu  sein 
scheint,  und,  was  den  Ulitorricht  auf  der  Schule  betrifft,  so  w^ire 
sehr  zu  wünschen,  dass  besonders  hier  auf  irgend  eine  Weise 
eine  Uebereinstimmung  herbeigeführt  und  die  Schreibart  sin ^9 
ganz  abgeschafft  würde. 


Beweis  des  berfihmten  Auadrneks  von  Wallis  flr  «. 

\       d e in  ii e  r  a  u  a ^  c b  e r. 

Als  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  beetimmten  Integrale 
mag  sich  der  folgende  Beweis  des  von  Wallis  gegebenen  Ana* 
dmcka  für  n  empfehlen.  • 

Nehmen  wir  den  Bogen  x  swiechen  0  nnd  i«»  ae  tat 

aiii4P  9  V  i  —  eesdr', 

vnd  felglieb 

n  n 

r   sia^&Ks:  ^  hmV  1— cos«*« 
e  *o 

Nun  ist  aber: 


In  Fraakraicb  allgemeis» 
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§ 

^ Binjrdx= — cobj;,  also  fs^xuxbx^X» 

o 

Ferner  ist  nach  dem  Binomischen  Lehrsätze,  dessen  Anwendung 
hier  verstattet  ist*),  wenn  wir  die  Binomial-Coerficienten  Auf  b^ 
kannte  Weine  b«aeicbDeo: 

also  nach  einem  bekannten  6atze  der  Integralrechnung: 


n 


o  o  O  0 

*^  • • •  • 

Nacb  einer  bekannten  Reductionsfornel  int  aber: 

=  iSi  + 

uod  folglich: 

/l  2«  —  1  /*? 

con«*^=-2^  /  *  «ea«*"-^«, 

also  durch  «»uccesstve  Anwendung  dieser  Formel: 

*  *  5. 

/•  2ii  — I 

eo«jr*«d«  gg   2^    #  coa«*^*at, 

/*   cosa-*«-*9j?=|~^  cosa:*^*8jr, 
o  o 

/e  3ii*^6 

o  0 

n.  n.  w. 

«  n_  »    ,  « 

O  «I  O  0  ' 

O      t.  Avchiv.  Tbl.  VUl*  S.  SM.      I.  an4  Jk  IL-A 
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folglich,  wenn  man  auf  beides  Seiten  multiKlicirt  und«  aj|^f bebt; 
mtm  sieb  anfheb^n  lässt,  weil 


ff 


eM«>-aars  — 2XO:..Tä5  ff  * 


Führt  man  ouo  dies  io  deo  obigen  Anadrucic  von 

■ 

n 

—  CO««' 


o 

<»n,  so  ergiebt  sich: 


Nm  ist  ab«r: 

I    Wi  ..+(i>.. 3  4  - 2  2  - 2.4'  2.4  ~  0^^"^4.4^  -ff.4.4.4' 

\^(X\   lx/i\-  /IV  ^3.5  _  1.3.3.6      1.3  1.3.6 

Wft  +  lt;i.2.4— «Ä-2.4.6  ~"  2.2.4.4  ""OTeäTO 
_  IL  3. 3.5         1  1.3.3.5.5.7 
"2.2:4,4^^  '~ß.6^~2.2.4.4,6.6* 

1.3.3.5.6.7      1.3.5  1.3.5.7 
^'2.2.4,4.6.6    2.4  .6.8"  2T4T6T8 
_1.3.3.5.5.7.       l  1.3.3.5.6.7.7.9 
""2.2.4.4.6.6^*~0'-"  2.2.4.4.6.0:»' 


Ire  Dim  MÜm  erhellet»  wie  nu  aef  dieee  Art  welter  geben  kene» 
die  Art  der  AoweodnDg  der  bekeenteo  BeroooIirecheD  SeMoee- 
wtite  euch  ftr  M  klar  iet 


Digitized  by  Google 


570  MiMceUen* 
Setsen  wir  nun 

1.3  1.3.5  .  1.3.5.7 

und 

1.3  ,  l.3.6....(iil— I) / 

M  tot  nach  VorliergelieBdeiii 

_  1.3.3.6 
1.3.3.5.5.7 
^  1.3.3.5.S.7.7.9 
u.  s.  w. 

'  1,3.3.5.5.7....  (2^-1) (2;&-l)(2^-fl) 
2.2.4.4.676....  (2A—2).2A.^  ' 

und  folgilcb: 

^     _  1.3.3.5.5.7....(2;fc-l)<2ifc~l)(2A:-H) 
iS=Lim     2.2.4.4.6.d-...(2*— 2).2*.2Ä 

fQr  eio  to'a  Unendliebe  wachsende«  Ac. 
Ddier  Itt  nach  dem  Obigen; 

/T      ^                        1.3.3. 5.5.7^., (2i&-l)  (2^-1)  (^il) 
aarVl-c^sjLim  2.2.4.4.6.6..0^2).2ifc.2ft  ' 
o 

und  folglich,  «rtU 

and  das  erste  dieser  beiden  Integrale  die  Ebbeit  ist: 


,             1 .3.3.5.5.7....  (2A:~1)  (2^- 1)  (2Jfc-H) 
 «.2.4.4.1^^..^  <2&^iD.  2^.^  ' 


also 
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» 

«_   2.2.4.4.6.6...^(2A-2).2A'.2ife  _ 

j—  Lim  j  3     g  ^  j  i  j  ( J  /.^  l )  ( 2Ar+ 1) ' 

immer  anter  A%t  VoraMetiimg,  dw     in's  UnendUche  wichst. 
iS«Ut  man : 

1 .3.3.6 .0. 7 ...  (2ife- 1)  (2ife- 0 ' 

älio 

2,2.4.4.6.6  ...2ife.(2A^g)(2ifc-f  2)  , 
1 .3.3.0.5.7 ....  (2Ä  + 1) (2^+  I)  (2ifc  +  3) ' 

Mist: 

(2^-t-2)(2X=-f2) 
~  (2ifc  +  i)  (2^  +  3)  ^  * 

aber: 

(2*+2)  (2ä^.8) =i(2*  + 1)  + 1  3)  ^  1 U 

ttod  foigiichs 

(5*+^(aH.2)=(2*+l)(2ife+3)  +  l, 


(2Ä  +  2 }  ( +  2)  >(2A  + 1 )  (2A:  +  3) , 

daher  iminer 

ao  daes  also»  weim  k  ln*e  Uneadliebe  «Htelwt»  aU  inet  A  Im 

Wacltö«ii  der  Uränae  j  nihart. 
WeH 

(2Ar  +  l)  (2A-f3)-t-l», 
(2jfe+l)(2^+3)  ^ 

M,  ee  fats 

and  der  Uotaracbied  Pk^f^Pu  nimmt  also  aehr  scbneU  ab,  treil 

n 

Pi  Dtamala  grOaaer  ala  2 

^ia  aaderar  Bewiis  aldialeot.) 


Anfrage  und  Anfforderongt 

Von  Herrn  Profctsor  Dr.  Wittatein  in  llfianover. 

Die  EiindoBg  dea  Stereaakope  bietet  Ittr  den  Untenlcht  In 
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• 

der  Stereometiie  oiMi.  dc8cri|»tiveD  Geometrie  ein  ee  wMtAnm 
Hfilfemittel,  lUee  daeeelbe  heittigee  Tagee  nirgends  mebr  Mlen 
neltte.  Nicht  nnr  ereetit  ee  In  Tieten  FSlIen  eine  Modeltenvm» 
long*  eendern  flir  gewisse  Fälle,  insbesondere  (ilr  Linear- Coa- 
etructionen,  leistet  ee  nocb  ein  Eriieblicbes  mehr.  Icheelbet  helM 
mir  eine  Ideine  Gruppe  stereo8lui|iiecber  Zeichnnngen  iüt  deo 
genannten  Zweck  theile  selbst  angefertigt,  tbeile  unter  meiner 
Leitung  anfertigen  lassen  und  davon  die  besten  Erfolge  geliabt. 
Da  aber  die  Herstelluhg  solcher  Zeichnungen  eebr  neitranl»end 
ist»  eo  erlange  icl|  n^ir  bierdureb  die  Anfrage  { 

Ob  vieileiebt  neben  irgendwe  Sammlnngen  etereeekopl- 
eeber  Zeiebnongen  flir  Sfereonetrie  vnd  deacriptive  Gee- 
meMe  bioflicb  su  beben  sind? 

Ich  zweifele  nicht  daran,  dass  der  Berr  Herausgeber  de« 
Archive»  jeder  Mittheilunc;  hierüber,  bei  dem  allgemein en  Interesse« 
welches  die  6ache  ohne  Zweifei  bat,  gern  einen  Raum  rergdn- 
nen  wird  *)• 

Sollten  eelche  Icflufllcbe  Sammlungen  noch  nicbt  eadstiren, 
wie  ich  faet  beflirebte,  eo  mochte  ich  die  AufTordemng  an  alle 

Diejenigen,  welcbe  (\azu  geneigt  sind«  binzufCigen,  eine  solclie 
Sammlung  der  Oeffentlicbkeit  nicht  vorr^uentbalten.  Sie  werden 
sich  dadurch  gewiss  von  vielen  Seiten  Dank  erwerbet^  Die 
Zeichnungen  mdssen  natürlich  streng  nach  den  Regeln  der  Per* 

spective  entworfen  n-errlen.  Nach  njcirten  Errahrnnij;en  nehme  ich 
die  Distanz  der  beiden  Allgenpunkte  zu  tHJ  IVliliimeter .  so  dass 
jedes  der  beiden  Bilder  durch  ein  Quadrat  von  gleichfalls  ÖO  iMm. 
Seite  eini»erahmt  wird.  Der  Abstand  des  Auges  vom  TaMeau 
kann  gleichfalls  zu  60  Mm.  angenommen  werden.  Die  parallactische 
Verschiebung  der  beiden  Bilder  muss  mindestens  5  Mm.  betrai^eo, 
so  dass  die  cleichlautenden  Funkte  der  beiden  (ürundrisse  und 
Aufrisse  höchstens  55  Mm.  von  einander  entiernt  sind.  Doch 
'will  ich  durch  diese  Andeutungen  anderweitigen,  vielleicht  besse« 
^     reo  Erfahrungen  nicht  vorgreifen. 

*)  Ver«teht  aich  von  selbst.  G. 
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XXXIII. 

Ueber  die  «wischen  den  Seilen  und  Diagonalen  einCvS 
jeden  Vierecks  Statt  findende  Relation. 

Von 

dem  Herau.sgeber. 


Indem  vieles  ^tchülle  etithaltcndeii  Cambridge  atid  Uulilin 
iiiii  tli  enta  tical  Journal  sfiess  ich  netifich  in  einer  älteren  INuiu- 
mer  (No.  XVI.  M  i\  1848.  p.  150.)  zu^allif;  auf  eine  «lanz  kurze 
iJeiläll^l^e  Noti/.  uImt  eine  von  Herrn  Saluion  herrührende  Ab- 
leitung der  zuischca  den  St-iten  und  Diagonalen  eine«  jeden  V'ier- 
ecks  Statt  flndenden  Relation,  ohne  alle  weitere  Angabe  des  Orts, 
wo  dieselbe  sieb  findet.  Dadurch  wurde  ich  zu  den  fotgendeo 
Betracbtongen  and  Rechnungen  veranlasst,  welehe  ich  hier  mit« 
tbeile^  weil  ich  den  Gegenstand  fiir  bemerkenswertb  und  —  .wenn 
aoeb  allerdings  schon  bekannt  —  doch 'weitere  Bekanntwerdong 
im  Interesse  des  Unterrichts  verdienend  halte,  wobei  es  sich  von 
selbst  Terstebt,  dass  das  Verdienst  der  Erfindung  ganz  Heim 
Salmon  gehfihrt. 

In  et^v;!^^  allgemeinerer  Aufla^isung  als  die  hiopse  Hetrachtuno; 
eines  Viereckis  zulässt,  wollen  %vir  nn.s  ein  l>eliehii;es  Drc  ie(  k 
ABC  denken,  und  die  Seiten  ßC^  CA,  AB  de-sselhen  nie  i.'e- 
wöhnlich  respective  durch  a .  //.  c  bezeichnen.  Tritt  nun  zu  den 
drpi  Punkten  A.  Ii,  C  cir»  lieliciii^rer  vierter  Punkt  I)  hinzu,  so 
sollen  dessen  Kritleriiunien  DA,  DB,  D(^  von  den  Punkten  A 
B,  C  resj)ccti\c  «liMcli  «.  j3,  y  bezeichnet  werden.  Wird  die 
Fisrur  ABCD  als  ein  Viereck  aufgefasst,  so  siinl  ri ,  <•  «,  )'  die 
Seiten  wnd  6,  ß  die  Diagonalen.  Die  Winkel  ADD,  DDC, 
CDA  in  den  eben  ho  bezeichneten  Dreiecken  sulien  ret^pective 
durch  a-,  y,  z  bezeichnet  werden. 


374  firunwri:  Relation  mpiaekem  dem  SHim 

Nach  eiBein  allgemeiD  bekannten  Snti«  fndet  swiadieB  Mt 
beliebigen  Winkeln  oder  Bogen  x,      %  immer  die  Gleicbnog 

1  —  cos    — cos^^  —  cos  2^  -f  2     ^     if  * 
=  4oiBK«  +  y  +  f)eiBi(— «  +y  +  *)eio4(jr-y + t)8i«|(«  +  y-i) 

Statt;  im  vorliegenden  Falle  ist  aber  offenbar  iioiuer  eine  der 
Gleicbungeo 

erfüllt,  also  uach  der  vorstehenden  allgemeiaeo  Uelation; 

1 — CO«    — eoey* — eoes*  -f  2eos  «  eoeircoex  s  0. 

Weil  Tiun  nach  einer  bekannten  Grundformel  der  ebenen  Trtgo* 
oometrie 

cos;i?=      2^       ,    cosy  =  — ^j^^  ,    eo.,  =  i— 

Ist,  8o  erhält  man  aus  dem  Vorhergeheuden  unmittell»ar  die  fol- 
gende Relation: 

4«^  4/JV 

+  4a»^V 


oder: 

welche  sich  auf  verscbietiene  Arten  umgestaiten  lässt. 

Mittelst  ieiehter  Reehnnng  leitet  man  aus  dieser  Gleicbnng 
die  folgende  ab: 

4aS^-2  —         y«)«««  4- 2(|S«  +  y-^)a'2a«—  , 

-(«•+^)(/J«+y«)6« 
-(^  +  y*)(y*  +  a«)c* 
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Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  abersieht: 

also: 

Feraer  ist,  wie  man  eben  eo  leicht  «ogleich  ündet: 
Endlich  ist  effenhar: 

Also  hat  man  die  folgende  Relation: 

LSsst  man  den  Punkt  /)  mit  dem  Punkte  C  zusammeDtaUen« 
sn  ist  a  =  b,  ß=a,  y  =  0:  und  die  vorstf  heTirle  Gleichaog  ?«• 
iiucirt  sich  aut  die  itientität  ü=:0,  H-ie  man  leicht  findet. 

Ist  D  der  Mittelponict  des  oni  das  Dreiech  ABC  besehrle» 
beseo  Kreises,  so  ist, Veno  wir  den  Halbmesser  dieses  Kreises 
durch  r  heseichnen,  im  Obigen  «=s/7=:ysrzn  setsen,  wsdnrch 
man  die  Gleichung 

(2««Ä« + 26  V»  +  2c««« — -  6*  -  c*>r« — ««6«c*  =  0, 
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also 

übe  ! 
oder  nach  einer  bekannteu  Zerlegung:  1 


r  = 


W(a  +  A  +  c)(- a  4  6  +  c)(a— 6  +  c)(a  +  6— r) 
wie  anderweitig  geougeam  bekannt  ist»  erlifilt. 

Wenn  AB  CD  ein  Parallelogramm  i^t,  so  ist: 
BCssa,    CA^b,  ABszci 

DA  =  a=za,    DB  =  ß,   DC=Y  =  ci 

und  auA  der  obigen  allgemeineo  Gleichuiig  ergiebt  sieb  also  » 
diesen!  Falle  die  Gleichuog: 

Der  Ton  6  aoabbSnglgc  Tbeil  in  diener  Gleiehun^  ist: 

Der  yen  b  abbftngige  Thell  ist,  wie  man  leicht  findet; 

Also  ist  die  Somme  beider  Tbeile: 

(y«-««)^/S*-2(y*+«*)} 
+  \  (y»- «•)«-/Jt[jJt-2(y« + ««)]  1 6»-  /»^ 

=  Uy»  -  a^f'  -  jS^Ö-^  { I  ^  +    — 2(y«  +  ««)  U 
ünd  folgllcb: 

i  (y2_  „ü^i  _  ija^«  U  /S«  +  6«  -  -iCy^i  +  c«) }  =  0 , 

welebe  Gleicbaog  man  aacb  unter  der  Form 


Digitized  by  Google 


UHä  UiagomUeH  eines  jeden  Vierecks.  877' 
oder  unter  der  Form 

^cbreibeu  kano. 

BeMicbaen  wir  den  woo  den  beiden  Diagonalen  de»  Pteal- 
lelogramms  eingeseliloMwnen  Winkel,  welcher  der  Seite  a  gegen- 
über liegt,  durch  9;  eo  {et  nach  einer  i>elunnlen  trigonemetriaehen 
Formel : 

ea.y  =  ,   _eoB^p—  • 

dso: 

K6a+/9a)_(eH^^O 

oder 

Wäre  nun 
ako: 

2(a«— c«)  =  ±26jS, 
80  wäre  durch  Addition  und  Snbtractioo: 

oder 

Dod  ee  vrflrde  folglich  offenbar  Immer  eine  der  beiden  Gteichnngen 

a  =  i6+tf»  c  =  i6  +  ij3 

Statt  finden,  weichee  dem  Satze  wiederapricbt,  daes  die  Snmme 
tweier  Seiten  elnea  Dreieeha  immer  grOaeer  ala  die  dritte  Seite 
ist  Also  icann  nicht 

(a«— c*)«  =  6«/3»   oder   (a«  -  c*)«  -  6^^*  =  0 

»ein,  und  aua  der  Gleichang 

I  (o2-c«)-62/J«U6«  +       2(««  +      =  ü 

folgt  alao: 

6«  +  /J«-2(a=^  +  c»)  =  U   oder   6^  f  ^  = '2(a«  +  c«) , 
Huriü  iler  bekaiiute  Sat%  ausgesprochen  tat,  dass  die  Summe  der 
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Quadrate  der  vier  Seiten  eines  ParallelogramiBe  der 
Quadrate  eeioer  beideo  Diagenaleo  gleich  iet 

Natürlich  mti^sen  sich  auch  die  bekannten  Heiationen  zwi- 
schen den  Sölten  und  f Ha^onalen  eines  in  den  Kreis  beschrie- 
benen V  iüiecLij  UU8  der  obiu't'ii  allgemeinen  (»leicliuog  ableitso 
lassen,  was  ich  jedoch  der  küizc  wegen  jetzt  niclit  weiter  unter- 
suchen, sondern  dem  Leser  zu  ermitteln  uberlassen  will.  lodcM 
will  ich  beiläufig  bemerken,  dass  diese  Relationen  mittelst  4cf 
Formelo  der  ebenen  Trigonometrie  ungemein  leicht  auf  folgttdr 
Art  erhalten  werden  kitnnen»  Weno  nämlich  das  Viereck  ABCI^ 
ia  einen  Kreta  beaebrieben  bt»  ao  bt 

aJUo^  weno  wir  die  Winkel  des  Vierecks  der  Kfirze  wegen  ble« 
durch  deaaen  Ecken,  an  denen  sie  liegen,  bezeichnen: 

ceaB-|-€oal>=0,  coa<^-|>ooaC  =  0; 

folglich  nach  einer  bekannten  Grimdformel  der  ebenen  Trigono- 
metrie: 

gS  4-  C»  — ^         +  y^  — ^«  _ 

oder: 

<7  (o* + c«  -  ö*)  +  ec(o* + — 6«)  =  U , 

und  hieraus: 

(au + ey)<«r  -f  e«)  =s  6*(flc + cry ) , 
(fw  -i-  cy)(ac  -I-  oy)  =  /J*(oy + ea) ; 

woraua  durch  Multiplication  und  Division,  wenn  man  aufhebt, 
was  sich  aut heben  lässt,  die  beiden  Gleichungen: 

eder 

alao  die  befden  bekannten  Gleichungen: 


Digitized  by  Google 


Geriin9:  IM.  OtMuigk,  dir  Ftmcikmm  bedingter  ßeobaeki.  379 


erhalten  werden,  eine  Darstellung,  die  sich,  nie  es  mir  scheint, 
durch  ihre  Leichtigkeit  empfiehlt,  und  bei'm  ("nterrichte  zweck- 
nässig  al«  (Jehungs-Ayfgabe  benutzt  werden  kann. 


lieber  Genauigkeit  der  FuadioDeo  bedingter  Beeb- 

achtuogen. 

(Fünfter  Nachtrag  «tr  AuagidebongireeliiinDg)'^). 

lleiiMi  Geheinit'it  Hofrath  Professor  Dr..  Gerling 

in  Marburg 


Je  weiter  die  Hoffnung  zurücktritt,  dass  ich  selbst  noch  eine 
zweite  verbesserte  Auflage  meines  Buches  über  i\usgleiohnn^s- 
recbnung  zu  besorgen  haben  würde,  um  so  lebhafter  tritt  mir  die 
Pflicht  entgegen,  die  Verbesserungen,  deren  das  liueh  bedarf, 
zur  Benutzung  für  meine  Nachfolger  zu  samnieln,  tind  die  weseot* 
iichsteo  derselben  in  I\achträgen  zu  veröffeatlicheu. 

D«r  letsta  dieser  NachtrSge  beri^shtigte  nur  einen  Vortrage- 


*)  Dt«  fralMren  Vlaiilitrigo  Men  lich  in  dieM»  Archiv  Theil  VI. 
8^141  and  8.875,  to  wi«  Tlieil  XXV.  S.  219.  Auch  gehört  hierher  ci- 
nigorinaassen  eine  mehr  polemische  MUttlieiliing  in  Sehlömilch  und 
Wils« eil ni«  Zcitachrift  Iii.  S.SST. 
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fehler,  Aber  welcheD  ich,  wie  es  zu  i^cheben  pflegt,  wene  aas 
liber  «eine  eignen  Bucher  liest,  Jahre  lang  wegdocirt  hatte,  the 
mir  die  Miss  Verständnisse,  ta  weichen  die  Worte  des  Buchet 
einen  Leser  ftihren  Iconnten,  ▼ollstSndig  klar  wurden. 

Bill  iliiilicher  Fall  litidet  .sich  mm  im  $.74.,  wo  hei  einem 
Le^er    allcrdiunü    leicht   tlas    Missver.stiindnisis   er^tsfehen  IvLinh. 

CT» 

dessen  Andeutung  ich  dem  Herrn  Prnfeyjsor  B  ;i  u  r  in  i?»tüli^aft 
verdanke,  al«  sei  S.'227.  nuch  van  den  nach  §.59.  berechueten 

V  der  wirklichen  Beohachtungen  die  Rede,  ««tätt  da8s  hier  die 

V  der  fingirten  Beobachtungen  gemeint  sind,  weiche  su  dm 
mittleren  Fehlern  gehören. 

iNachdem  ich  nun  wiihreiid  nielner  letzten  X  orlrsuti.:  auch 
nuch  aulnierk^ani  daraut  geworden  bin,  da»»  «ich  durch  <  ific  üm- 
stelliinir  drr  Satze  auf  S.'2'}7.  und  S.  2'28.  der  Vortrag  lirdfutend 
übersiclitJii  her  mrjrhen  las.st.  glaube  ich  folgende  verbesserte  Ke- 
dactiun  der  betreliendeo  Stelle  geben  2U  niüt^sen. 

Zuerst  ist  S.  225.  Z.  15  t.  o.  swisclien  die  beiden  Sitie: 
SU  eioeni  Minimum  fachen*'  und:  „Um  also  von  dem  niitt> 
leren.... ein  neuer  Sats  einaoschalten,  welcher  lautet: 

Wir  niüssoti  uns  hierbei  alier  auch  noch  erinnern,  da>>s 
wir,  um  zu  den»  liegrifl"  der  mittleren  Fehler  zu  gelangen, 
nach  §.15..  10..  45.  und  61.  eine  zweite  Keihe  von  srleich 
vieletr  licdbiu  iitcnigen  linijiren  mns.sten,  welclic  mit  den  nirk- 
lieh  beobachteten  o  gleiche  tJenani^keit  hatten  und  eben 
um  die  mittleren  Fehler  von  der  Wahrheit  aljwitheii. 
Diese  tin^irtcn  Beobachtungen  nttii^ijisten  dann  :iu<  Ii  neue 
tc,  k,  p  und  [rrj  geben,  uelche  durch  dieselben  Bedingao- 
gen  und  Gleichungen  unter  sich  und  mit  ihren  Heobacbtun- 
gen  verhumlen  wären,  durch  welche  die  bisher  betrachteten 
und  endlich  in  Zahlen  dargestellten  tr,  Ä',  c  und  [rrJ  mit 
den  wirklich  ani;e»>tellten  i^eobachtungen  verbunden  ^iud. 

Sodann  hieiht  der  Text  de.«  Buch^  unverändert  Iris  su  der 
dritten  Zeile  von  unten  auf  8.220.  Von  hier  an  aber  geht  et 
nach  den  tiieichungen  Mr. 50.  foJgendermaassen  fort: 

Offenbar  sind  dieser  (ilcichnni^en  eben  so  viel  als  0. 
In  ihnen  ist  über  für  alle  diejenigen  O.  welche  in  (16)  und 
(17)  nicht  vorkommen,  /  =  0  zu  setzen. 

Nun  U'immt  es  also  nur  noch  darauf  an,  die  r  gebürig 
zu  be^^timraeii. 

Daxu  wissen   wir  aber,  dass  auch  für  das  jetst  xs 
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betrachtende  System  fiiigirter  Beobacbtangen,  weiches  die 
mittleren  Fehler  und  seine  neuen  w,  k,  v  und  [ro]  mit  sich 
bringt,  nur  solche  dO  zulässig  sind,  welche  specialisirt  und 
and  also  den  —v  der  6ngirten  BeobacbtoQgeo  gleich  ge- 
netzt, das  [rrj  f&'r  alle  za  einem  Minimum  machen.  Wir 
haben  also  in  (21)  wieder  au  differentüren,  indem  wir  als 
constant  betrachten*  und  erhalten  so,  wenn  wir  die  DitTe- 
rential  -  Gleichung  auch  gleich  specialisiren ,  indem  wir 
— ddO  =  de  eetzen : 

(22)      ü  =:     dr^  +  Ljdojj  +  L,dtJ, ^L^fiv^^.... 

Verglflkben  wir  dieeen  Anedruek  mit  unserer  in  }.  59.  er- 
füllten, ond  noch  bei  den  fingirCen  Beobaehtungen  als  ereilt 
zu  denkenden,  Gleiebnng 

(14)       0  =  Vj^d«!  +        +        -f  «4do« 

so  bemerken  \\\t  die  wichtige  Eigeiiücliaft  der  £»,  das»  sie 
den  r  der  iin£;iiten  Beobachtungen  proportional  werden 
müssen,   ^cuvn  wir  also 

X|  =  f.ei;  Ia|S=«.vs;   Z8  =  «.ea  u.  s.  w. 

und  substituiren  für  diese  e  ihre  Werthe  aus  den  auch  jetzt 
als  erfiilU  gedachten  Gleichungen  Nr.  44.,  so  erhalten  wir 
zunächst 

L,  =«.(o4X'j  +/'|At +  61^:3  +  ....), 
3s  «.  (tfflAi 'I- 6ft^ -I- csi^t  H*  •  •  *  *) » 

1/3  =  «.  {ti^ki    ^a^Ä  |-  <^a*i  -!-  ••  •  •}• 

Multipliciren  wir  sodann  In  diesen  Gleichungen  der  Reibe 
nach  jedes  L  erst  mit  dem  in  ihm  vorkommenden  a  und 
addiren,  so  erbalten  wir 

und  eben  so  nach  Moltiplication  mit  den  b,  e  o.  s.  w. 
[6X.]=f.([aÄl/ci  +[66]Ä,  +  I6cj^+..,.), 

[cL]  =  $.([ac\ky  +  [Ät  J/..^  f  [cc]Ä3  +  ....), 

d.  b.  weil  die  w  auch  für  die  tingirten  Beobachtungen  als 
d^rob  die  Ausgleichung  ▼erschwuaden  gedacht  werden  m0a- 
seo,  vermöge  Mr.  4d. 
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Zu  deotelben  Gleiebnngen  wiren  wir  alMr  aseb  gelangt 
weBD  wir  aas  den  GlMchuageo  Nr»  50*  auf  die  oft  angeAArte 
Welaa  für  \]LL\  ein  Miniinom  gefacht  bitten»  ioden  wb» 
oboe  welter  an  die  liogirten  Beobecbtaagen  and  derea  Zb- 
bebor  au  denken«  die  r  featgeatellt  bitten  ailttelat  de?  Gl«* 
cbangen 


£igeneeball  ansertr  Üt,  rermüge  deren  die  Feat- 
atellung  der  r  so  lu  f^escbeben  bat,  daas  [LL]=.j^  eia 

Minimum  wird,  eiithlilt  nun  einen  \n  ichtigeii  L  eh  rs  atz,  wel- 
chen wir,  ehe  «vir  weiter  gehet),  hifr  doch  erat  deutlich 
aaasprecben  vrolleo.   £a  ist  keiu  anderer  als: 

]>ie  Aesglelebong  der  bedingten  Beobaebtungen  bewiifct» 
daas  ftacb  die  Geneaigkeit  aller  mit  ibrer  Hfllfe  an  bt> 
reebnenden  Grössen  so  gross  als  mSglicb  wird. 

Substituiren  wir  nnn  zuletzt  aUo  in  ('23)  die  Werthe  der  L 
ans  Nr.  50.,  nn  erfi;\l(<  n  wir  endlich  cur  nuuieriscbcu  Be^tiv- 
maog  der  r  die  Gleichungen: 

V  on  hier  an  gebt  es  nun  mit  Nr.  51.  Tort  wie  Im  Roche  S.  228. 

Vorstehende  verbesserte  Hedaction  des  $.74.  erfordert  non 
consequenter  Weise  auch  im  folgeuiie»  §.77.  einige  Zui^ätze  und 
Abinderangen ,  welche  von  8.238.  hinter  den  Gleicbangen  (SÜD 
anfangend,  folgeudermaassen  ansabringen  sind: 

Diese  erlialten  %vir  hier  nach  fortwährend.  Dort  aber 
verglichen  wir  üie  mit  (14),  weil  dort,  aiieh  für  die  Üugirten 
Beobachtungen  und  ihre  neuen  iü,  k  und  r,  das  frr]  tio 
Alinirouro  war.  Hier  alicr  imihi»t>n  wir,  weil  nicht  mehr  [rr] 
sondern  [ft^vj  durch  unsere  in  70.  {gemachten  Arbeiten 
zu  einem  Minimum  gemacht  i^t.  und  wir  nur  unter  dieser 
Bedingung  unsere  o  +  p  für  die  O  setzen  durften,  dies  Alle« 
auch  ganz,  eben  so  aul  die  üugirten  Beobachtungen  uctd  die 
neuen  davon  abhängigen  VVerlhe  übertragen  werden  rouss, 
sie  nicht  mehr  mit  (14),  sondern  mit  der  in  §.  70.  errüllten. 
und  auch  Itir  die  fingirten  Beobachtungen  als  erfüllt  so  den- 
kenden, Gleichung 
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(lö)        0  =ipiVidci  -f/^csdr^-l-pirgdv,  .... 
vergloielicii. 

Dies  z«/gt  uns  nun,  da«B  die  L  den  pv,  also  die  LL 

den  ppv9  ood  die  ^  den  jivo  proportional  werden 

müssen. 

Dieselbe  Scblussrolgeroog,  die  uns  §.74*  durch  die  Glei- 
chungen Nr.  44.  und  Nr.  45.  zu  den  Gleichungen  (23)  führte, 
ffibrt  vn8  also  jetxt  durch  die  Gleichungen  Nr.  47.  und  Mr.  4& 
2a  den  Gieichongen: 

ah 


'cJj' 
V 

U.  0.  W. 


Wir  erkennen  nun  ebenso  wie  oben  (.74.,  dnee  nneh 

ein  Mininiuni  wird«  der  obige  wichtige  Lehrsatz 
also  auch  hier  gilt 

Von  hier  an  kann  es  sodann  im  Text  weiter  gehen  wie  iro 
Buche  S.  239.  mit  „Betzen  wir...." 
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Ueber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen. 

Von 

Herrn  ji*  ßfiej/emaun, 
Oberlehrer  an  «lein  kathel.  GyinnMiun  m  4er  A|io«telkir«he  in  Cölw. 


Mehrere  Jahre  tipnter,  nachdem  ich  mich  mit  den  Gesetzen 
der  Theilharkelt  der  Zahlen  etwa»  nHher  be8chiilti|^t  iialte  (s.  Ent- 
wickelung  und  Be^^ründnng  neuer  Gesetze  über  die 
Theilbarkeit  der  Zahlen,  neb*»t  Aufstellung  \on  Ta- 
feln über  die  Gesetze  des  Fortschreitens  der  zusam- 
mengesetzten Zahlen  vom  G  y  mnas  i  a  I  leb  r  er  A.  ^  iege- 
mann.  Programm  des  katbolischen  GyrouasiumsiD  COId. 
1848.)  wurde  ich  aufmerksam  auf  die  folgendeo,  im  d»  Tlieile 
p.  333.  des  Archlfs  von  Berro  Professor  Press  in  Stattgart 
ausgesprocbenen  SXtze: 

Eine  dekadische  Zahl  ist  durch  lOn  -f     theilbar,  wenn  der 

Cntersrhipd  zwischen  dem  ^rächen  der  letzten  Ziffer  und.  dem 
«laclicu  der  libriiren  Ziffern  diirch  10;»  f  «  theiihnr  ist:  sie  ist  durch 
10«  —  n  theillt;ir.  die  Mumme  aus  df»m  i/lacht n  <ler  !?^t?teD 

Ziffer  und  den»  nfachen  d*^r  übrigen  Zifl»  in  durch  10«  —  o  theil- 
har  ist.  (In  beiden  Fällen  bezeichnet  n  jede  beliebige  Zahl  von 
0  an  und  a  die  einfachen  Ziffern  von  0  bis  9). 

Weil  beide  Sätse  eine  genauere  Beatehong  babeo  an  meiner 
fnlhereo  Arbeit,  unteraog  ich  sie  einer  nibcren  Betracbtmg,  nod 
fand,  dass  sie  einer«telts  die  Allgemeinheit  nicht  haben»  in  trel- 
dier  sie  ausgesprochen  sind  und  raen  ihnen  andererseits  eine  gros- 
sere Allgemeinheit  geben  kann.  Dass  sie  nicht  allgemein  richtig 
sind,  zeigt  z.  ß.  die  Zahl  32964,  welche  nach  denselben  durch 
24  =  2 . 10  +  4  theilbar  sein  mus*;te ,  weil  3296  X  4  —  2  X  4 
=  13184  — 8=:  13176  durch  24  theilbar  ist,  wahrend  sie  durch  24 
dividirt  den  Rest  12  gibt.  Andere  Beispiele,  wo  der  Sato  nicht 
antrifft»  lieesen  sich  leicht  mehrere  finden. 
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Wenn  auch  seit  Aulstelhinc:  der  vSätzc  mehrere  Jahre  ver- 


zurückzukoninien,  wnii  sie  bisher  noch  keine  nähere  ErCrterung 
gefunden  haben. 

In  wie  weit  dieselben  bescbrftoltt  werden  mfleeen,  findet  man, 
wenn  man  zu  den  Beweisen  derselben  fibergeht,  und  bedarf  es 
sn  diesem  Zweclce  der  Betracbtong  nur  eines  derselben. 

Es  ist,  wie  die  AvsMning  der  OperafleBen  leicbt  ergibt: 


Da  nan  (lOit  -f    ^  durch  l(bi  4-  a  thellbar  ist,  so'  ist  aoeb  oN 


nnd  folglich  auch  N,  wenn  dazn  noch  IQii  -f  s  an  «  ond  10  rela* 
ttve  Primzahl  ist.  m^enn  aber  lOn  -f  <z  su  o  relative  Primzahl  ist, 
so  kann  a  weder  die  Ziffer  2,  noch  5  sein,  und  ist  daher  IQn-f  n 
filr  sich  schon  so  10  Primzahl.  Bezeichnet  nun  M  die  letzte 
Ziffer  der  Zahl  N,  so  ergibt  sich  der  Satz: 


Eine  dekadische  Zaiil  isf  durch  eine  andere  von  der  Form 
lü/i  ^-  n  tfieilbar,  %venn  rlio  Differenz  des  »«fachen  der  letz- 
ten Ziffer  und  des  r/lachtMi  der  übrigen  Ziffern  durch 
lOn  -f  a  theiibar  und  lOn  -f  a  zu  n  Primzahl  ist. 


In  der  Umkehrung  heisst  der  Satz: 

Wenn  eine  Zahl  N  durch  eine  andere  von  der  Form  lOn-l-it 
theiibar  nnd  a  nicht  ^0  ist,  so  istavcb  der  Unterschied 
des  nfachen  der  letzten  Ziffer  und  des  afachen  der  flbri- 
gen  Ziffern  dnrch  10»  -f-  a  theiibar. 

Bevreis.   Denn  ivoiite  man  annehmen^  iV  näre  durch  lOn-fa 
^  ^ 

theiibar,  aber  «i— nüf  nicht,  wo  M  die  letzte  Ziffer  be- 

deutet,  so  hätte  man: 


durch  lOit-f  o  theiibar,  wenn 


10 


^a^nM  dadurch  theiibar  ist. 


— jg— ii~nüf=(10«  +  <0a  +  y;  iV=(10n  +  a)jr 
und  y  nicht  durch  lOit  -f  a  theiibar, 

folglich : 


oN—  alH^mm  :=  10(10»  4  tt)t  + 1%, 
a  (lOn  +  a)  :r — ilf  (10»  +  a) = 10(10fi  +  rt) :  +  % ; 


mitUn  wäre  lOjf  durch  lOn  -f  a  theiibar. 
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Sollte  M  niugiicb  «eis,  dieser  Glti^ang  zu  genOgeo,  vkm 
das«  sf  dnrüh  lOn-f-o  tbeilbar  wäre,  dane  mOsste  10» -fa  «inei 
Faktor  haben,  der  in  y  nicht  Torkämet  folglich  mfleete  dieser  b 
10  vorkommen  und  lOn-f-ii  die  Form  *ip  oder  hsben. 

Nimmt  man  an:  10n  +  fi  =  2;j,  80  inuss  a  durch  2  theilbar 
dein,  mithin  die  Form  'h  hal»en,  und  weil  JV  durch  l(h<-f 
theilbar  ist,  niuss  auch  die  letzte  Ziffer  M  die  Form  2r  haben. 
Folglich  hat  man: 

2#.2i9;r— 2.r*2p  =  10. '2|iz  -f  %, 

mithin  ist  5iy  durch  2;;  und  folglich  y  durch  2fi  theilbar,  weoo 
nicht  p  den  Faktor  5  enthält.  Folglich  lässt  sich  kein  durch 
lOR-f  a  nicht  the'iibares  y  finden,  welches  der  Gleichung  Genüge 
leistet,  wenn  nicht  gerade  p  den  Faktor  5  enthält,  also  2p=:10ii 
-|-a  =  10^  ist.  Uai&elbe  findet  luan  offenbar,  wenn  man  lQn-|>a 
sÖp  setzt. 

Allgemeiner  ausgesprochen  heiset  der  Sats: 

Eine  dekadische  Zahl  ist  durch  eine  andere  Ton  der 
Form  lO^w-f  o  theilbar,  wenn  die  Differenz  des  itfachen 
der  m  letzten  Ziffern  »md  dos  afachcn  der  übrigen  Zif- 
ff  rn  durch  10^» -fa  theilbar  und  lO^n-f-a  zu  a  Prim- 
zahl ist. 

Beweis.  Es  ist; 

Ist  nnn  lO^n-fa  sn  a  Primsahl,  so  ist  a  «reder  die  Ziffer  %  noch 
5,  folglich  HHtt-f  a  XU  10  und  10"  Primsahl.  Da  nna  IO»ti-|-a 
Faktor  ist  von  (lO^nH-a)^  and  zn  10"  relativ«  PrimsaU,  so  Ist 
10*11 4  a  Mch  Faktor  von  nN  oder,  da  ]0*ii*|-a  sa  a  Primaaht 

ist,  von  iV,  wenn  es  i^'aktor  ist  von  a  —nM\  woraus  sieb 

die  Richtigkeit  des  Sattes  ergibt,  wenn  man  mit  M  die  m  leis- 
ten Ziffern  der  Zahl  N  beseichnet  Aach  dieser  Sals  lisst  skb 
in  fthnlicher  Weise  umkehren  wie  der  vorige. 

In  der  eljen  auögGiiprocheoen  Weise  hat  der  Satz  zwar  eine 
grosse  Allgenieiiiheit,  ober  wenig  praktiM^he  Anwendbarkeit,  die 
man  aber  dadurch  erlanjit,  da^s  niuri  «  =  1  setzt  und  10™n-f-I  io 
Faktoren  zerlegt.  Ist  dann  eine  zu  10  relative  Primzahl  (rf)  Fak- 
tor von  lO^R  -{'  1  und  tbeiliiar  in  die  Differenz  des  nfacheo  der 
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m  letzten  Ziffern  und  der  übrigen  Ziffern  einer  Zalil,  so  ist  auch 
diese  Zahl  selbst  durch  d  theilbar;  und  nennt  man  die  Zahl,  tvo- 
init  mau  die  m  letzten  Ziffern  einer  Zahl  iV  multipliciren  muss, 
um  aus  der  Theilbarkeit  der  Sninroe  oder  DiffmDs  dieses  Pro* 
duktes  und  der  übrigen  ^ffem  durch  eine  Zahl  d  auf  die  Theil- 
barkeit der  Zahl  durch  d  so  schliesseti,  den  positiven  oder  nega- 
tiven Theilongs- Koeffizient  des  mten  (Grades  fOr  den  Tbeüer  cf» 
so  ist  in  unserm  Fall  n  der  negative  Thcilnngs*Koeffisiettt  dee 
mten  Grades  Rlr  den  Theüer  d* 

So  lässt  sich  nnn  ein  interessanter  Zusammenhang  zwischen 
den  verschiedenen  positiven  und  negativen  Theiiungs- Koeffizien- 
ten demselben  Grades  und  Theilers,  zwischen  den  verschiedenen 
Theilungs-Koeffizientf II  verschiedener  (irade  und  desselben  Thei- 
lers lind  zwischen  verschiedenen  Tlieilmtiijs-Koefli^ieiilen  des- 
selben Grades  uiui  der  Theiler»  die  sich  um  10  unterscbeideu, 
nachweisen.  Es  ergil»t  sich  eine  IVlens;c  mitunter  einfacher  Kenn- 
zeichen fiir  die  Titeilharkeit  der  Zahlen  durch  die  Primzahlen. 
Eine  Zahl  ist  z.  B.  durch  7  theilbar  oder  nicht,  je  nachdem  der 
Unterschied  das  (2+7/))-,  (3  +  7/?)-,  (1+7/?)-,  (5  +  7;;)-,  (4  f  7;^)-, 
(6  +  7/1)-,  (2+7/?)-. ...fache  der  1,  2,  3,  4,  5.  6,  7  letzten  Ziff-ru 
und  der  (ilnigen  durch  7  theilbar  ist  oder  nicht,  p  kann  jede  Zahl 
bedeuten,  ilieser  Zusanimenhafig  und  die  Art  und  Weise,  wie 
man  die  verschiedenen  Theilungs -Koeliizienteu  liudet,  ist  in  der 
oben  angeführten  Schrifl  oacbgewiesen. 

Wenn  nun  anch  die  dort  entwickelten  Siitse  keinen  besoBdern 
praktischen  Nutzen  bieten,  so  kann  man  doch  dadnreh  das  Re« 
gelmässige  des  Fortschreitens  der  zusammsngesetiten  Zahlen  mit- 
telst dieser  Theilungs-Koeffizjenten  darstellen,  wenn  man  die 
onendliche  Anzahl  der  Zahlen  in  unendUehe  Gruppen  tbeilt,  in* 
dem  in  jeder  dieser  Gruppen  die  Zahlen  nach  verschiedenen  Ge- 
setien  fortschreiten. 

Nimmt  man  als  Eingänge  einer  Tafel  die  Paktoren  einer  Zahl, 
and  setzt  da,  wo  diese  Kingünoe  zusammen  treffen,  den  betref- 
fenden nesfativen  Theilungs  -  Koellizienten  des  ersten  Grades,  so 
kann  man  alle  zusammengesetzten  Zahlen  in  verschiedenen  Tafeln, 
worin  das  Fortschreiten  der  Zahlen  sich  leicht  ergibt,  tiarsteilen, 
wenn  man  den  Zahlen  der  Tafeln  noch  eine  Ziffer  anhängt.  Fol- 
gende drei  Tafeln  enthalten  s.  B.  alle  anf  1  ausgebenden  zusam- 
mengesetsten  Zahlen  mit  Ausschluss  aller  Primzahlen,  und  mit 
ihren  Faktoren,  wenn  den  Zahlen  der  Tafeln  noch  eine  1  ange- 
hängt wird.  Die  Zahlen  der  Tafeln  schreiten  nach  rechts  und 
abwärts  in  elnfaeber  arithmetischer  Reihe  fort. 
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Die  erste  uod  dritte  Tafel  braocben  nur  bis  m  Diagonalen 
fortgeaflftot  sn  werden,  dagegen  rntam  die  »weite  oach  beiden 
Riehtongen,  nach  rechts  und  abuSrts,  iromer  weiter  geführt  wei^ 

den,  um  allo  auf  1  ansejehcndtni  zusanmiengesefzten  Zahlen  in 
erhnlten.  In  hhnlichor  Weljse  lassen  sich  alle  /usammengesetxtea 
Zahlen,  die  auf  0  ausi;ehen,  in  drei  TnfVIn.  und  die  auf  3  und  7 
aoegebeoy  in  je  zviei  Xafelo  zuaammeiiHteileo. 

Wollte  man  die  negativen  Tfaellnngs-KoefluElenten  den  zweiten 
Grades  fUr  die  Aafoteilong  aller  anaammengesetzten  Zahlen  be> 
nutien,  so  wfirde  man  zwar  viel  einfachere  Zahlen  in  den  Tafeln 
selbst  erhalten,  indem  jede  derselben  zwei  Ziffern  weniger  ba^ 

als  die  betreffende  zusammengesetzte  Zahl,  dagegen  aber  wflrde 
sieb  die  Anzahl  der  Tafeln  auf  100  belaufen,  und  die  Zahlen  b 
den  Tafeln  \vtirden  nach  einer  aritbmettschen  Reihe  zweiter  Ord* 
nung  fortschreiten. 
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Das  SysteiD  der  DreiliDieD-CoardiDaten  in  aiigemeioer 

aoalytisoher  EBtwkkeiQn(^ 

dem  Herausgeber. 


Üntfirte  vieltii  veracUcdettiiCoQidiMteft-S^ttleMij  welche 
man  in  neamr  Zeit  bei  geometriechen  Cotereocfanngeii  in  Anwen- 
dung gebrncbt  hat«  seheint  mir  da«  segenaente  System  der  Drei- 
iioien-Coordinaten  eine  liesondere  Beaehtnng  au  verdienen.  Die 
diesem  Systeme  bis  jetat  so  Theil  gewordene  Behändlang  darlle 
aber  namentiteh  io  Rfleicaicht  auf  ▼ONige  Allgemeinheit  der  ana- 
lytischen Uotersnchnng  fiberhanpt,  so  wie  gaoa  besonders  in  Be- 
sag aof  das  Positive  und  Nogative  der  hetreflenden  Ceordinaten, 
noch  Manches  au  WOnschen  übrig  lassen,  weshalb  leb  in  dieser 
Abbandinng  eine  solche  gaas  allgemeine  analytische  Behandlung« 
mit  iMsenderer  Rfichslcht  auf  das  Positire  ond  Negal|re  der 
Dreilinien «Coordinaten,  zu  geben  tersucben  werde.  Wenn  ich 
dabei  Ton  einigen  an  »xch  bekannten  allgemeinen  Betrachtungen 
über  die  gerade  Linie  im  Räume  und  in  der  Ebene  ausgehe,  80 
gedchleht  dies  nur  grusserer  Deutlichiceit  wegen,  und  um  alles 
zum  Verständnis»  der  späteren  Entwickelungen  Erforderliche  an 
diesem  Orte  beisammen  su  haben;  dabei  hätte  ich  mich  für  den 
nächsten  Zweck  allerdings  auf  die  gerade  Linie  in  der  Ebene  be- 
scbrftnkeo  können,  habe  jedoch  späterer  Untersuchungen  wegen» 
die  den  vorliegenden  sich  vielleicht  anschliessen  werden,  dHie 
Betrachtnog  sogleich  auf  den  Raum  überhaupt  ausgedehnt,  was 
nicht  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegt. 


.^90        Grunert:   Das  System  der  DreWnien-CoordtuiUm 

i 

«■ 

In  •iner  beliebigen  gerailen  Linie  Im  Ranme  denke  man  tUk, 
ein  rechtwinlcligee  ÖoordiDaten-Sygeeoi  der  xyz  xn  Grande  legend, 
einen  Penkt  (eic)  beliebig  angenoniinen»  und  bexeicbne  die  vee 
der  einen  der  beiden  von  dem  Punkte  {abe)  nach  enlgegenge*cti< 
ten  Sdten  hin  «uegehenden  Riehtungen  dieser  gereden  Linie  mit 
den  peeiti?en  Theilen  der  Azen  der  jf«  s  eingeachloseenen, 
160^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  «•  ß,  f\  denn  elnd  die 
▼on  der  anderen  der  beiden  in  Rede  stehenden  Richtongen  nnse- 
rer  gereden  Linie  mit  den  positiven  Theilen  der  Azen  der  9t  5,  x 
eingesthlosseneri,  180^  nicht  flbersteigenden  Winkel  180"— 
\m>  —  ß,  1800— ]r.  Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  (a6e}  ei» 
Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  der  xyz  paralleles  Coordina* 
ten'System  der  .r,i/,;t,  und  beteichnen  die  Coordinaten  eine< 
ganz  beliebigen  Punktes  in  unserer  geraden  Linie  in  diesen  bei- 
den  Systemen  respective  durch  2  und  ^1,^^,  Zi  ;  ile«sfa 

Entrernung  von  dem  Punkte  {abe)  aber  durch  r;  ae  ist  offenbar 
in  völliger  Allgemeinheit: 

j:i=rcosa,   $fi==^rco8ß,  x^^rcosy 

oder 

«1  Areoe(lM"-a),  y|SSficoa(lt)ll^-*/S),  ti3srcoe(l80**  7); 

also: 

^i^rcoBu,  5f)|=3rcos/3»  «issrcoey 

oder 

Xisss— rcos«,   t/i  =  — rcoe/J,  ti«— rcosy; 

jenachdem  Her  in  der  (Jeradon  angenommen©,  an  sich  ganz  l»e- 
liel)i^'o  l^uiikt  in  der  ersten  oder  7.w»«ifen  der  beiden  rorhcr  nSher 
beieichnetpn  Hichtnneen  dieser  Geraden,  tvelche  «ir  im  Folgen« 
den  in^  der  Kürzr  nur  die  erste  und  siveite  Richtung  nennss 
wollen,  liegt.   Also  ist: 

Xi^±TeMa,  jfi  =l:rcos/3»  i,  s:^rcoax; 

nenn  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zcicfira 
nimmt,  fcnachdem  der  Pdiikt  in  der  ersten  oder  zweiten  Hichdii  z 
der  Geraden  liegt.  Betr^it  lit(  n  uir  von  nun  an  alier  dl©  Entfer- 
nung^ r  nicht  wie  bisher  bloss  ai»S(/lut  oder  ;ils  poüiliv,  sondern 
aU  potoitiv  oder  ne<;ativ,  jenachdem  der  Punkt  in  der  ersten  oder 
zweiten  Rirlituiig  der  («ernden,  nKnilich  in  der  durch  die  Winkel 
a,  ß,  y  be^limniten  Iticbtun?  oder  in  der  cnt{;egengetietzten  iiicii* 
tuog  liegt;  so  künueo  uir  oileuiiar  in  völliger  AUgemeiobeit : 


Digitized  by  Google 


AI  mU§§mHit»r  tmal^tlHUr  Sturnkktimf, 


m 


1)  .  .  .  #|srcoa«,  $i^rtnBß,  tg^rt^Bf 

setzeo.  Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordiuateo 
i&t  aber  io  völliger  Allgemeinheit: 


also  nach  1): 

9)  .  .  dPasa-l-rcMMi«»  paa^'^r€QBßt  sss^^frcosy 

oder: 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

(y — Ä>)co«y  =rco«j5cogy,  («  —  c)co8/3=:rcos/?co97; 
(T'—  c)co8a  =  rco8/co8  0y   (j;  —  a)cos/  =:rcos/GO«a; 


durch  irelebe  Glciebangen»  von  denen  nafflrlleb  efaie  Jede  eine 
■ralttetbare  Folgerang  aus  den  beiden  »öderen  iot,  unsere  Ge- 
rade im  Räume  ganz  im  Allgemeinen  charaicterisirt  viird,  i^eil  ja 
der  Ponkt  (drys)  jeden  gttnn  MIobigen  Punkt  dlener  Gemden 
reprieentirt. 

Projicirt  man  die  Entfernung  r  auf  die  Ebene  der  Xiif^  und 

bezeichnet  die  aU  absolut  aufgefasste  Projecliou  durch  ,  no  ist 
Bach  dem  pytbagoräischen  Lehrsätze  ofifcubar: 


also: 


1 


alio: 


folglicb  nacb  1): 

f*  s  f<(coo    -I- cos /3* -f  cos  y*) , 


neanm  eieb  ilie  lieknnnte  wicbtige  Gleiebvng: 
5)  ....   .    eosft*-|-co8/^-|- cosy^sl 
«giebi  - 


39:2        Crunert:   l/of  S  ff  item  der  üretiinim'Coordiiiaten 

Multiplicirt  maB  die  Glsiobtiiigen  3)  Meli  RfÜM  »It  cwc 
cns^,  co»y  und  addiit  «ie  dann  so  einander, ,  so  erhXlt  man  nach 
S)  anf  der  Stelle: 

* 

Qaadrirt  man  die  Gleichungen  3)  nnd  addirt  aie  dann  so  eio- 
ander,  eo  erbftU  man  nacii  6)?  v 

7)  .  ,  .  .  f*  =  («-«)«  +  (y-6)H(2-i:)S 
also: 

8)  ,   .   .  r =±  V^(*^e)«  +  (y - 6)«  +  (i-c)«. 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  JenachileDi  r 
po»itiv  oder  negativ  laL 

Von  dem  Anfange  der  xyz  mögen  jetzt  awei  Gerade  auf- 
gehen, welche  mit  den  positiven  Theilen  Af*r  Axen  der  jr,  jf,  t 
die  180*^  nicht  uhersteitieiiden  Winkel        f^o-  >'n  unti  «i  »  « 

einsrhljpHsen.     In   diesen  hfiflpn  (»eraden  iiehnien  "ir  z«ei  he 
liebige  Punkte  an,  dtreu  Coordinaten  in  den»  Systeme  der  jjf: 
wir  durch         //q.  n)  ""'l  '^i '  Vx^  -\  >  deren  abfiolut  genom- 

menen Entieruungen  von  dem  Anfange  der  xyx  vir  durch  oad 
r|  bezeichoeo;  dauu  iat  vültig  aUgewein: 

=  r|  cos  «4  ,    ^1  =  V*!  C08/?t,    2|  =  r|  C08]^. 

Beaeichnet  ona  die  Eatfermmg  der  Mdeh  ia  Red«  atehtn» 
den  Punkte  von  einander,  ao  ist  nach  7): 

oder 

aber  nach  Ö): 

+  .Vo'  +      =  '•o'^  (cos      +  cos  /3o" + cos  yo*)  =  f©* . 
«I*        +  «I*  =  r|*(co««j* + coe/^i.* + coay^^  «  r|* 
und  ansaerdem: 

+^  =r«ri(€oai%>cosa!i    coaA>cMA  eeat^caa|k){ 

also : 

floi* = rt»  +  ri«— 2rori  (coa  «^coaaii  ^-eM  A^coa  A  -|-«M|bCM|k). 
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Bezeichnet  über  lf\,|  (ipii  von  unseren  beiden  Geraden  einge« 
«cblossenen,  18ü^  nicht  fibersteigenden  Winkel»  so  ist  nach  den 
Lehren  der  ebenen  Trigonometrie: 

i;«* =ro*+ ri»— 2ror|  CO»  ir«, , 

» 

folglich,  wenn  man  diene  Gleichung  mit  der  vorhergehenden  vor* 
gleicht,  oienbar; 

9)  .  .  cooiroisscMii^mi^-|*cp0Ai^A*t'^7o^"3^* 

Stehen  die  beiden  Goredeo  auf  einander  eenkrecht,  so  ist 
Wtii  =  90»,  coolFoi  =0,  aloo: 

10)  *  .  eos    eoo Ol  -§-  cos cos    -f-  eoii f ^coo  yi  —  0. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  (tipw)  im  Räume  legen  w  ir  jetzt 
eine  auf  unaerer  bKuber  immer  betrachteten,  durch  die  Gleichun- 
gen 4)  cbaraklerisirten  Geraden  aeokreekt  stehende  Gerade  und 
bei^dknen  die  von  der  einen  der  btiden  Riebtongen  dieser  Ge* 
reden  mit  den  positiven  Tbeileo  der  Axen  der  jf,  t  einge- 
scblossenen,  180^  nicht  tUmmteigendea  Winkel  dnreb  $,  to,  o; 
so  haben  nach  4)  die  Gleicbnngen  dieser  Geraden  die  Form: 

ti)cos«=(|f — v)qos6, 
—  o)  eoett  SS  (z  — •  w)  Cosa», 

(:  — w)  cos  6  =     —  u)  cos  ü  ; 

und  nach  6)  und  IQ)  ist: 

12)  ...   .     cosö*  +  cosw^  +  cos 1 
lud 

13)  .    .     coi»acosd -f- cos|3co8  CO  f  cosycosQ=0. 

Weit  wegen  der  Gleiebang- 12)  einer  der"  drei  Gosinns  costf, 
cos«,  cos 5  bestimmt  nicht  verschwindet,  so  wollen  wir  aoneb* 
nen»  dass  etwa  co60  dieser  nicht  versehwiodende  Gosinns  sei ;  mit 
HlaaonigQng  der  folgenden  ersten  identischen  Gleicbong^ist  nach  II): 

(j?  —  ti)  cütf  a  cos  0  =  (ar — u)  cosacosd, 
(x — Ii)  cos  ^eos  «I  =  (y  ^  e)  cos  ß  cos  $, 
(j!— ai)cos/cos8  =  (s  ->  iD)eos/cos0; 

also  durch  Addition; 

(jr  —  ti)  (cos«eos0-f  cosjScos  ef>-|-cos/cosS) 
=      —  »)co8a-|-(y— e)cos/9  +  {i  —  ii;}cosy)cos0,' 
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folglidi  nach  18): 

t  (ar — ii)  cos  a  ( jf  —  ü)  CO»  -l- (x  — 10)  CM  7|  cos  9s=0 , 
also,  weil  eonB  nicht  verschwindet:. 
14}  •  ,  (jp— «)coo«  -I-  (y— o)coi|}  -f  (s— toycosy  =  0» 

wo  {xyi)  «ein  beliebiger  Punkt  des  Perpendikels  ist. 

Bezeichnen  wir  den  Darchschnittsponfct  des  Perpendikels  mit 
der  gegelienen  <^eradeo,  darch  (rvfji»  so  liat  »aii  hiernach 
GlcichuBg: 

oder: 

Or--a)cos«-|*(9*-*A)cos/}4  (f  —  «)cosy 

=  (ii — q)  coiio-|-(9 — 6)co6/S-f  COS/; 

also: 

Kr  — «)C08«+(l>— 6)coo^-f  (J  —  C)  COfyiCOSft 

={  (ii  —  o)  CÜ.H  a  -J-  (c  —  6)  CO«   +  (w — c)  cosy  I  cos«, 

lOr  — a)co8a  +  (9— &)coa/}-|-  (I  —  tf)cosy)eos^ 
s|(if—  0)cosir-|-<e-<-6)cos/l'f  (i»'— e)cosrlcos/?, 

lOr— fl) cos «  +  (!)  — ^) cos /J  f  (j  —  c)co8y|co8y 
=1(11— «)  cos«  +         COS/S  -J-  (to--c)oosy;coay$ 

folglich,  weil  nach  4): 

(r  —  «)  cos s  (0 — 6)  cos  «, 
6)eosy=(;  —c)co9ß, 
6.  —  c)co8a=(jr — o)cosy 

(ir-^«)(eosa>  1- eos/}**f  oosy^ 

=s  I  (tf  —  0)  cos  « -t-  (o  ^  6)  cos  /7  4-  (to    c)  cos  y  i  c  08  a , 

(9— 6)(cosa*  +  cos/P  +  oosy*) 

=  {(«— a)co8a  +  (r — 6)cos/3  +  (lo — c)cosy  Icos^, 

(f  — (cos«* -f- cos/)*  -I- cos y^ 

sUtf  — o)cosa-l-  (9  — 6)cos/S  +  (u> — c) cos y) cos/; 

daher  nach  5):      .  > 
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Ir  —  a=^\{u  —  a)  cos  a  f  {v—b)  cos  ß  +  {w-c)  cofly  )co8  a, 
I — e = t      o)  CO««  4  (o-  6)  cos  -1-  (w—c)  C08  y  )co«  f ; 
woraos  sieb: 

15*) 

I  — »  =  —  (ü  —  fl)  + a)eo«a  +  {p^)€Q»ß -|-  (te«-€) co«y) ooo«, 
©  =5— (©  —  6)  + 1  (ff— a)€OSa  +  (»— 6)co8   +  (to— c)  cos/)  cos  ß, 
}  — •»=  —  (»— c)  + 1  {»— a)  cos  tt  +  (s^)  cos/l  +  (»— «)  cos  y  |  cosy ; 

oder»  wie  niao  leicht  übersiebt: 

16**) 

f — «=|(ie— c)  cos«  — («—a)cosy)  cosy 

—  K« — «)  cos  ß—iv—b)  cos  €t  I  cos/)* 

9-~s  =z{(u  — ii)cos^»(o  ^6)coso!cosa 

—  {(o-^6)c9sy— (»— e)co0/l|cosy, 

I  ~  10  =  { (r  —  6) cosy  —  (lo  —  c) cos |3 !  cos  ß 

—  i(to— c)cosa — (tt  — o)  cosy  i  cos« 

ergisbt ;  und  bet eicbnet  non  P  die  Entfenraiig  des  Panktee  (am) 
ron  der  gegsbsMD  Geraden,  so  ist  nacb  7): 

Iso»  wie  aos  TOFstebenden  Pormeln  sieb  leiert  ergiebt: 

16) 

h=  ^(?rrä)H(V-^)^  Hic  -  c)2— ;  («  -  ö  )coso+ (c-  Äjco8^+ (f^- c)coij^2. 

Weil  cos cos       cosy*  =1  ist,  so  kanD  naii  die  GrSsM 
«rier  den  Warseiasicbeo  so  scbrciben; 

l  (u  —  o)2  -f  (d  —  6)^  +  (10  —  r)^ !  (cos     +  cos     +  cos  y^) 
—  l         COS  «  + (s — 6)  COS +  (lo — c)  COS  y  , 
«is«  nacb  einem  bebannten  aritbnetfscben  Satse: 

^  ((«<*a)cos^  —  (»  — 6)cos«|> 

.  '+K»— Ä)co«y— (is— c)cos/?l" 

■i-i{w — c)c08o  —  («  —  a)  cos  y  ; 
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daher: 

V|(tt  -^a)coa|S — (t>  — b)cttsa^ 
+ 1  -r  6)co«y— (ic^c)co»/Jj* 
+ 1  (t» — c)  cf»  «— («  —  o)  CO*  y  l*. 

Lü^st  man  die  Winkel  0,  a,  dem  Theile  de«  Perpendikel« 
entsprechen,  welcher  von  dein  j^egebenen  Punkte  (iiric)  nach  dem 
Punkte  (jrt^}),  nämlich  nach  der  gegebenen  Gerade»  bin  gerichtet 
ist,  80  i«t  allgemein: 

also: 

folglich. mich  dem  Obigem 

1») 

(a  —  «)  —  |(a— ti)co»a-|-  (6'-e)€08|}  +  (c«-ap)eo8y|cota 
cosu  =  p  * 

(ö — c)  —  \  Ca — if)coaa*f  (6 — v)co9>ß  +  (c  — icicoayjco«^ 
coe m s ~   — "  ■  ^  ■       ■  T  I .  ff  .. 

(c— —  I                  +    — /'  +    — •p)co8y|copy, 
CO»tt=  '  ^  ' — p   '  ■  > 

wo  man  fSr  P  seinen  Ausdruck  aus  dem  Vorhergehenden  einu 
röhren  hat. 


Wenn  die  im  Vorhergehenden  betrachtete  Gerade  ganz  in  dr 
Ebene  der  xy  liee;t,  so  ist  y  =  90®,  co8y  =  0,  ferner  r  =0  nd 
allgemein  z  =  0;  also  sind  in  diesem  Falle  die  beiden  let/tpn 
Gleichungen  §.  2.  4)  identische  Gleichungen,  und  unsere  tieräe 
wird  abo  durch  die  eine  Gleichung 

1)  ....  .    (x — a)cog^  =  (y  — 6)co»« 
cbarakterieirt»  wo  nach  §,  2^  6) 

2)  ;    .   COSfl^-l- C09i9*:s1 

iet. 


Nach  i.  2.  15**)  i«t  I»  dlMen  Fdle 
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tjr  —  tt= l  (a  —  t*)co» /?  —  (6  —  r)  cos  « 1  CO»  ^, 

oder: 

tiao  naefa  8): 

4)  .    .    .    .  P={(a  — «)co8jS— (6  — ©)co8al*, 
folglich : 

5)  ,   ,   .   ,        J;|(a— m)co8P  — (6— t)coß« 

wenn  man  da«  obere  «der  «ntere  Zekbeu  nimmt,  jenacbdem  die 

(o— Ii)  cos  —  (6  —  v)  CO»  a 
pofiitlT  oder  negativ  lat. 

Für  unnere  folgenden  Untersui  huiigen  ist  ul>or  von  der 
grünsten  Bedeutung,  dass  nir  tms  vr»n  dem  doppelten  Vorzeichen 
in  dem  Ausdrucke  von  1^  befreien,  uas  natürlich  nur  dadurch  er- 
mfielicht  werden  Icann,  das»  wir  das  Perpendikel  /-*  nicht  mehr 
viie  bisher  bloss  alh  absolut  oder  positiv  auM'a»<i8en,  sundern  das- 
!:elbe  selbst  unter  gewissen  Bedingungen  oder  Vuranssetzungen 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachten.  Zu  dem  Ende  wollen 
wir  uns  nach  der  durch  die  Winkel  ß  bestimmten  Richtung 
unserer  Geraden  in  der  Ebene  der  x}f,  aufwelcbe  von  dem  Punkte 
(vf)  aus  daa  Perpendikel  gciällt  werden  lat,  bin  eine  Krall  «rir^ 
kend  denken,  and  wollen  jederxeit  daa  Perpendikel  P  als  positiv 
oder  ala  negativ  befraeblen,  jenaebdent  diese  Kraft  die  Ebene 
der  xy  um  den  Punkt  («v),  als  einen  featen  Drehpunkt  gedacht, 
nach  der  Richtung,  naeb  welcher  man  aich  bewegen  mos«,  um 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Win- 
kel (d^)  hindurch  au  dem  poi^itiven  Theile  der  Axe  der  y  stf  ge- 
hwgen,  oder  nach  der  entgegengesetsten  Richtung  hin  su  drehen 
strebt 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlun«;  der  Coordinaten  sind 
r  — M,  n  —  c  die  Coordinaten  det«  Fuj^spnnktes  (rn)  des  Perpendi- 
ke)<i  in  einem  «lurch  den  Punkt  (rir)  aU  Antant;  mit  dem 
primitiven  Systeme  der  xy  parallel  gelegten  Coordlnatpnsy- 
steme.  In  Fi?.  1.  und  Fig.  2.  sind  die  stärker  als  die  lihrigen 
gezeicbiiete   boriaentale    und    vertikale  Linie   die   erste  und 
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'iweite  Axe  dM  dwcb  4m  Pankt  (m)  ab  Aol^iig  gelegten,  dm 
pfliiiifWea  Systeme  perallelen  CoordiaatenAyeteine;  doreb  4ie 
Pfeile  werden  die  ponitiveo  Tiieile  der  beiden  Azen  beselebnel; 
die  flbrigen  nicbt  pvnlctirten  Linien  «ind  die  Richfongeo  der  Knit, 
die  trir  uns  vorber  gedacht  haben»  in  den  vemchiedenen  nSgIt* 
eben  Killen»  vnd  die  Seiten,  nach  denen  dieae  KrafI  vrirlct,  wer- 
den wiederam  durch  Pfeile  an  dieaen  Linien  beaeicbnet  In  doi 
In  Fig.  L  dargeatellten  Falle  tat  nach  den  oben  gemachten  Fect' 
aetinngen  P  poaifir;  ferner  iat,  wie  anf  der  Stelle  aaa  der  Figir 
erbeilet,  bealebnngaw^iae i 


coa« 

coajl 

poaltiv 

peattir 

negativ 

poiitiT 

negativ 

positiv 

negatir 

negativ 

nesrafiv 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

poaitiv 

positiv ; 

alae  tat  nach  3*)  offenbar  allgemein 

(a — u)coAß  —  (6 — rjcoso 
peeitiv,  nnd  tblgticb  nach  5): 

Pzs  (e  ^  ti)  cos  ^    (6  —  e)  coa  o. 

In  (it'iii  in  Fig.  2.  darge.^tellten  Falle  ist  nach  den  oticii  gemach- 
teu  Festi^etzinigen  P  iie»ativ ;  U  xucx  i^t,  wie  auf  der  Stelle  aus 
der  Figur  erhellet,  beziehungs^vci^e : 


r— « 

U— a 

coa« 

eoa/} 

po^i(iv 

pofiitiv 

positiv 

negativ- 

negativ 

poaitiv 

poaitiv 

positiv 

negativ 

negativ 

negativ 

poaitiv 

poaitiv 

negativ 

negativ 

negativ ; 

aUo  ist  oacb  3*)  offenbar  aligemein 

(a — ii)coa  ß — (5 — a)  eoa  a 

negativ»  ood  folglich  nach  5)  wiederum: 

Pss  (a— tc)eoa^"— (^««*e)eaatf. 

Nach  der  ^vegen  des  Zeichcnn  von  P  oben  gegebenen  Beithn* 
mung  ist  alao  in  vr»liiger  Allgemeinheit: 

6)  .  .  .  .   Pas(o-ii)eoa<l  — (6-e)cee«, 
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aoMre  irmleren  Uoter«ucbiingen  von  der  gruMton  Wicbttgkeit  i«t. 

j.  4. 

In  der  Ebene,  anl'  «reiche  sich  alle  unsere  folgenden  Betrach- 
tungen beziehen,  nehmen  w\x  einen  beliebigen  Punkt  O  an,  den 
wir  der  Kffrze  *vegeu  den  Po!  nennen  «ollen.  Durch  tVfpsen  Punkt 
als  Anfang  denken  wir  uns  zwei  befiebige  auf  pinnnder  senkrecht 
stehende  Gornrfp  upfciit,  »velche  uir  die  .r  Axo  und  die  t/  Axe 
nennen  werdefi;  jeHiT  (fip«er  bciflen  (Trrruleri  \vir(i  L'C\^(ihn- 
lich  ein  positiver  und  ein  negativer  Tbeil  beigelegt.  IVun  Drhnien 
wir,  inomer  in  der  Ebene,  auf  welche  sich  olle  unsere  rx  frnch 
tuniren  beziehen,  was  fernerhin  nitht  mehr  be^-omUrs  henierkt 
wertlon  Süll,  drei  tosto  ncr.uh*  Lini»'n  an,  die  \\\r  die  Axen  nen- 
nen werden;  die  erste,  zn  eite  und  dritte  diei*er  Axen  mr>£»en 
respective  durch  die  in  Hezug  auf  die  jr-Axe  und  ?/-Axp  durch 
die  Coordinaten  Oq,  ^q;  .  ;  z/^«  ff^,  bestimmten  Punkte  gehen; 
jeder  dieser  drei  Axen  legen  wir,  wie.  jeder  geraden  Linie  Ober- 
haupt, zwei  Richtungen  bei,  die  «ir  für  jede  der  drei  Axen  deren 
positive  und  negative  Richtung  nennen  werden,  und  bezeichnen 
die  von  den  drei  positiven  Richtungen  nüt  den  positiven  Theilen 
der  .r-Axe  und  der  y-Axe  eingeschlossenen,  ISO"  nicht  (iberntei- 
genden  Winkel  durch  otq,  ß^;  or| ,  ^|  ;  02«  ß2'  ^^^^  P'>l  den- 
ken «rir  uns  auf  die  drei  Axen  Perpendikel  gefällt,  welche  wir, 
mit  Rücksicht  auf  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen 
Bestimmungen,  gebürig  als  positiv  «n<i  fiegativ  hetncbten,  und 
reiipectiire  durch  So>  ^1  >  beseicbnen,  iro  wir  dann  nich  {.3.  6) 
4ie  folgeaden  ganz  allgemein  gültigen  Formeln  haben: 

I  Öo  =  OQCOüßo  —  60COSO0, 
1)  S  Ol  S  «1  COe^i  — 61  €08«!  , 

Fällen  h  ir  aber  von  einem  ganz  beliebigen  Punkte  unserer  Kbene, 
dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  x-Axe  und  y-Axe  durch 
T,  f/  bezeichnet  werden  mögen,  auf  die  drei  Axen  Perpendikel, 
und  bezeichnen  diese  Perpenddvel  mit  Rücksicht  auf  die  nach 
de  II  vorhergehenden  Paragraphen  ihnen  zukommenden  Zeichen 
durch  Pu»  Pi »  Pi*       ist  nach  {.3.0)  in  völliger  Allgemeinheit: 

.  Po  «  («0—«) Ä>  —  (Äo— y)  coin^, 

8)  .   .    .  1  p,  =  («f,  —  ar)cos^,  — (6,  —  ^)eoscf, , 
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liidcD  wir  jetet  die  erste  and  sweite  Axe  etwa«  nftbcr  b't 
Auge  faseen»  wellea  wir  nne  von  deai  Pol  ewd  Gerede  and 
Li  aasgezoj^oD  denken ,  deren  Kicbtengen  mit  den  positiven  Ricfc* 
tungen  der  ersten  nnd  tweiten  Aze  lÜMreinstlninien ;  die  von  dtn 
Geraden  nnd  £1  mit  dem  positiven  Tbeile  der  «-Aze  ein- 
gesehlessenent  ven  dem  positiven  Tlieile  der  4?*  Aze  an  dnrdi 
den  rechten  Winkel  {aey)  kindureb  von  0  bis  360<»  geslblten  Win> 
kel  beseicbnen  wir  dnreb  tp^  und  91 ;  der  von  dra  Geraden  JL» 
und  Li  eingescbloseene/lOCh  nicbtsObersteigende  Winkel,  indra 
wir  diesen  Winkei  als  positiv  oder  negativ  betracbten*  jenaebdcm 
man  sieb,  um  von  der  Linie  an  dnrcb  diesen  Winkel  bindnicb 
in  der  Linie  Z*i  sit  gelangen.  In  gleicbem  odsr  ungleicbem  Sinne 
mit  der  Ricbtnng  bewegen  mnss,  welebe  man  ebiseblagen  mosi» 
nm  von  dem  positiven  Tbeile  der  ««Aze  an  durch  den  recbtss 
Wickel  («y)  hindurch  su  dem  positiven  Theiie  der  jfAxe  an  ge> 
laogeo,  soll  mit  Rücksicht  hierauf  durch  ti^  heseichnet  und  nas 
diirch  die  Winkel  ^  und  ^  ausgedrückt  werden. 

Die  von  der  a:-Axe  urnl  ^-Axe  einge«cbloj>*«*eiien  vier  rechten 
Winkel  sollen,  in  pew «hnlirher  Folge  genomnien«  der  erüte,  zweite, 
dritte,  vierte  rechte  \Vinkel  geuaiiiit  werden. 

Wenn  Lq  im  eroten  rechten  Winkel  liegt,  so  fiber&eugt  mas 
sieb  dnrcb  eme  einfache  Betrachtung  ven  Fig.  3.  auf  der  Stelle, 
daes  nur 

oder 

—  u>oi  —  iWiO"  —  (9>i  — -<jPo)» 

oder 
also  nur 

=  y,  —  9g  oder  tooi  =  (9P1  — 9o)  — 

sein  kann. 

Wenn  im  zweiten  rechten  Winkel  liegt,  so  überzeugt  man 
sich  durch  eine  einfache  BetfUchtung  von  Pig,  4.  auf  der  Stelle^ 
dass  wiederum  nur 

■ 

t«ei  s  9i  ~  9b  • 

oder 

-  M^i  s300o— («),  — ^Po), 

oder  ' 

—  iCtoi  —  Vo  — Vii 
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aUo  nur 
ftein  kann. 

Wenn  Lq  im  dritten  rechten  Winkel  liegt,  so  fiberieiigt  nan 
•ich  dureb  eine  eiafftche  Betreebtong  von  Fig.  6.  asf  der  Stellej, 
daes  Dor 

oder 

oder 

also  nar 

«Ol  =  9i  —  <Po  (Vi  — ^Ro) +360*' 

aein  kaoD. 

Wenn  hn  vierten  rediten  Winkel  liegt,  «o  fibersengt  man 
aieh  durcb  eine  einfaebe  ßetracbtong  von  Pig.fi.  aof  der  Stelle» 
dann  iriederam  nor 


odnr 

oder 
atao  nur 

^  oder  •Poi  =  (9i  — + 

nein  kann. 

Fotglieb  kann  nur 

«^oi=9Pi— 9o  oder  ti^  =  (9i  —  9^ TSfiO» 
neiii,  und  ea  lat  folglich  gaoa  allgnmeln: 

€081601=  cos (9k— 9»^*  9b); 
folgtteh  In  vOUiger  Allgemehibeits 

coaio^i  s  eoa^^ena^  -f  tini^t^^^ 
ain      as  eoe  ^  ein  9,  —  ab  ^  cos  9i . 
Aua  Fig.  7.  erbaUet  aber,  daaa  innier 
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oder 
oder 


3)  .  .  .  { 


alao  offenbar  gaaas  allgemeio 

cosipo^scoeffo,  B\oq>QZzeo9ß0i 
ond  ebeo  eo  gani  aiigemeio: 

« 

eoeq»!  &s  cos«! ,   sin  ipf  =  cos  /?| 
ist   Also  ist  nach  dem  Obigen  in  völliger  Allgemeiabeit : 
cnstooi  =  cosoocos«!  -f  cos|9oeos/3|y 

sin  tOfn  =  cos  ctq  cos  ßi  —  cos    cos  a|^. 

Haben  Wt%  und  to^o  ^»  Betitg  auf  die  streite  und  dritte  Ax» 
ond  in  Besag  auf  die  dritte  und  erste  Axe  gans  Ihnliche  Beden- 
tDOg  wie  woqi    Bezug  auf  die  erste  und  anreite  Axe;  ae  ist  nach  ^: 

/  C08t0j2  =  cos«!  COSCr^  -|-  COä       COb-  ß^t 

*  '     I  ainiPis  «see^fl^coe](S^— cosAcoso^; 

and 

j  ceatTjo  =  cosaacosofo  -f-  cfnf/X|Cos/9o» 

Hieraus  findet  man  leiebt : 

cos  tOi%  cos     =    cos  «0  cos  «1  cos     -f  cos  uq  cos  ßf  cos  cos 

•f  cMßf^etmßt  eos/9a'-|>cos/9ocos«i  eoäe^eos^, 

aintsissin  te^= — ^     ''i     1^*  'f  cos    cos  ^|  cos  i%  cos  ß^ 
— cos  j^Q  ees   cea  «9*4  coa/9^  cea  «1  ceao^cea  ß^ 

and 

SinW|gC08«(%>=     C08ffoC08ff|  C0fl0!^C0S^2~  COSffoCOS/^^COSff,* 

— cos  A>con  ßi  coa  a^coa/Sa  il-     /^os  n^  tnmß^K 

COS  V|ssin  tcso = — co«  Oy  co«  aj  cos  O^COS        COSOo  CO«  A  CO*  /^i* 

-t-coa/^coa^  oana^ona|ib*l'eMfcM%  caa  V» 


Digitized  by  Google 


aUg^mtitur  anaiptiuAfr  Eniwickeimig.  403 

aino,  weil 

CO«  (K^^  -f  C08       =5  1 

iat: 

•io  W|«€09ii^  -f  cosivigsioto^s— (cosci^cos^i  —  cos  A»  coli«! ); 
folglich  nach  3): 

Daher  i&t  überhaupt: 

Icoii^i  =  cooCiPni'  tofto), 
coflWt«  =  cos  {w.iQ  +  tPol), 
CQStc^  =  cos  (1004  -f  u;4^ 

Qfiil: 

18*10  icoi  = —sin  (ic,,  +  Wjrt) , 
siatO|^=:— ein  (toto  +  te^}« 

VVeil 

60>(tQn  -K  «^•-f«W=M«^iCoo(iii,,4tBte)-«iB«ate«to(ip,,i^^ 
sio  (togi  +  tO|t  +  Wjo) = »in  «oi  c»*'  («'is-l-tcgo)  +  cos  w^g  oin(w^sf  i«^) 
ist;  «o  bt  nach  6)  and  7>: 

cos  (tToi  +  fO|t+ Wjo)  =co«fo<|,  +  sin  w^,«, 

•in (i^i  -I-  «01« -I'i0ko)="hif^i  co«ip^| — coffwoi sla fo^i ; 

■Ito: 

*       *   '     J  •in(moiH-W|t  +  «to)-0; 

welche  Formeln        die  früheren  ganz  alipemein  ßültig  sind. 

■ 

Die  drei  Perpendilcel  Pq^  p%,  sind  nicht  unabhängig  tod 
einander,  sondern  es  findet  zwischen  denselben  eine  Gleichung 
Statt«  ivelche  auf  folgende  Art  ielcbt  gefunden  werden  kann.  Die 
drei  Gleicbungen  2)  bringt  man  sogleich  auf  die  folgende  Form: 

Po~  {OQQosß^i  —  fto^o»cfo)=:jfCOSaQ — xcosß^, 

Pl  —  (^l         ^1  —  ^-"i  COS  fr,  )  =  7/  COS  Of,  —     COS  j5,  , 

|ia  ~  («e  COS cos  oi^=y  cos  oa — d;cos^; 
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nach  1)  ftlao  anf  die  Farm: 

||]^^  =  jf  CO«  «  coa /j^» 
I»,^c5|  sycoaai— «coa/Si, 

mnltiplicirt  man  diaae  GleichnagaD  nach  dar  Raiha  mit 

siutois  =  C06  «1  cos    —  CO«  ß^  cos<%, 

♦ 

«iR«tes  caatt^coaA»— coa^coai^, 
•inu^ui  rseaao^caa/li --caaA>eaacik 

nnd  addirt  aie  dann  za  einander,  so  erhält  man  die  GleieliMig: 

10) 

(Pto— öo)«in      +  {pi  —  öj)  sin      -V{p%-^  «»»      =  0 
ädert 

11) 

Po  »in  Wie  -f    »in  »to  +  7*«     «"oi  —     «in  w„  +  öj  si  i» jo  +  w»  sin  icpi . 

Sind  Po',  pi',  pt'  die  einem  beliabigeB  anderen  Pankt»  ent* 
apracbenden  Perpendikel«  sa  tat  eben  aa:  . 

Pq  sin  ic>ii+pi'  sin  tOfQ-f  p^'sio  tOQi  =  sin  Wi^-i  ö|  siu  w^-^  i^^6m  wqi  ; 
alaa  dotcb  Sublraetien: 

12) 

* 

Wenn  man  aus  ja  awaiee  der  Gleidiuogen  IQ  «leist  jy,  dann 
eliminirt»  ao  arbXit  man  s 

X  sin      SS  (p^—  5o)  cos    —  (pj — öi )  co«  , 
13)  . .  {  «ain«i,=(pi— öi)coac^— (Pa— ö,)cae«,, 
«ainti;9o  =  (ft— <3i|)ceaci^— (Po— So)cöa<%  . 


!y  ein  i^i  (p^—  u«)  coa  ^  (pi — coe  A>, 
yalniPit  »(pi — 5|)eoafc--(p^-Sa)caaA , 
y  sin  ö^)  cos    —  (po  —  öo)  cos  ß^, 

Dnrcb  je  zwei  der  Grüaaen  Po>  Pi>  p%  «vird  also  die  Lage 
dea  Ponlitea  ißy)  ▼allkammeD  baatimmt»  aber  aienbar  nnr  dana« 
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•{••«kl»  t^nw» 

üicht  vergchwindeu,  wenn  also  Hio  drei  angenommenen  Axen  sich 
gegent»eitig  schneiden,  was  wir  demnach  im  Folgenden  stets  voraus- 
setzen werden. 

Wir  wollen  jetzt  die  geoinetri«che  Bedleatiing  der  in  Folge  d« 
liikiciniDg  11)  coDstaoten  GrüMe 

Po  »in  «^'i  2  ^  />i  sin  w^o  +/>t  «in  «j^i 

AB&achen.  Za  dem  Ende  besetcbnen  wir  die  Dvrcbschnitts- 
ponkte  der  Isten  and  2ten,  2ten  und  3ten,  3ten  und  Isten  Axa 
Teipeeli?e  durch  Aqi,  Ai^,  J^q,  und  den  Flächeninhalt  des 
von  den  drei  Axen  begrSnzten  Dreiecks  Aoi  Ag^A^o  durch  A.  Jeder 
der  drei  Axen  wird  nach  dem  Obigen  eine  positive  und  eine  ne- 
gative Richtung  beigelegt.  Die  drei  Seitee  An^it»  •^is<^«o> 
^io<^oi  Dreiecks  Aqi  Ai^A^  wollen  wir  als  positiv  oder  ne- 
gativ  betrachten,  jenachdem  sie  von  den  Punkten  Aqi,  Ai^,  A^o 
aus  sich  nach  den  positiven  oder  negativen  Richtungen  der  x\xen, 
in  tlenen  diese  Seiten  liegen,  hin  erstrecken,  und  mit  Rücksicht 
hierauf  respective  durch  «i,  bezeichnen.   Weil  die  Grösse 

Po  sin  U>i2  ■¥  Pl  «TO  «'540  f  P2  ^01 

constaiit  ist,  so  wird  es,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  ver- 
gfattet  sein,  (iies(^ll)G  auf  einen  bestinmiten  Punkt  zu  beziehen, 
wozu  wir  den  Punkt  Aqi  wählen  vxoilen,  fÖr  welchen  pQ=:0, 
Pi  =0,  und  also  der  Werth  der  obigen  Grösse  p^sltiWQi  ist, 
welchen  wir  daher  von  jetzt  an  nur  in's  Auge  fassen  werden. 
Aus  der  gewiss  sogleich  durch  sich  selbst  verständlichen  Fig.  8., 
uo  ncgcitiv  uud  j%  positiv  ist,  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  in 
allen  FäUen 

2Ass~-i^,  2^s--«oi^siAi9te; 

—  SqSi  s^p%  »in  Wq^  , 

und  folglieh 

,„eln«,o.  =  ~ 

ist  Aus  der  eben  so  dureh  sieh  selbst  ▼erstfindlicben  Fig.  9.» 
wo  ^  negativ  und  negativ  ist,  erbellet  auf  der  Stelle,  dass  in 
allen  Fallen 

%A  =  jsjps,  2^  SS  «e«i  sinii^i  $ 

also 

Tkeil  XXXV Ul.  27 
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und  folglich 


9oHH 

lyt.   Daher  ist  ganz  aUgeuieiu : 

uod  daher,  wenn  wir  der  Kurze  wegen 

setsen»  auch: 

16)  .  .  .  /le sin tf^^-f    sin  10^-1- |^8intc^  =  J« 
und  natlirlicb  aneb: 

17)  •  •  .  Qosint^t'f  ^sintOfo  4- (^t^>°<^ 

Wenn  die  drei  Azen  eich  in  einen  Panicte  ecbnenieD»  M 
für  dienen  gemeinechaftlichen  Durchechnittspunkt  ;»o=0, 
|%sO,  deo: 

l^sin  tO|t -|- j9i  sin  ttnap -f- «in  ti7Q|  =  0« 
und  folglich,  da  Ülierbanpt  die  Greene 

conataot  int,  gans  allgemein: 

16)  .  .  .  |i^elniOit4-|»iein«^-|-|}taini0te=O. 

Die  drei  Perpendikel  |»o»  V\  >  Pt  betraditet  man  als  eine  Art 
neuer  Cocfdtnaien  den  Punktes  (a^sr),  und  bat  dieselben,  weil  sie 
sieb  auf  ein  System  dreier  sich  schneidender  Azen  bssisbei^ 
Drelilnien-Ceordinaten  genannt 

$.  5. 

Haujitsächlich  mfisFen  wir  jefzt  zeigen^  das»  die  tileicbug 
einer  jeden  geraden  Linie  aut  die  Form 

1)  Lptt  +  Mpi-hNp^=0 

gebracht  werden  kann,  wo  L,  M,  N  constaote  Urüssen  be- 
seichnen. 
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In  Bezui^  auf  das  Cnordinntensytem  der  xy  hat  bckawiitljch 
die  Gleichung  einer  jeden  geraden  Linie  die  Form : 

3)  ily— Bsr-fCsQ. 

Weil  nun  nach  §.  4  9) 

J^ft  »  «o  +  yco»«^— »cos/So, . 
/^i  =  öl -f  ^cos«i  —  a;ca«^,  , 
SS  «3« -f  y  CO«  o;i — 4?  CM /Sf 

ht,  so  wird  die  Gl^ohnng  I),  wenn  man  die««  GrSseen  ta  Ae- 
edbe  eionihrt: 

(Lcoa«^ +  if  cos  c% -|-iV  CM  tts)y  j 

und  vatglekki  man  nun  diese  Gleiolniiig  mit  der  Gleichung  2)  ,  so 
eriiltt  man  zur  Bestimmung  der  GrOsaen  L,  üf,  N  die  drei  fol- 
genden Gleiehang^n: 

L  cos  «0  +  iPf  cos  cf|  +  iV  cos  «4  =  ^  , 
JLcoai^o-f  Mcos^i  -f  i^coai?«^/;» 

Muitiplicirt  man  diese  drei  GleichoDgen  nach  der  Keihe  mit 
Steos/li^Si  eos/Sf»      cos o^— cS^cos «i ,  eosof  coa^— eosjSi eosa^ 

und  addirt  sie  daiiu  zu  einander,  so  erhält  mau,  weil 

eoa    (@t  cos  A — Oi  cos  W 

+  cos  |?o  (öl  cos  tt^  —  (3i  cos  0| ) 
4^  <äa(co8  a|  CO« /Sji  —  cos  ^1  cos 
s  f59(eo«S|eoa^^eos|9fOo«i%) 

-i-  ü|  (cos a^coRß^— cos cos o^) 

4*  Üt(C06  0(1 C09      —  cos      COS  ) 

s    9oSin«(^« -f    «inioi»  -f-  o^ain 

ist: 

j^CtSoSiniCi«  +  ü,  sintiTso  +  (32siD2;ui) 
=s  A  (CÄ9COS  A — ^1  coa^s)  -I-        coa    — Q^coac^)  -f-  Cain  wt^. 
Mttitiplicirtmaii  die  drei  obigso  Glsichungen  nach  der  ReMie  mit 
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nnd  addirt  sie  dun  n  einander,  so  erhält  man,  weil 

ooe  9ti  («Socos  ^'-^    cos  Ai) 

s    SoCcosttiCoe^— co6/}|C08o^ 
•I-  8|  (coe%ee»/l^^coe/9gco»iiib) 

SS    c^eioiO|t-|-  Ol  eiofii^-l-  öisintB^ 

ist: 

Jf  (Sosla«it  4-  3|  siniOio  -f-  iS«sln«iM) 

MnitiHlelr«  man  die  drei  Mf^  Glefehnegen  aedh  der  Reihe  nil 

cwßQ—ÖQCoaßi  f  UoeoBUg—Hg  coa oq,  coec^cos^i— ceA/^oCQ^a^ 
und  addirt  sie  dann  lu  einander,  so  erUUt  man,  vreii 

•f  cos  J9y  (tt|k  coe  tti  —  c5|  oes 

-f  Slg  (cos  Oq  cos  ßi  —  cos  ßn  cos  «r, ) 
=    Ö0(cos  01  cos  ß^ — cos  ßi  cos  c%) 

+ Si  (eoe    coe  A»  *  coe /9b  cosfl^) 

+  c3(  (cos  «0  cos  ßi  —  cos  cos  «1 ) 
=   ^osintoig-l-QjsiniOBo-f  ögsiotcoi 

i^(f5osiD«0|s  «I-  Gl  sinis^  <f  <S»eln«0bi) 

s=  J  (Ol  COS  ßQ — Qo  COS     -f  11(00  «^«ik ^  coei%)  -f-  Csinnte. 
Also  Ut: 

il (ggcos ßi  —  ö|  COS ^)  -f  g(5i  cos  of^  — ^2^08  g|)  Csinton 
(ÜqCos —     c  os    )  {-  /if  (  Mgcosr/p  — öt,co«q,)  -f  Csiatt^ 

^  (ö|  cos /3o  —     cos /3| ) + B(<^o  cos g|  —  5,  eoss^)  -j-  Csin 
üo  sintPia + sio  «Om  ^    sin  »oi 
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Üte^e  Fornieia  liefern,  weiio  nur  oiclit 

ift,  wenn  also  die  drei  Axen  sielt  nicht  in  einem  Punkte  nchnei' 
<leü  (§.  4.),  ^ür  L,  iM ,  iV  immer  endliche  vülli^  bestimmte  Werthe, 
woraus  also  zugleich  erhellet,  tla^s  wir  im  Folgeodeii  vorauszu* 
setzen  genutbigt  sind,  dasä  die  drei  Ajten  sich  nicht  in  einem 
Punkte  schneiden,  wie  von  jetzt  an  geschehen  soll. 

Man  kaDn  die  AiuMck«  fllr  M,  J¥  ancii  aal  fönende  Art 
•cbreiban: 

4) 

^^Ajo^cosfii — Q|C08^g)  —  ■g(5aCosiifi~~ 5|  co8i%)  -f-  Csintoia 

c5o«intO|t-f  (Ä|Sintote-f  öasinto^  ' 

cosfe-— topcosft)  —  ^((3,  co8c^~- öpcosg,^  -|-  Ctfintc^^ 
•der  aacb  auf  folgende  Art: 


So         "t-  St  sin  «to  +  8|ein«ui  ' 


—    cos     —     (/>'  c  OS  ofj  —  A  cos     +  Csintc^ 
~  Öq  sin  i0|«-f<ä|  sin  10^4*  ^MOMf^i  ' 

5o(iycoe «1     ilcosft)  —  gl  (i^cessö  —  ^«>s ft>)  -|-  Ceinti^ 

Sind  bj^  die  recbtwinicligen  Coordinaten  eines  beliebigen« 
m  der  gegebenen  Geraden  liegenden  Punkte««  ttnd  bezeichnen 

ßx  nidit  fibersteigendeo  Winkel  >  welche  die  eine  der 

beiden  Riebtangen  dieser  Geraden,  die  wir  wie  gewöhnlich  ihre 
posilife  Ricbtnng  nennen  wollen,  mit  den  peeltlfen  Theilen  der 
x-Aae  nnd  der  y-Axe  einecblleset,  so  iet  nach  {.  3. 1)  die  Giel- 
«hang  der'  Geraden : 

(jf  —  üj)  cos  ßj^~       —  Öj)  cos  Uj^ 

oder 

und  man  kann  also  im  Obigen 


« 


Bcos    — A  cos    —  cos    cos    —  cos  ß^  cos  c; . 

Bezeichnen  wir  dai$  Ton  dem  Pol  auf  die  g^ebene  Gerade 
g0fÜlte>  nach  den  früher  gegebenen  Bestiromangen  gehfirig  als 
peeitiT  oder  als  negativ  betrachtete  Perpendikel  dorch  Ö;^;  m  iit 
nach  (.3.6): 

^^sstaycosß^  —  bj^eoaaj^y  also  CssS;i; 

und  l)ezeichnerT  wir  die  von  t\vT  positiven  KichtuTifj  Her  «jeeph^- 
nen  Geraden  mit  den  pogitiven  Kiclifungeo  der  drei  Axen  ein»e- 
scblosseneo,  180^  ni(ht  übersteigenden  Winkel,  indem  v,\r  die«^^ 
Winkel  als  positiv  oder  negativ  Iietrachten  ,  jenachdem  raan  si«  Ii, 
um  von  den  positiven  Richtungen  der  Axen  an  durch  diese  Win- 
kel hindurch  zu  der  positiven  Richtunor  der  gegeltenen  Geraden  sn 
gelangen  ,  iti  «gleichem  oder  iHi^leichem  Sinne  mit  der  Richtun? 
bewegen  mu^s,  nach  welcher  man  sich  beHe«(en  muss,  um  von  dem 
liositiven  Theile  der  Axe  der  .r  an  durch  den  rechten  VViDkei  (j^) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen, 
durch  w^,        to^f  kg  ist  nach  §.4.      4),  5): 

aini^  =  eoai^eoa^;|^-^coa^coeaji» 

siijMJj^  =  cosöj  co»ß)  —  cos^i  coaa;^, 
aints^  =coae^CDa/3|A>-coe^€e0a;i; 

also  nach  dam  Obigen : 

'  i^coaa;^*^  ^^co«^o  =  6ini0|^, 

^eoe«|  —  Aewßi  =:  f^^n, 

B  CAS  «{  —  A  cofi  ß^  =  «in  Wf^. 

Hiemach  hat  man  also  nach  5)  tür  die  Grwssett  St,  A  die 
(otgandeo  merkwürdigen  Ausdrücke: 

'  ^  _  ?5|  sintwjt — ö^»\nwi).  ^  öxtinwi^ 
~  ÖqsIo  Wi^  ^  (S|  sin      -f  cS»aini(\n  ' 

„       sin  1PU  —  S|  ein  WjU  4  5a  sin  tcpt , 
''cS0sint0|t~^  ^i^'"*<'fo    össintooi  * 
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odei  Dach  f .  4 17) : 

^  »in  toaA — toi  8  in     -|-  5a  mn  tp^t 
i-  y  

A=  j  , 

wo  J  seine  aus  §.  4.  bekannte  Bedeutung  bat. 
Zwiaeheo  deo  Winkelo 

wox»  mx,        mid  «^i,  wi«,  «»(o 

linden  t^ewisse  Relationen  ^»tatt,  zu  denen  man  leicht  auf  folgende 
Art  gelangt.   Nach  $.  4. 3).  4),  5)  ist  nämlich: 

coawoA = C08 flbcos ax  -f  cos  ßo  eoBßi,  • 

cos  tou  =  CQS  «1  COS  ax  -|-  cos    cos  ßx »  . 
eoBmx  s  coscr^eoaffA  H*  cosjSaeos^A 
und,  wie  wir  schon  vorher  bemerkten: 

eintotti »  coee^cosjlA  —  eoBßaCOBtiX, 
sin  101 A  =  eos«i  eosßi  —  eos/}]  cosita, 

also : 

cos  toM  coBtnA  s    eee    cose^  eos^A*  -|*  cos  /^eeea^  eee «ucos 

-I-  cos  /So cos  ßi  cos     -I-  ceea^co8/3|  cos«acos  |3a  , 

ein tm  siowiA  =    cos cf^coa «i  eos^A*  —  coBßo coea^  cosaucos j^A 

-l-coe  A»coe  A  cos  «A*  ^  coec^eoeA  €os«Aco«jlA; ' 

folglich  offenbar: 

eoe(i0ttA--«0iA)  =  cos^>cosat  -fcoaAl  cos^i , 

also: 

cos(tooA  —      =  eoetToi ; 

ferner  ist: 

sin«m  coei9iA=  coe«i^coe«r^eoe«ieoo^A~cosA»coett|Cofl«A* 

—  eoe  ß^  CO«  ßt  che  «acos  ßx  -|-  coe    cos/S|  coe  |Ia** 

cos  «HU  sin  tou  =    cos  oq  cos    cor  er;,  cos    +  cos ßo  cos  «(|  cos  /3a^ 
— cos  A»  cos  jSi  coB  oA  cos  /2a — CO«  0^  «OB  A  cosffA* ; 


folglich  oiiiDlNir: 

siD(ti)ia;i — wix)  =  CO«    cos    —  coli  ^0  cosoi , 

also: 

•in  (m^tna)  sc  tin«^. 

Daher  ist  Überhaupt: 

8)  I  co8(t{nA-^ioia)=sco««iti  stnCisU— «m)— »hiiPit» 

*  co8(ioaA — woO  =  coA«>te*  siD(cosA — «7oA)=saiit0te; 

wo  Hieb  {.  4.  6)»  7)  eio  jodflo  4lo«er  dioi  Syiteme  «veior  Rdatfs^ 
fion  oIdo  Folge  aos  den  beidon  anderen  Syetemea  iet 

Wenn  oiaii  die  GWisseti  L,  N  als  {gegeben  aniiinirut,  so 
kann  mar)  daraus  die  Grössen  ood  wqx,  wU,  w%X  finden,  wie 
wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Naeb  7)  haben  wir  die  folgenden  Gleichangen: 

LJ  — ÜAsint0|s=O|  sincozA — öasiotou* 
MJ  —  Sjiein  w^ = 5,  ein  tma — c$o  ein  fPi;i, 
2V/  ^3as1d«Vii  sOoalntffiA — c3|  sintiHU; 

welche,  nach  der  Reihe  mit  (Sq,  ^i,  ^  maltlplidrt  and  dann  n 
einander  addirt»  aogleicb  an  der  Glelebnng 

Lqq  +  MQi  +  iVö,  —  ÖÄ  =  0 

fiihren,  woraoa  aich 

9)  ÖA  =  Löo  +  Mö|  +  iV  03, 

ergiebt 

Femer  let  naeb  dem  Obigen : 

A  ssLcoas^  -f  Jfcosaj  -f  ^ cos 

und 

^  =  cosa;i»   B  =  cüs/3j^; 

alao: 

eoae;i  =  £coi«^  +  Afcoaoi  -l'^M'fit 
co8/?j^  =  Z(C«8j?o^  iHcosft  +iVcos^ij; 
weraaa  alob  aebr  Mcbt» 
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COÄ  WQ^.       L       M  cot»  ICfl  j  +  iV  CO»  «?jo. 


voll: 


«la«  auch: 


ergiebt. 


**)•••    1  tmogi?iA=  — .  M  t  ;ir  


L  si n  W20  —  M sin  tu,  ^ 


{.  0. 

wolltn  jetst  die  Glaieliiing  einer  Gerad«o«iiclioii>  welche 
dneli  swei  gegelietie  Pbokto  geht. 

Bezelchnoii  w\c  die  beiden  gegebenen  Punkte  durch  ipo'Pi'p%') 
und  iPo  Pi" Pt')>  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden  durch 

80  haben  wir  zur  Bestimoiung  von  L,  M,  N  die  beiden  Glei- 
chuDgeo : 

Lpo'  +  J^Pi  +  ^ip«'  =  0, 

aus  denen  sich,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  die 
folgenden  Auadrücke  ergeben: 

m=  0(tJ2'pa'—pn'Pt), 

alao  iat 

{pi'iH''-p%pi'')po  +  iptW-n^W)?!  +      '  -Pi'po')Pt -0 

die  geenehte  Gletehaag. 
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f.  7. 

Wenn  wir  unter  <ler  V  orauHsefziint»,  dass  jetzt  Jj,  M,  JS  drei 
beliebige,  nicht  zugleich  verschwlndeiHle  constante  Grossen  be- 
zeiehiien,  die  Grönse  ^'^^^^  stctii^  verarKlern  lassen,  und  fiir  jeden 
Werth  von  die  Grössen  und  hu  bestimmen,  da««  den 
beiden  Gleichungen  des  ersten  Grades : 

;>üSinw,2  +  Pi»lntf.jo  f  /7,sintCoi  =  J 

genügt  wird;  80  erhalten  wir  offenbar  eine  stetige  Folge  von 
Punkten,  die  in  einer  gewissen  Curve  liegen  werdeo,  vrelclie  wir 
nan  näher  discutiren  wollen» 

Za  dem  Ende  Dehme  man  in  dieser  Caf?e  xwet  belieWge 
Punkte  {PqPiP%)  nod  ipj'pi'p^)  tn«  deren  Cöordinaten  sks 
den  Gleiebongen 

Lpo'  ^Mp^'i^NpJ^f^. 
|»o'sintO|3  +  pi' +  pf! »xu  Wqi  —J\ 

genügen,  und  lege  durch  diese  beiden  Punkte  eine  gernde  Linie, 
welche  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  durch  die 
Gleichung 

(Pi '  Vt"  -  P«'pi*)Ps + ip%W-p9'Pt)fh  +  (pD'Pi*'-Pi'Pe*)P*=<^ 
wo  natürlich  immer 

PoMDtsis -f  pi  eintp^  -f  p^sin«^  =  J 

ist»  cbarakterisirt  wird. 

Ist  nnn  (PJ*t  'V)  anderer  ganz  beliebiger  Ponfct  in  nnes- 
rer  so  discntirenden  obigen  Cnrve,  so  inl:  ^ 

und  wir  haben  also  die  drei  folgenden  Glelehangen: 
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MuUipliciren  wir  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  zuerst  mit 

Pi^Pt-Pt^Pi^  PxPj-p±Pi',  Pi'pJ'-nJpi''\ 

dann  mit 

P%Pf^-p^''P%.  P%P^'-P^pJ,  P%'pJ'-p^'pJ'\ 
endlich  mit 

pf^'Pi-Pt'Po^  PoPi'-PiPo*>  pf{pt'-Pi'Pfr% 

und  addiien  nie  in  jedem  Falle  zu  einander«  «o  erhalten  wir  die 
folgenden  Gleichungen: 

^\ipt'pJ'-pJpi'')Po-^{pJp^''--po'p^'^Pi  +  (Po'Pi'-Pi^o")  P^^ 

=0, 

^\ iPiP%"-p%'Pt")PoMp%'Po''-po'Pt")Pi  -t  iPo'Pi'-pi'Po") P% I 

=  0, 

^'KPl'Pi"-P^'Pl'')f'oi^iPiPo"-Po'p%")Pi^iPo'Pi"-^^ 

=  0; 

abo«  weil  Xr,  ilf,  N  nkbt  suf^leieh  ver«diiviiid«ii : 

iPi'p%''-P%'Pi")P^^iP%'Po'-P9'p»")PiMpo'Pi''-p,'^^^ 
wo  Bacb  dem  Obigen  sogleich 

ift. 

Vergleicht  man  nun  diese  Gleicbongcn  j&lt  den  obigen  Glei- 
chungen fät  die  durch  die  Punkte  (po'Pi'p^*)  und  iPf^pi'p^') 
gelegte  gerade  Linie,  so  ist  Iclar,  dass  der  Punkt  {Pt^P^P^  In 
dieser  geraden  Linie  liegt,  und  de  der  Punkt  {P^PiP^i  Jeden 
Punkt  der  zu  discutireiiden  Corte  reprftsentirt,  eo  ist  diese  Cum, 
welche  aus  den  Gleichungen 

'  Po»»n W| j  +  pi  «in lOio  +  ^sinfs^,  =  J 

coDstruirt  wird,  jederzeit  selbst  eine  Gerade. 

Ffir  diese  Gerade  wollen  wir  mm  dio  Grossen ,  welche  in 
§.5.  für  die  dort  be(rac()t«>te  Cerade  durch  L.  ßf ,  N  bezeichnet 
wurden,  jetzt  durch  f,  in.  H  l*ezeicbnen,  inlem  wir  Cibrigens 
alle  dort  gelirauchtef»  liezeichnunjien  auch  hier  für  dio  durch  die 
Gleichungen  1)  charakteri&irte  Gerade  beibehalten  Daher  haben 
wir  nach  {.  5.  ßir  diese  Gerade  auch  die  Gleichungen : 
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Am  d«D  beiden  OleiebonfeB: 

Lpo  +  I^Pi  +  iVi9,  =  0, 

folgt: 

(iV£  -  LXl)  Po  =  (ilf »  —  Nm)pi , 

(illll-Mn)j%=  (£»  -  M£)po^ 

Weil  die  drei  Axen  sicli  oiciit  in  einem  Pnnfcfe  schneiden  där- 
fen,  «o  kOpnen  ^tPi,  p%  nie  svgleieli  ▼eneiiwinden,  md  da 
imner  eine  der  drei  Azen  nothwendig  ?en  nneerer  ISeradeii  ge- 
eebnltten  werden  mass,  so  wollen  wir  aonebmeD,  das«  diee  die 
evete  Aze  sei.  Dann  kHonen  wir  =  0  setzen  und  erhalten  da* 
ber  aas  den  drei  obigen  Gleiebnngea  die  beiden  folgenden: 

(^II-iV»I)/?i=0.  iMXl~Mn)p^  =  i)i 

aleo,  well,  da  po=0  geeetat  worden  int,  pi  nnd  |%  nicht  an- 
gleich  Terachwinden  kOnnen: 

und  folglieh  nach  dem  Obigen  (tSr  Jeden  poX 

aleo»  weil  po  nicht  allgemein*  verach windet,  da  die  ernte  Aze  ^08 
der  Geraden  geachnitten  wird: 

ao  daas  wir  alao  die  drei  folgenden  Gleichungen  hallen: 

LBI  — -M  =  0,  jyU  —  Nin^O,   AI*  — H3=a 

Dn  eine  der  drei  GrSaaen  L,  N  jedenfalls  nicht  verschwin- 
det» ao  wollen  wir  etwa  annehmen,  daaa  diea  die  GrOaae  1«  sei,  and 

£  =  GL 

aetaen;  dann  iat  wegen  der  obigen  Gleichungen: 
also»  well  t  nicht  veiaebwindet: 
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so  daM  «rir  also  die  drei  folgenden  Gleicbungen  hallen: 

t=:iGL,  m^GM,  U^GN. 
Naek  {.5.  IQ),  II)  iat  nan: 

coatma  »  f -l-lRcosavit -f-Xcos«^, 
COS  tvM =£eo8«0^ jn  eoeipia -f  X 

und 

sintooAzrllfsIntou  —  Ksioto^, 
sintnA  SS  X  sin  «»it — Jtsin  w«! , 
sin     CS  f  sin     — n  sin  iPi^ ; 

also  nach  dem  Vorbetgebeiiden : 

cos«0oA  =  G{L  +  Jfcost9oi  -I-  i^eosti^), 

co8wsA=  Cr(Lcoswn-f  Jf  cosfPia-l-iV) 

nod: 

sinwojs  C?(/If  sin  10,11  — iVetinttj^o)» 

sSnfPia«a  Cr(£sinfaio-'^«in«kt)- 
Weil  nnn  offenl»r 

(L-f-ü  cosff^  -f  i^eesi0^*-f  (if  siofi^--iVslntpyo)* 

SS        üfHiVH^Liireos«^  -f'iifiVcost«!«  +  2Ntmi9to 
und 

eos sieftnoA*  ss  I 

ist;  8o  ist  offenbar; 

3) 

ond  foigllcli  nach  dem  Obigen: 
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4) 


V^L«+i!fHiV«+2Li!lco8iOüi+2i!fAco*tti,+2iVLcos«», 
und : 

iff  sin  tuoi  —  iVsin  tcao 


V /.Hilf  Hi^H2LAfcomi^4^^2iiri¥coMf^s4^2^^ 

   19  mm  a)|  2  —  X»  sf  n  fü^, 


at«o: 

/y/sinmm«— iy<iin 


Kacb  $.5.  9)  i«t: 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 
und  ioiglicli  nach  3): 

7) 


Das  Erscheinen  der  doppelten  Vorzeichen  in  alten  diese* 
Formeln  liegt  gana  in  der  Natur  der  Saeli«,  weil  jede  der  Mdta 


Digitized  by  Google 


«I  «K^mmAmt  atuOfSMItr  Stiiwakehm§.  419 

RichtiiD^en  unserer  Geraden  aU  die  positive  Richtung  derselben 
aogeeebeo  werden  kann. 

Wir  bemerkeD  «ach  noch,  dsM  oach  f,  5.,  wenn  ax  und  ßx 
die  von  einer  der  beiden  RiebtanKen  nnaerer  Geraden  mit  den 
positiven  Theilen  der  dr-Aze  nnd  y*Aie  eingeeehlossenen»  190^ 
oicbt  flbereteigenden  Winlcel  beseicbnen, 

coM(a=A  =J(coe«^  H'IUcosoi  -f  Xcoe«^, 

eesff3t=fi=fcosAi4]|leo0A  -f  XeoejVf; 

also  nach  dem  Obigen: 

eos«as  G(Leo8ti(^  -f  Jlfeoe«t  4*  i^eosog), 
cos ßA=  6  (L  cosi^o    ilf  cos    -f  iVcos  l^s) ; 

folglicb  naeb  ^: 

L  cos  oo -J- /Vco8  «1  +  A' cos 

cos  ^ 

^  _    Leos  (3,,  -|-  Itfcnsßi  +iVcos/3a  

VLH-i?^^^^2rillcö«tp^i^^^^ 

ist 

Von  jetzt  an  sollen  im  Folgenden,  «vie  hier,  alle  Symbole 
wie  L,  N;  L' ,  J^' ,  N' ;  u.  s.  w.  immer  drei  ganz  beliebige» 
nicht  angleicb  veracbwindeDde  constante  Gr^eaen  besetehnen. 

§.  8. 

Cm  che  Bedingung  der  Parallelität  der  beiden  durch  die 
Gleichungen 

charaktcrisirten  (leraden  zu  finden,  he7:eichne  mau  deren  (vleichun- 
gen  im  System  der  xjf  respective  durch 

dann  ist  bekanntlich  die  Bedingung  der  ParaiielitMt : 

und  folglich«  weil  nach  $.  5. 
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A  «=  Xr  eos  Oo  4*  itf  cos  a|-fiV  cos  1%, 
B  ~  X^cosA^-f-üfcos/^i-f  Acos/ä^ 

uud 

A'  =  L'  cos  tt^  +  M'  cos  a|  -f  iV'  cos 

ist: 

(Z/cosoo-filf cosai4-i^eos«%)(L' cosf^o+^co« ßi-^-N'etmß^)  v 
-(Lcos/Jo+^co«/3A+i\rcos^(L'co8Co+ilf'co«ci+iV'cos«,)  l 
frelcbe  Gleldrang  man  leieht  «vf  die  folgende  Fem  bringt: 

{LM'  —  ML')  (cQ«  o^cos  ßi—cwß^  cos  oi)  J 
•|-(iiriV»-iViir')(eeea^oosj9^--e(ie/SE|Coea^  ( 
+  {NL*  —        (cog cc,  cos  ^„  —  cos    cos  Oo)  ) 

Alto  ist  oecli  den  am  $.4.  bekannten  Fornein 

(L«'— ilfL')«inWp,+(ilfiV— iViW')8intP|,  i  (iVL'— LA')«»"  »t»  =^0 
die  gesoebte  BediogongsglelebaDg* 

$.  9. 

Es  sei  (po'Pi  p^')  «in  gegebener  Punkt,  durch  welchen  eine 
mit  der  durch  die  Gleichung 

ebarakterisirten  Geraden  parallele  Gerade  gelegt  werden  soH. 
BeielehDeD  wir  die  Gleiebang  dieser  geaiichten  Gerade«  dareb 

80  haben  wir  aar  Beatimmung  vea  L',  M\  A'  offeobar  die  bei* 
den  Gleiebnngea: 

L'po'  +  >/>,'+iV'/V  =0. 

oder: 
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AUo  igt,  weon  G'  einen  geinMen  Faeli»r  beMfelmet: 

oder : 

L'  =^'lZ(po'«inri,+Pi'«ii»^+|i,'itin«y»,) 

Jf'  =  G'  { M{pn' ein  v,s-f  /»/ein  w^a^p^'  9in«v>,) 

-  (I|«o'  +  ÄfiPi ' + NpJ)m\nw^\, 
IP = CMiV (po'  »in  w, a       ' sin  tr,«  ^  Jh'  -^«n  «Ooi ) 

oder : 

ilf' «      t  MJ^iLp^'  +  ^7;,. '  +         n\rx  tr^„  j , 

und  die  gmehte  Gleichung  int  fofglteh ; 

\  LJ  —  (Lpo'  +  Mp^ '  f  TV;,,') s\nw,^lp^  i 

+  (I^>o'+Ä>n'  +  i\>,')Hintro,};>*  ) 

oder,  vreil  auch 

ist: 

Lpo^JUpi  i  i^Pt-(Lpo'^Mpt'i^Np^')^0, 

oder : 

§.  10. 

tn»  den  Durch*chnitt»punkt  der  beiden  darch  die  Gleiehnngen 

charakferisirirn  (ieraHen  zu  finden,  wollen  i^  ir  diesen  Dnrchsclinitts- 
pnnkt  durch  {pyp,p^)  beaeictmen ;  dann  haben  »vir  zur  Bestim- 
mung der  Coordinaten  Po,  Pi,      die  drei  folgenden  Gleichungen : 
Theil  XXXVIII, 


422        U runer 4:  üaa  SysUm  der  DreiUuien-Coorüinaten 

|}^sfnf0|i  -f  pi  muw^  +    «inn^  s  Ji 

wo  bekanntiicb 

J  SS  So8lni0|s  <f  S|  sin      4  Gf«  sintD^i 

iät.  Au8  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt,  vtenn  G  einen  ge- 
wissen Factor  bezeichnet: 

Pt^G(LM'-'AiL'); 
also»  wenn  niao  diese  Ausdrucke  iu  die  dritte  GieicbuDg  eiolubrt: 

r-__   l  

und  foigüch  nach  dem  Vorbergebendeu : 

 {MW—NM')J  

'^-(IiÄ '-üfL')»!«  Woi  +  (ilfiV'— iVilT')  sin  ir, » + {NU^LW)  sin 

 (^L'—  /.iv')  j   

 (LM*-^ML')Jf  

Wenn  der  gemein.-'rhartlichR  Nenner  versehH-lndet  um!  nach 
§.  8.  also  die  beidpi!  gegebenen  Geraden  einander  parallel  *iind, 
so  führen  die  vorhergehenden  Ausdrucke  auf  das  Symbol  des 
ünendlicben. 

$.  II. 

Wir  «ollen  jetzt  zunächst  die  Eiitfernuns  /•>  der  beiden  ge- 
gebenen Punkte  ipttPi'Pt)  und  ipo"p\"p%)  von  einander  be- 
stimmen. 

Bezeichnen  wir  zu  dem  Ende  die  rechtwinkligen  Coordinatea 
dieser  beiden  Punkt»  dureb  sf^     und  x",  g",  so  isl  bekamitlicb: 

j]^' = (o^ — s?0  cos  /So  —  (Ao  —  ^0  cos  «0  , 
p^*=:iai—ic')coBßi  —  iöt  ~y)co8  0|, 
-«Oeos/3t— («t— yOeos% 

und 
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Po"  =  (Od  — «^)«>«A>— y*)co««i>, 


ftl«o : 


■ 

und  folglich: 

MuUipUcirt  man  diese  Glekhoogeo  oacb  der  Reihe  mit: 

cos  ßj  cos  (co8  «1  cos  ~  co&ßi  cos  fl^)  =  coe  0|  coeoa  «in  wi^, 
coeaBCosc(o(eosc^coeAi— coe/JaCoee^)  =  coso^eose^einicte» 
eoe  c^ees  «i  (coe  i^»  eos  |3i    eee  A)  cos  «, )  =  eoe    cos  «i  eie  wn 

nnd  addirt  eie  dano  so  einander«  ao  eribftlC  man: 

(Po* — coa  flt|  eaa    ein  w^^ 
+  (pi—Pt     coa  «s  cee  «o  sin 
■f  (#>«' — P%')^ cos oq cos «1  sin 

I  eea^*Goaa|coaa^ainfP|« 

=      —         1  +  co8/?,*cosce,co8a(>sintr2o 
V  +cos/^s^co8a^  cos    sin  10^1 

man  dagegen  die  drei  oliigeo  Gieichuegen  nacti  der 

Reibe  mit: 

coe/lieo8/?a(co80|Cos^t  — cos/?!  coso^=cos/?i  cos/^^sintc,,, 
coa/3t  cos/^o  (cosfjiacos/^— coa^scos  oo)=:cos/39C08/ä^8intote, 
coa  A^coa^i  (coaa^eoa  A  — coa/}oCoa«i)=eaa/79Coa/}|atDi0^i 

98* 
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und  «ddirt  sie  dann  zu  eioander,  «o  erhält  man: 

icos aj^cösßi  cos sin  toi^  j 

Sehr  leicht  erheilet  aber,  das« 

coa  ßit*  cos  «1  cos  «t  (ces  «i  cos  jls — eos  fit  cos  ««) 

+  cos    ^  cos  <4  cos  «0  (co8«i  C08  ßQ  —  cos  ^^eoscd)) 
+  cos^a^coso^cos  «I  (cos  Oq  cos  ßi  —  cos  ßo  coso,) 
=7   coa«ib*^<M  A  ^  /'s  (cosuTi  cos  ßt  ^  gosA  coso^ 

+  eos  a»  *  cos  ß^  cos    (cos  Oj  cos  /S^  —  cos  ß^  eos  «^) 
+  coso^'c^oe/^ocos^i  (cosagcob/^i  —  cos^coso,), 

also  auch,  wenn  man  diese  beiden  gleichen  tirSssen  dnrch  S 
bezeichnet : 

S  »  eosm^'cosft  cos  ßjsin  »r,, 
-j  cos  a,  * 008/3.2  cos  p'o^in  tcjö 
+  cos  «2*  cos  ^0  cos  ^1  sin  ffoi 
=  COS  ß^  cos  0|  cos  4%  sin  tc^i« 
-f  cos  eos  o^  eos  '^D  tigi» 
H-  cos  ß^cM    cos  «i  sin  te^ 

Ist,  und  dass  mau  daher  nach  dem  Obigen  setzen  kann: 

+  (/>,'  —p,  '')»co8    cos    sin  «Qto 

+  (l^l'  ~ i^s")^co6  «0  COS  «,  sin  M>o, , 

(y'  -.y*)«5  »         -  fito')*«o«  A  coo/3,slnieii 
+  (Pi'— Pi')*eos/Steos/SoSintPte 

+  iPt  —lh'')*f^on  ßo  cosft  siofBte » 

also  offenbar  durch  Addition  i 

(/»o'~-/^o'')*siiiM'itCoswi2H       — Pi'')*8»ni«to«>«»» 
+  (pa'— Pa'')'sio  icoi  cos  «coi 

oder 
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J£»Ä=r(po'-/>o^)*»lo2lC,,+(/^'-ft'')*«lll2tBio+(/'«~Pi'0 

Nun  ist  aber 

S  =    cos  0^*  (cos  Wi%  —  cos  Ol  cos  Of)  sin  wi% 
cos  «|*(cos  flp^ — cos«%cos  sin 

-f  cos     (cos  u?oi  —  cos  oqCos  Ol)  sin  Wqi 
= cos  fl^*sin  t0k^  cos     4  cos  «i  'sin  MmCos  w^-\  eos  oii^siD  10^  eosto^ 

—  cos  Oq  cos    cos (cos  Oq  sin  {«|2~f      ^1  ^'^^  ta^-f-cos o^sio  w^i) , 

iSs    CO8/}o*(C08ir|s  —  cos^i  cos/J^)*'»«^^^ 

•f  cos (cos  10^ — cosAiCos^sinM^ 

-|-  cos      (cos  iPoi  —  cos    cos  ßi )  sin  troi 
s  cos  A>*siDi0|«oos«p|«-f  eos/}i*sloi0^cosi0te4oos/^*siDi«i|>i  costsu 

—  cos    cos ßi  cos  /5j  (cos ßQ  »in  u^ij^^cos j3i  sin  to^o i  cos  /S^sintooi) » 
also, 

cosoo^intTis  -f  cosai  sintc^o  cos(r2  8iou7oi  =0, 
COS  fio  *i>>  ^s  'I'      ßt  *<o  ^0  "i*  ^^^^^f  ß% ^i**      ^  0 

ist: 

'2S=^eo8a^t*8ln'2wl^  -f  cos«r|*sin2ti?2i)  |-  cosr/j'^sin^troi, 
2iSss  cos/}o*sio2iOit  -f  cos  A*sfn2t0So  -f  cos/S,*sin2«e^, ; 

und  folglich  durch  Addition: 

4;$  =  sinStOfti  4  sin2tsjt  4  sin2tp^. 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

sin2t0^,  4  otn 3wit  4 sln2i0(o 

Ffir  jede  drei  Winkel  j:,  ^,  <  ist  bekanntlich: 

sin^  4siny  4oinz 

=:sih(j;  f  ^  f  z)  +  4sini(a:  F  iy)sini(y  |- :)&in  ;(j  far), 

also: 

sin  2wai  4  sio  2tO| «  f  oio  ^^i^So 

^siu2(«)oi  Iwiif  "'lo)  f  4sin(i<>oi  fi<'it)sin(ii?|2  1  M'io)*«n(»<'io  fw^oi); 
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aber 

sin  2  (woi  +  tPi, + wjo)  —  2  sin  («7^  +        to^)  cos  («vn  +  «i»  + 
and  folglich  nacb  {.  i.  8) : 

sio2(ti^  -|-  Vi«-ft<^=Oi 

also : 

•in  2te^|  -|-  sin  2i0|(  -|-  sin  2wao 

und  daher  nacb  {.  4.  7) : 

smStn^  4  sni2«0is  -|-  siodi^  =s    4stiiii||||  «IniPisSinw^ 

Folglich  ist  nacb  dem  Obigen: 

_  {Po'-Poy  sin  2tr„-Kpi  '-Pt     «1»  2tp»-f  (p,  ^Pt*)»sma«>M 

t2  sin  tooi    "  «'is  <^'>"  «'so 

oder : 

f    sin  1001  sin tOH)  *     sintoi^sinfooi        sin  lepsin  i* 

Denken  wir  uns  um  den  Pol,  der  natlfrilch  jeder  beliebte 
Ponkt  nein,  kann»  mit  dem  Halbmesser  r  einen  Kreis  beechri^ 
ben,  so  ist  die  Gleichung  dieses  Kreises: 

sin  1001  aiafo^         sintoi^sinie^i    ^  sin«%osinioi^ 


$.  12. 

Die  Coordlnaten  des  Mittelpunkts  der  die  Punkte  (poPi'Pi) 
und  {po" Pi  " P'i  )  '1"^  einander  verbindenden  Geraden  seien  p^^  p^,  pf. 
Um  diese  Coordinaten  zu  finden,  wollen  wir  die  recbtn inkliges 
Coordinaten  der  Punkte  (po'Pi'P^)         (po" Pi" P^")  durch  jp*, 
und  x",  y"  bezeichnen.   Dann  ist  nacb  {•  4.  13),  14): 


dr'sintvoi  =5:(ptt'— Qg»)res«,— Si)co»«^, 

x'  sin  tr,  2  =  (;?,'— 5,)  cos    —  ( '  —  5,)  co«  «, , 

o;'  si  n      = {p%  —  ^s)     ^ — (/^'  ~~  <^o)     ^ « 

:V'  sin  tcoi  =  (po'  —  öü)  t^o«    —  (pr  —  ^'^i )  f  o'^  i^o  ■ 
ain  toi, = ' — Öl)  cos    —(!»,'-  öt)  cos  A . 
y  sin«^  ss(|i^'->  cSa)coaAi—  (|^'— <So)<^iS^ 
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und : 

^slnwoi  =  (pb"— —  iPi "  —  )  cos  «0» 
ar"sinii?,2  ~  {pi"  —  ö|)cosaa  —  {p^" —  ^2)  » 
ae"  sin  tc^  =  {p%  —  ö»)  co«  Oq  —  (/»o"  —  ö^»)  cos  ; 

^" miito,>,  ^d^o"—»©)«»» A  — (ft"— A». 
jf"  »in  w,  i  =  ( p, 0, )  cos    -  (        Ot)  CO»  A , 

y"  sin  o)^  =       —  öj)  cos  /iy  —  (/V'  —  ö«)  cos /J^ ; 

also  durch  Addition: 

4(a:'+«")ai«tcit=l4(f?j'+i»i")  — öl  |co»aj|-  iK/^'+Pi^j-öilco»«,, 

4(y + jy")  »>»»  wi« = { 4(Pi     ")  ~   }  cos/s«  -  { 4(^2' -fp«")-  i  cos  ^, , 

i(y'+y'0»in«^=tKp«HpÄ'0— S4»co«/Jo-<l(|»to'+l»o'0-öolco«Ä. 

Weil  nun  bekanntlich  ^(0:'  +  *"),  +  die  rechtwinkligen 
Coordiosten  des  Paoktes  {p^piPt^  «ind,  so  ist  nach  j.  4.  9): 

—  «0  =  \{y'  +  y")  COSO6  —  W»*  +  «")  cos  /3o , 

- 0,  8  4(y  +  y)cosoi  -       + «")co»fc5 
folglich  nach  dem  Varhergeheriden : 

(l^— öo)8intt>,«=    I  ö.  -  4(/>»'  +        (cosoi,cosft  —  cos  A»co««|) 

+  l  Ö,  -  4(p,'  +  p,")  )  (GOSO^COSA)  —  cosfccosoö)» 

(PI— J  So— KlH,' + Po")  \  (CO« «1  cosfc—  cos  A  coso^) 

+        l(|^'+Pa")l(cos«oC08A  — cosAiCoso,), 

(P»—  Ö,)«»n«Ooi  =     !     —       '  ^     ") '  (cos    cos  j?o  —         cos  «o) 

+  \  öo— Kpo'  +  Pö")  l  (cosofi  cos    -  cos  A  cos  €%) ; 

also: 

(|p^^c5o)mn  Wio=t  ög-4(pi'+P»")l»S»«0oi + i  ö,-i(pk'+pi")t 
(pi— G)j )  sin  ic^  =  I  Wo- 4( Po'+Po'O  i  eintria+ 1  ö»— ^(piM  /^i")^ » "»Woi» 
(Pi-  5t)**n««lM  =1  öi-4(pi'+P4'0  i  öo^i(Pto'+PD")t«in«»i«5 
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und  hieran«  offenbar: 

Pi  «1010^  =  •'—KPo'  -l-l^'O»»)  V,«— +  |ia'')siniiVM  > 

oder 

J    iPo'^inWi^^Pt^amuiM^p^'dn  w^)  I 
PiMnwot 

C    ip^'  siu      f  in '  «in  1020  f/»B'  «in  m^)  J 

folglich  offenbar: 

Po=i(Po'  +  Po"),    Pi^KPi'i^Pi")»    P2  =  iiP%  ^J^2"h 

Durch  eine  ganz  einfache  georoe(ri8che  Uetrachtung  Sberzeugt 
mau  sich  sogleich  von  der  Richtigkeit  dieser  Aundrucke ;  es  kam 
aber  hier  darauf  an,  dieselben  ganz  allgemein  analytisch  zu  be- 
iveisen,  wie  alle  FornieJo,  auf  die  uoa  diese  Unterauchuogea 
führen  werden. 


§.  13. 

Wir  gehen  jeUt  au  der  BenUnimung  der  von  den  beiden 
durch  die  Gleichungen 

^Pi>  +  »^ri  I       =0.   L'po  +  iW'Pi  f        =  0 
charakteriairten  Geraden  eingeachloaaenen  Winkel  Aber. 

Beseicbnen  wir  die  180**  nicht  fiheraCeigenden  Winkel,  welcke 
ftie  eine  der  beiden  Riehtuugen  einer  jeden  dieaer  beiden  Gtia* 
den  mit  den  poaitiven  Theilen  der  x-Axe  und  $f*Axe  cinackliet* 
aet,  reapecttve  durch  ^,  ^  und  9)'»  ae  iat  nach  7.9)  m* 
tOrlich  ohne  Beaiehung  der  oberen  und  onteren  Zeichen  10  dca 
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Fortuein  für  rosgp,  cost/»  uiul  <:os()p',  co8t|'',  wulil  abtr  mit  Be- 
ziehuu^  der  ol)erea  uuil  unteren  Zt'icli(;t)  in  den  Formeln  för 
€o«>q[7,  eos  tiitd  eben  «o  in  lieu  Furmelu  iür  cü«9>',  cotsi^'  aut 
eiriaitder: 

co09)=sJ:   ^ 


cotf  ^  =  J: 


cos    ^^'JJSli  cos  tCjO 


—  » 


und : 

cos  q>' 

  L' co80o_FjW^os a,  -f-  N'coaa^  


=  i: 


al2»o : 

C06  9  cos  9'  -f  cos  ^  cq»  ^* 
i  (Lco8ao+^co8a|-|-iV^eo»c(t)(^' co«cro-fi1!f'co8«|-f iVcoso^)! 

^  ~    '     (L^   J/ *4  iV«+2 L/)/ co^^-F£)/iV CO« wj^f^NL cos  w^^,) 
><(L'Hif'*+*V'«^f2X'ir'cosicoi+2if'iV'co«w„-f2iV'L'co«ii>^) 


Bezeichnen  wir  nun  lile  von  den  hcnltn  ueaehenen  fJeraden 
eifi^ecchlo8«enen,  ISO**  ni<ht  ütiersteigeuden  Winkel  im  Allgemei» 
nen  durch  W,       Ut  bekuaiitlich: 

CO«  IF  =     (cos    cog  qp'  f  cos  ^  cos  , 
aUo  nach  dem  Vorbergeheoden : 

cos  IV 

I  ( 1^  cos  0^-1- M cos  ct|  -l-iVco«  «%)  (L'eos o^-l-  ^'eosur,  -f- JV'coscr,)  > 
_  ,  »-t- (l^^oo  ßo^Meo»  ft  4-iVcosfe)(i:>*c<igft»-t-.tf^co8jy,  4^iy*cos<gt)i 


X(^'Hif'*+iV'*+2X'if'cost»oi+2ifWcosir|4+2iY'X'cosw2o> 


Leicht  crgiebt  ««ich  übet  ,  dass 
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-KL  cos  /Sj^  +  M  C08    +  iVcos     {V  cosjJi,  +  M*  cog  /J,  +  A'  cosjy 

-|-  (Lyff'  -|-  .VL'XGosooCosai  4- cos/3oco8/7|) 
-I-  (iV iV'  iYil/' ;  (cos  «1  cos  coa  /3|  cos  /S^) 
-I-  (Air'  H-  /«iV')  (cos  «^cos  «1^  H-  CM    cos  /S;») 

4-(Lif'-|-iirL')co8ti!^,  -I-  (iViV'-|-iVilfOcosu7|t^(iVL'-fI.iV')co8acte 
ttt;  also  ist: 

cos  W 

^  ><(L'*+if'«+iV«f2L'irco8ii>^+24fA»c«w„f2iVX'ca«i«,^ 
woraus  sich  auch  zugleich  ergiebt,  dass 

+  (iLiW ' + ML')  cos  woi  +  (ilfiV'  +  NM')  cos  tri,  -|-  i^L'  +  LN' )  co«  idiö 

=  0 

die  Bediiigung8gleicliung  der  PerpendiciilarUSt  der  beiden  dordi 
die  Gleicliofigen : 

cliarekteriairlen  Geraden  iai«  Man  kann  dieae  Gleichung  aucli  aaf 
feigende  Art  anadrflckei»: 

(Ir-|-ifcoat0bi -f  A<^o<ite)^'  ) 
-|-(i:rcoaii^,-|-ir-|-iVcfia«»,«)ilP  \  =0 

-|- (//COSt«^  f  /l/C0S1Di2  +  iV)iV'  ) 


i.  14. 

Wir  suchen  jetzt  die  Gleichung  (irr  Geraden,  durch 
einen  segehcnen  Punkt  ceht  und  auf  einer  gegebenen  Geraden 
seiiitrecht  steht,  und  Itestuninen /jinleich  die  Eutfcrnung  doa  g€g0* 
benen  Punkts  von  der  gegebeoeti  Geraden. 


Digitized  by  Google 


Im  aUgemtHur  mnaiftiMCäer  Mulmtekelung*  43] 

D^r  gegdbeiie  Punkt  mi  {poPi'p%),  die  GleiehoDg  der  gege« 
beneQ  GenMlen  sei 

und  die  GMebong  der  gesochteD  Geraden  eei 

so  habeo  ivir,  weil  der  gegebene  Punkt  in  der  gesackten  Gera- 
den liegen  soll»  und  nacb  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickel- 
ten Bediogungsgleicbung  der  Perpendicularität  sweier  Geraden, 
aar  Bestimmung  von  L\  M',  Ff'  die  folgenden  GlekdinageB : 

(L+ilfcost0^i4/V€oste^)I«'  1 

-f  (LcoßM?ü| -f  ilf-|-iVcosMJ,2)  >=0; 

aus  denen  sich,  wenn  6*'  einen  gewissen  Factor  beieicbnet,  sogleich : 

L*  =  G'  J     Pi'(X'Co««^  -i-     costüjj  +  N)  I 
'  — l^t'CX'CosflBbi  +  if  +  AcostDia)  l ' 

>  — pi'(£»  +  Jfcostcoi  -I-  iVeosid^  I 
ergiebt,  wo  es  aber  offenbar  genügt, 

-t' =*#h'(^eo»«%D  4- Afcos u?,, -I- A)  — ( Lcosfcc»! -f  i«! + iVcos IC, 2 ), 
Af'sss;;^'  -I-  jifcosfcoi  +  iV  cos  —  po'U^  cos  11720  +  ifcost»it+iV), 
i^'»Po'(X*eos»oi  +       AcosiPiJ— ATcosiB^i+JVcosi«^) 

zu  «ct^en. 

Uieraua  findet  man  mittelst  leichter  Rechnung: 
=  +  if«  -f  A2-^  2LüfcosfPoi  +  2ilfiVcosto«  +  2iVZicos  10^1) 

-  Äfft'  +  19^%*) (IrCOSlDte  +  ifcOS V|,  +  N), 

MJS'  —  JSM* 

^Po'lM^  +  Ä»  +  i^*+2i;AfcostiVM  +  2JiriVcos»„4^2racosir,o) 

—  ( i^P9  +       '  +  Np^')  {L  +  /W  cos  Wqi  +  A  cos  w^) , 
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19  V  —  LiV* 

=/'i'(^*  +  ^*  +  A *  h 2i.ilf cosfcoi  +2il#i\rco8f€»„+2iVi:.co«ti)^ 
—  (Lpo' -I- 9tpi  +  ^P%) (tcosttbt  -1-^4 i^eosiPkt) ; 

also,  »eil  bekanntlich 

ist: 

-  (Lpq'  \- Mpi' ir ^p%)  \  +(Lco8iOoi  +  /W  +  iYco»ir,4)8ioi»,j  > 
=         +  iV«  I-  iV«  +  -iLitfcoswoi  >  eJTiVcostc,.  +  2iVL  cosic^ 

und  folglich  nach  §.4.  7) : 

Beseietifi^ii  wir  QOti  den  Fosspunkt  de«  von  dem  gegebenen 
Punkte  (po  piP%)  ftttf  die  gegebene  Gerade  gelHltten  Perpeodi- 
fc^ls  durch  (poPiPi^f  so  iat  bieroaeh  und  nach  f.  10.  offenbar: 

_    ^  f^i^//^i'  +  A;V)  (A.  H.HcostgQi  4-  ATcosto^a) 

Po-/»«  -  t«+iliHA«  +  2Xifco«iooi+iiWArcoswi,f2ArL^5J^ 

_    #  (^Po' ^-  ^Pt ' + A>a')  (i:>coatp^  -f       Neon  iCj ^ 

P\—P\  —  L«+ J7«+A^«  +  ILM  cos  woi  ^-21Wrco8  W|»+2ALcos  v^' 

—  *  ( ^V^o'  f       ' "t- ^Pi) (Lcostc^irät eo8 tc, g -|- AT ) 

Ä  "  MfillHiVS4'2I^itlco8iot>i-f2itfiVco8fl9,tHh2AXcoei0M' 

|{(  /,t lehnen  «ir  da«  von  dem  Punkte  ipo'Pi'Pt)  auf  die  gege- 
bene (Gerade  gefällte  Perpendikel  durch  P,  so  ist  nacb  {.  II.: 

(   slnwoi^iit*^       sin  Wit  sin  1^1        sintp^sinm  ' 

Führt  man  in  diesen  Auädruck  aus  den  vorhergehenden  Formeln 
die  Werthe  von 
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(pö-Po)*>  iPi-PiT,  (l^t-PiO* 

ein,  so  Ut  in  dem  dreitheiKgen  Factor  dos  dadurch  sich  erge 
benden  Aosdracfcs  der  Factor  too  I«*: 

C08tC|«         cosfroi*cosM)^o      cos  ir.2o^  €08  te^^ 

+  ~7T:rTz — ittt: —  "i 


»inuffnBinw^      «^lOfCi^smico]  Bmw^ainwif 

 alnwiacoatoit  ^  coaicpi  coattimaip(fB^-|-tBSp|) 

sin  to^i  ain  «P|  t  sin  tOn 

«in  tcm  «in  tO|s  sin  to^ 

_  ain  tp,t  { cos  (tB^+wtoi ) — cos  fi\n  cos  ti%)  {  ^ 
ainW|iisinfP|fsiDf%|  ~  ' 

und  der  Factor  tob  2£JV  tat: 

costBoiCoatP|t  ,  costToi  C08 tPjo  ,  cos Wqi cos tP| a C08 tBto 
■  ain  10^1  ain  10^     aiiitvtattiowoi  sintstosinwjt 

sin Wi% C08 tgn-j-gin w^pcoii tr2o-f ^'m «Pqi  cosw^ jCos ti?,o 
coatQui  gjij 

_  sin  i(>itCoa  W|  g+ain     coa     —  ain  (»itfftB^osw^aCo^Wff 

—  coat^oi  «in  #ln 

t»in  fr,  2  sin  «'20  si  n  ( f<  ]  2~J"*f«o) 

sscoaMki — ~~.  :  ss^coafDA|> 

Aaf  dieae  Art  findet  man  leicht ,  dasa  der  in  Rede  atebende  Factor 

^(JJ-i^M^-^N*-^  2LMcoswn  •f'iifAcoatO|,+  2M.ceat0te), 
mid  daaa  folglich 


In-  ü*  -I-  iVa^  ^X'iVcoataoi    2itfiVcoa  w,« + 2iVX/Coa 


tat. 


Die  BediDgaagagleicbung,  daas  drei  Pnnlcte 

in  einer  geraden  Linie  liegen,  findet  ni4in  auf  belcannte  Weise, 
wenn  man  aoa  den  drei  Gleichungen 


Digitized  by  Google 


1 
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die  drei  GrSMo  jV,  N  elimioirt;  man  erbSIt  dädorck  laidbl 
die  Gleichung: 

■^pJ'iPi'H'  -Pi'pJ^  1=0, 

i-PiTipi^Pt  —Pip%)  ' 

die  man  ooeh  auf  Terachiedene  andere,  »Ich  leidit  toa  aelliat  er- 
gebende Arten  anadrflelcen  kann. 

Uie  BedingungagleiciiuDg,  das«  die  drei  dvrch  die  Gleieliiuige» 

L'p^  +  M  p^  +  IS'p^  s=  0. 

cbarakterieirten  Geraden  eich  in  einem  Punkte  nekneideB,  erkÜl 
mau  durch  Elininatlen  von  p^*  P\f  p%  ans  dieaen  drei  GlelelmB- 
gen,  wednrch  »an  die  Gleichung: 

erhilt,  die  eich  auch  noch  auf  verachiedene  andere  Arten  aaa* 
drftcken  laaaen  würde. 


i.  15. 

Wir  wellen  jetit  au  einigen  Anwendungen  der  \m  Vorhergebin- 
den  entwickelten  Vormeln  abergeben,  und  w&bie» dasa  sueret dis 
Betraebtnng  den  geneinacballiichen  Dnrehacbmtti|Nmktn  der  drei 
Hohen  den  dienen  Dreiecke. 

Zu  dem  Ende  beseicbnen  wir  die  drei  Spitsen  oder  Ecke« 
des  Ureieclta  durch 

(po'Pt'P%i.  (Po^/^i'iVO.  (PiTprp^'") 

und  aetaen  der  KOrxe  wegen: 
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Pi=^'pJ"-i-"f"'.  f^'=t-''po'-P»''Pt:  Pi''=p»th'-Pi,P,'. 

und : 

Qo'  =  /*ü'  +  P| '  C08  «Toi  +      CO»  t020 , 

Qa*^  =  P.  "  CO» tr,o  +  P/' cos  tr, ,  +  P«" ; 
^,«'  =  P«-'  +  P.-'co«»..  +  W'cos«.„, 

dann  sind  nacb    6.  nnd  {.  14.  die  (wteichnogen  der  von  den  Ecken 

iPo'PiPt').    (Po>i'>«"),  {PJ"PI"'P%"') 

des  Dreiecks  anf  die  gegenffberetehendeo  Seiten  gefüllten  Perpen- 
dikel reepectiTe: 

1) 

iPi'Q^'-p2'Qi')Po-iiP^U,'~Po'(h')Pi-^(PoVi'-Pi'Q./)p^=0, 

iPi''Q*"-p%'"QnpAip^"Qu"'-Po'^Q%"')^^^^ 

=  0. 

Ziriecben  den  Gritoeen 

nod 

^o',  Qi  *  Qz';  Qo",  Qi'\  Q^,  'i  Q.-' 

finden  geivisee  leichl  au  beweisende  Relationeii  Statt,  welche  wir 
im  Folgenden  aitsamnienatellen  wollen. 

Der  Küia«  wegen  eetaen  wir: 

ii=poXPiy/'-p/%'"npo'\Pt^^^^ 


436 
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dann  Ut,  wie  man  leicht  findet: 

VxP'i^Vx'Pi"  =0. 
woraus  Kich  ferner  ieicht  ergiebt: 

J>.'Ö«*+P.''<?o"4f."'Q«*=  iTcoeir«: 

Hieraus  ergiebt  eich  unmittelbar,  das«  die  Summe  der  drei 
Gleichungen  1)  ▼eracbwindet»  ao  das«  also,  trenn  durch  geviaw 
Werthe  von  PofPi*Pt  s^ei  dieser  Gleichnngen  erfilllt  werden, 
durch  dteaelben  Werthe  von  p«. p^  immer  anch  die  dritte 
Gleichung  erfSSilt  wird.  Bestimmt  man  daher  mittelst  der  Gleichmur 

sin  to, 4  Pi  sin      +  Pt »oi 

und  7,«  pier  der  Gloirhtiiic;en  1)  die  Gn'J.'S'^r^n  ;>  ,  ,  ,  «sn  irird 
durch  die  crlialtenen  Werllie  dieser  (irn-^sen  iniTner  mich  die 
dritte  der  (Jleirhuniren  1)  erfüllt,  woraus  si(  h  erj;iebl .  dn.ss  di# 
durch  die  Gleichuiiiien  1)  chariiUlerisirteii  Geraden,  also  die  von 
den  Spitzen  oder  Ecken  i\es  Dreieclfs  auf  die  seccnfilierstphen- 
den  JSeiten  desselben  ^ef)illten  Perpendikci ,  «ich  immer  in  einem 
und  demselben  Punkte  schneiden. 
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Um  nun  die  Coordinaten  p^,  p, ,  des  q:emem8cbaftticben 
Dnreh8chnitt8punkU  der  drei  in  Rede  stehenden  Perpendikel, 
Dämlich  der  drei  Höhen  de«  Dreiecks,  selbst  zu  besfinnueD,  müs- 
sen wir  von  der  folgenden  allgemeinen  Hetrachtung  über  drei 
GleicbuDgen  dea  ersten  Grades  von  der  Form: 

«iiig«heD.  Bekanntlich  ist  in  einen  «olcbeD  Falle  ininer,  «renn 
G  eioen  gewieeee  Factor  beseicboet! 

^(«A— Ml); 

wobei  die  beiden  ertten  Oidebangen  des  obigen  SystemF  dreier 
Gieiehnngee  benntsl  werden  sind.  Finden  nun  aber  die  Giei- 
cbnngen 

Statt,  se  let: 

and 

also,  wie  man  sogleich  ubersieht: 

«0*1  ^  *o«i = «i  Ai — Ä|  «1  SS  ej|6^— '  *^ ; 
aad  lalglicb  naeh  dem  Obigen: 

Ä  C  (Äpc,  ~  Co6| )  =  G  (6,    — C|  6^  =  Cr  (ÄfCQ— «iA^, 

z  =  6^  (flo6,  —  6oO|)  =  6'  (er,  62—6,     =  6'  (0,60  -  6,Oo) ; 
wo  G  immer  detaeelben  Factor  beaeiebnet 

Dans  bei  den  Gleichuneen  1)  die  hier  (gemachte  Voraussetzung 
erfüllt  ist,  braocbt  nach  dem  Obigen  Icauro  no»b  beeondere  be> 

Thcil  XXlLVin.  90 
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merkt  zu  werden»  und  vvir  kunuen  also  auf  dipse  Gleichungen  die 
vorhergebenden  allgemeinen  Formeln  ainNciHlen. 

Zuvorderst  hat  man  sich  aber  noch  die  folgeodeo  leicht  la 
bevrelaendeD  Rehitioneii  so  merken: 

Po''Pa"  +  Pi"Pi  '  I  Pt  "iV  =  n, 

Po"Po''-^Pi"Pt'"+PfrP'!r  =  0. 

PirPo'^Pi''Pi'" + p^P%  = 

Nach  den  Gleiehangen  1)  and  dem  Vorherf^enden  iet: 

-(P.  "Qr"-p^''Qi")  iPo"'Qi''-Pi''Qfr)u 
P^=0\ipi"W'-f^''4h'^{H''Qo'"-Po'"Qt'") 

und  folglich,  wie  man  leicht  übersieht: 

G-HPoPoi^Pi'Pti^P^P^ 
=  KPQ'«e'+P|'ft'+#'a'ftW-(|»to*^o'-|-ft'i\'+ft''4Wl 

also  offenbar: 

PQP0  +  PiPl^P%P% 

=:  c(Po'Po'+/^'ft'+A' V)  weo•+i^'el•+Pa'«^^^ 

Ferner  ist:  ' 
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in  aifyemeinßr  amUgtitcktr  EiUmtckeiMn§*  4^9 

-  iPi^Qt" -p^'Qn^j^oQi'-Pi'Qo'K 
-(Pt''Qo'"-po'"Q2nip,'Qi'-'P%'Qi')U 

folglich«  wie  leicht  erhellet: 

0-HPo"Poi-Pi"pi-^P^''p^ 
=  \{Po^Qo^-^Pi"Qi'''^P^"Q^"')P^'' 

-  {p^'^Po"  ^prP^  +  Qt'KPo'Qi-PiQo') 
(pJ^Po^-^P^Pi'  +1».*  V)  VKPi'ft'-iN'ftO 

-  iPtTPfT^Pi^Pi"  i'P%''Pfr)Qt"'Up%'Qo'-Po'Q%'). 

also  offenbair: 

Lndiich  ist: 

-  (Pb'ft '  -Pi '  Qu')  (Pi"Qo'  -  Po^Qz")  U 

rolglich  offenbar: 

=  nPo'"Q^'-^prQi'^p2'"Q2)P2' 

+ 1  (ll)*'«o'  +  '»rft '  +  PJ'Q%*)Pi' 


440       Gruueri:  Da$  Sy»tem  äer  üreiiiitieu - Cmrdmaien 
also: 

Daher  habeo^wir  jetzt  die  drei  folgenden  merkwOrdigen  GW- 
cbuogeo: 

«) 

PJpo  +  Px'pi  +  P^'Pi 

=  GiPo'Q^"  +  /'i 'ft  '  +  PJQ^') iPo'Qo" -t  ^i'ft*' + 
=  G(Po"Qo"'  +  Pi'Qri-P.i"Q^'")(Po'Q.'  +  + 

Man  setze  der  Kürze  wegen: 

3) 

«o  let: 

und  folglich,  wenn  nocli 

6)        Bx  »  ^is^s«  '^4ti »  ^1  ~  4ii  '^ti 

und 

6) 

^Po^iPx'P^'^-P^Pi) 
=:P,'(/>."n»— n'  P.'^)  +  Pt"{P^^Po'  -  ^0*^2  ) 

^P^'iPo'Pi"'- Pi'Po")  +  Pt"{Po"Pi'-Pi  Po) 
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iu  aUgetMiuer  OMilpiiMcAfr  EtUtßickeltuig,  44| 

^e4f«Ut  wird: 

7) 

/^>="  — 2^^"  — — *-  *  » 

;>|SCr  , 

/^  =  ^  2f  *  

MitteUt  leichter  Rechnung  findet  man  aber: 

/»«"Po"'  -i*o"/»"'«=|j|'JI, 

also  nach  7); 

'  C?J7 

6ri7 

8)   1     =  IT  ^^«^*'  +  +  ^sPi'"), 

GU 

und  weil  mm  bekaimtlicb 
und 

ist,  0o  wt  nach  8): 

•        ,     Gil  „      „  „ 
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442        ßrunert:   Das  Sysiem  der  hreiUnitn'CeortUnaun 
also 

an  1 

» 

und  folglich  oacb  8): 

  ^ — Br+iBi+i%  ' 

oder  nach  dem  Obigen: 

FOr  die  GrSaeen 

findet  man  nach  dem  Obigen  auch  leicht  die  folgenden  AoadrMe. 

11) 

i<ta=  ^o'^o"  + WA''+i*i''*o'Oco8ifloi 

+       'Pa''  +  P^'Pt ")  cos  IT,  ^  ^   (/^/Po"  +  Pi  'Ptl  CO» 

+  (P,  "Pj" +Pt 'P, COI»Wj,  +  (Pt"Po'"+P»"P,'")CO«iC» 

^,4=Po"Po  '  +  P|"P,'"  +  P,"P,'"  -I- (Po^i*!'"  +  Pi"Po'")co»«^ 

+(P,*P,'''+P«''P,''Ocosii),aH  (P/To'  ' iP«'T,''')co6if^,; 

.4.,=p„' 'Po'  +P,''Pi'  + 

+ (P|'"l'»'+/k"'i*iOco»        W'Pa'  +Po*'Wcoo«>ii, 

-^11  =  /*o'" -Po'  +  ft  "'Pi '  +  ^2"P2  +  (Po'"Pi '  +  Pi  "'Po')  COS  iroi 

+  iPi  ''P%  +  /*.     ')  cos    j  +  (P»'"Po' t/'o  "Ps')cowJto; 
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in  aUgemeiaer  auaifÜscAer  Entwicketung.  44S 
Horaii«  also  auch  erholtet,  dass  immer: 

ist 

Die  drei  unser  Dreieck  bildenden  Geraden  wollen  wir  jetst 
selbst  als  Azeo  anoehinen  and  die  den  £ckeo  oder  Spitzen 

{po**Pi"*Th:'%    (Po'pi'^iO,  iPo'Pi'P'i") 

gegenüberstebeodeö  Seiten  des  Dreiecks  respective  durch  o»,  Ot 
bezeichnen;  die  erste,  sweite,  dritte  Axe  sollen  beziehungsweise 
den  Seiten  a^,  a^,      entsprechen*   Bestimmen  wir  nun  fiber  die 

positiven  Richtungen  der  drei  Axen  so,  wie  aus  Fig.  10.  von  selbst 
ersichtlich  ist,  und  nehmen,  wie  es  offenbar  verstattet  ist,  die 
VVinkpl  7r ,j  ,  Wi^,  w^^  sänimtlich  positiv;  so  ipX^  wie  man  sich 
aus  Fig.  10.  auf  der  Steile  äberzeugt : 

Pa'  =^0,  pi' s=Ossmti>i2,  ps'^O; 

=  aosiu»üoi  , 

=sa,sini0|9; 

|,ö-=:a,sinwoi,  /»i'"=0,  ;»,'"=Ö; 
so^siniBiao 

also  nach  dem  Obigen: 

Po'  =0,  F,'=V«itttetesint{;i2.  ==0; 
V=:0,  /\'  =0,  i^t^^aft^slotoiftSin«^; 

i»o'"-«e*««nic»,sinwo,.   Pi'"=0,  jP^-rrO; 

ferner : 

=  Ol  •  si  n  tt>üi  cos      sin  w^^, 
Qi'  =:a,*8iowoi  sint9|s, 
,  Q^'  =  Ol  *b\d  Wqi  sin  tOiB cos ; 

Q^'  =  a^*  si  nt£7j  2  sin  ei?2o  ^0*4020, 
Q,''  =a2*sint0|tC0s«0|Bsiniii^, 
Q%"  =aft*sint0|tcosiiite; 

fti**'=«e*»inti?2o  sin  , 

Qi  "'==  Oo* «'f*  ^''lo  8'*^  *^oi  cos  fCoi  I 

Qi'''=iio*sioio^cos«ososinii'bi » 

folglicb : 
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444        6 runer t:  Das  Up t lern  der  Dreilinien- Vooräinaten 
und  hieraus: 

*  ♦ 

Foraer  ist: 

sin  ' 


! 00  sin 
Hl  sin  V,» 

Abo  ist  nach  10): 

13) 

1disio«^i 
«ts™«'«o 


Pi»^<lQSsin2«^slD2troi  +  ai*sin2woi  «iu2ttj,g  +  o,*siii2ii^ssiii 

ISssioiPi« 

I  ao  sin  10^0 

a„*«lii  ai0^  sio  2wot  +  «i*»iiiawoi  sln2ii>,9+si»siiia»,t«lsair%t* 

Darcli  eine  einfache  BetrachtuTie:  wird  man  bei  dein  gieidi- 
»eitiffen  und  rochtu  iiikligen  Dreieck  die  iiicbtigkeit  dieser  For- 
meln 8ogleich  bestätigt  finden. 

Nach  dem  Obigsn  ist  aber  aucb: 
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ift  «Ugemeimr  auatu^acher  Emwickelung,  446 


SS  Ol  %  sin  iO|fe*eo««|i^ ; 

aod  folglich :  ^ 
also: 

I    ffoOi  sin  10^1  *  cos  fOt^  eoM  10^ 

s  («oOi Ojisintooi 8inu7| j(tiiuu7^)^  ^        ri^ sin u;i2^  c os tcjo  (-'«^'^ <^oi 


1: 


a|4aMDtDao*CO8t04y|  COSWIG 


iOlSllll^, 

Ax%^uPi' + ^  ^  1^" + 4.»  4|.|ii"' = 4t4tM>i' 

(  ao«iotPso 

«(«,^ia^ini0^8ini9|t9lniOM)^iioatslii«^i*coswitCosio^  i  ^  * 
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B«geieliDeii  wir  mm  .  die  den  Seileo  qq,  o^,  enUpiedieeiw 
HoiieD  des  Dreieelw  dareli  h^,  ky,  h^,  ao  iet: 

hfstp^'  =aBeini0j|t  =  «o«in«^» 
also  offenbar  nach  dem  VorhergebeudeD : 

  _____  ^0^1  ^^g  COS         C08  Wqx  

Ä<A  coei^jcosic^  +  /#i/i200Sio^coef%i  -f  /^^^o cos  looi  cos Wi^' 

 AoA|AtCO»<P|«co8iPao  

'^'^A^^^^f'iacoatote-l-AiAtCoefPteCoaiete  -f  ^Aocoeip^€oe«|i 


üm  noch  ein  anderes  Beispiel  %\\  geben,  wollen  wir  den 
Scbvverponkt  des  Dreiecks  A'A''Ä"'  betrachten,  indem  wir  die 
Coordinaten  der  Ecken  A' ,  A",  A"'  respective  durch 

W»PxfP%'i  i'o'^ftVft';  nJ'»pi^^p%' 

m 

lieseicluieD. 

Nadi  {.  13.  flled  die  Ceetdinaten  der  Mittelpunkte  der  Weites 


reapeetive: 

hiPi^'-^Po").  *<I»*'+|»»0; 

l(Pto'+Po*).  Kpi^+ft*)»  {iPi'^Th'^; 

iiPo'-^Poh  kiPi^i^PtV  iCÄ^'+PiO; 

und  die  Gleicbungeu  der  durch 

A*  und  den  Mittelpitnl^t  ?od  A^, 

gekeodeu  üeradeo  sind  folglich  nach     6. : 
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oder: 


im  aUgemeiuer  amUyUicA§r  fintmidi€lwii§>  447 
+  \p%{po'  -i-tHT)- Po'ipJ' + IPi  }  =0, 

+ ipo  ipi"  ^p^-pi'  (Po" + Po'^np^ 

-^ipt"iPo"'-^Po')-Po"(p±'"-\'PtVPi  }  =0, 

iPi"  ip^' + P%)  -PtTiPä'-l-PillPo 

'¥\pr(Pi/^Po'}-Pir(P»'-^pJ^\pt 

+  \Po"'iPi  i^pi") -pripo  +Po")\Pt 


1) 


-^ip%'iPo'-i^Po'+Po'^-'Po'iPt:+p%'''^ptr)iPi  [=0, 

^\po'(Pi'i^Pi''-^Pi'')'-Pi'iPo'^P6'^pJ^\p%  ) 
{pi'ip%'^P%^pJ^-p%'ipi'^Pi''¥pi'')\p^  \ 

+  \p^'iPo■\^Po"^rPo'^-Pi,"{p^[-\■p^''^p^^\Pl  1=0, 
+  \  Po"  iPi'-t^Pi"  ^Pi")  -  Pi'iPo^Po  +Po")  I  P%  ) 

* 

'^\Pi'^{Pö'-¥Piir-^Pö'')-Po"'ipM^P%'^p^'")\Pi  1=0. 

HimiM  ergiebt  «Ich  «mittolbv,  dam  die  Sanme  dleeer  diel 
Gleichungen  verachwlodet,  eo  da»  aleo,  weoa  Ufr  gewisse  Werihe 
▼OD  Pe*  Pi>  Pi  awel  dieser  Gleiehtragen  erfallt  werden,  (är  die- 
selben Wertbe  von  pQ,  Pi»  p^  Immer  auch  die  dritte  Gleidmog 
erflillt  ist  Bestimmt  man  daher  mittelst  der  Glelchnng 

und  sweier  der  Gleichungen  I)  die  Grossen  p^,  pi,  p^;  so  wird 
deich  die  erhaltenen  Wertbe  dieser  GrOssen  immer  auch  die  dritte 
der  Gleichungen  I)  erfüllt,  woraus  »ich  ergiebt,  dass  die  durch 
die  Gleiebungen  1)  charakterisirten  Geraden,  also  die  von  den 
Spitzen  oder  Ceken  des  Dreiecks  nach  den  Mittelpunkten  der 
Gegenseiten  gezogenen  Geraden»  sich  immer  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  schneiden. 
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Gruner t:  Das  System  der  Ureiiimen-CooräinaieH 

Mail  iWrtevgt  sieb  «dhr  lalelit«  «Im  dte  dMf-€McfaBiigeii  1). 
Indem  G  elnaa  gevris«««  Faetor  1iw^clin«t>  erffilltwerdea«  waoBMo 

setzt,  wo  es  also  nur  noch  daraof  aiikoiumt,  den  Factor  G  lo 
bestimmen,  wozu  man  sehr  leicht  gelangt»  wenn  man  die  Tor- 
.  atehmideii  Wertbe  von  Po»  pg*  pn  '^^      Gleichung  • 

einf&hrt;  denn  dadurch  erhält  man  auf  der  Stelle:  ' 

+  (;V+Pi''+i'i'^8inwM  I  G^J 

oder: 

'  +  (Po'^Äin  wi«  +  Pi'^sinte^  +p^'^  a<i»«te) 
also  a/^sejr,  Md  fiviglleh» 

^  6  =  *; 

daber  nacb  2): 

iPo  =        +Po* -f  J*»*). 
Pi  =  l(Pi'+;^i" 
Pa=i(|i*+j%^+P*^)' 

§.  17. 

>Vir  wollen  Diin  noch  den  PIXcbeoinfaait  F  dem  Dreiecb 
jfJT^  betrachten,  Mem  wir  Mederim  die  Ceordinatmi  dft 
Ecken  il%  Jf»  AT  reapective  durch 

P^'*P%»P%\  Pfi'*Pt'*P%'\  pJ'>Pi'*P%' 
beaeichneD. 

Bezeichnen   wir   die  rechtwinkligen   Coordinateri   der  Ecken  1 
A'  t  A" t  A**  durch      y';  x*\^"\  so  ist  iiacb  einer  s«lir  | 

bekannten  Formel:  1 
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ioii«m  mm  dai  obm  «der  ontere  2etch«it  nimmt,  j^nachdein 
man  rieb,  um  den  Umfang  des  Dreiecks  neeh  der  Ordnung  der 
Ecken  sn  dnrchlaofen ,  in  gleiciiem  oiter  ungleichem  Sinne  mit 
der  Bewegung  von  dem  ptisitiTen  Tfaeile  der  iM  der  m  dwch 
den  Coordinaten«^  inkel  («jr)  tiindnrdi  naell  dem  positiven  Tlieile 
der  Axe  der  jf  liin  bewegen  mute.  Nun  ist  nacb     4«  13),  14): 

ff  tAnw^szip^'  -So)coaA*-(pi'  --cSi)coeA»; 

«»  einiPtai«(|H^''— öo)cee«|  — (j^*  -  S,)cima^» 

eMnroi=(|io''~öo)cos/3,  —  (|*i"  —  ö|)co8/3|>; 

»iii«^  =(Po'"-öö)c08A  -d»!*'-  c5|)eoe A> ; 

alee: 

-y*)*!» «0te = iPo  -fh") cee A    (p,"-!!!«) ces . 

und  folglich : 

+ (Po'~^ü)  (Po^-f  oOcoe«!  CO«  iO,  ~(fito*-5o)(Pi'^-pi  Ocosfocosai 
-{Pi'-OiKP9r-pQ}cQ8aoßoaßi^ipi''^^)(f^'*^ 

— (Pi'"-ö,)(;>o'*^>o»a^co8A+(pi''--ö|)(|i|'-|ii*)ccs<roCM 
vofaoe  «ieb  sogleicit: 

:fc2F8iDi(Vu* 

+a''(Po'^-Po')  +>>i"'(/>ü'-Po")l  COSöoCOSft 
-i J»b'(A*-Fi'*r+  Po'iPi'^-mJ'^  Po" (ft -ft •)  I coefccee o^, 
also: 


450 Gru»eff:ü,  Ayi^r.  A  DreOhUiM-Cooräd»  aiigem,  aui^i,  ßntmtek. 

tolgUcb  nach  §.  4.  3) : 
ergiebt. 

Auf  diese  Weise  erltalten  wir  neu  ans  den  Permeln  $.  4.  IZ^ 
14)  flberbaapt: 

±2F«iitB» spt'd'o"  -/^o'") ^Pi^ipo^^'-Po')  -^PB^iPm  -Po% 

Maltiplieirt  man  aber  diese  GleicbengeD  nach  der  Reihe  mit 
p^'t  pi*  nnd  addirt  sie  daon  sn  einander,  se  erbilf  man,  weil 

Pq  sin %oi%-^pi  sin toao -f- p^' sinto^i  =  J 

ist,  naeb  sehr  leichter  Rechnnni^  die  folgende  Formel : 

±2/^=  PoiPx"P%"-Pi"P%") 

•^Po'iprp%-'PiP%") 
^p^"'ipi'p^'-pt"p%')\ 

\velcbe  «ich  nocli  aul  verschiedene  Arten  wurde  umgestalten  las- 
j^en,  indem  man  ^u^leicli  für  J  jeden  e»einer  bekannten  Ausdrucke 
setzen  kann.   Es  ist  z.  B.: 

F  = 

*  2 (Oq sin  tci2 -f     sin      -f  6)2^111  troi) 

Diese  Betrachtung  auf  jedes  beliebige  Vieleck  zu  enreitera, 
hat  nicht  die  mindeste  Schuierigkeit»  wenn  man  nur,  in  ähnlicher 
Weise  wie  vorher  bei  dem  Dreieck,  von  dem  bekannten  allgeroei- 
nen  Ausdrucke  für  den  Flächeninhalt  eines  Jeden  Vieiecfcs  dnrcb 
rechtwinklige  Coordinaten  ausgebt. 
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Note  vktf  die  Integration  der  partiellen  Differential- 

gleich  UDg 

Tun 

Heini  Simon  Spitzer ^ 
ProfeMor  an  der  Uaodol«-Akadefiiie  in  Wien.^ 


Wir  wUeu,  um  die««  üleichuug  2u  integ^iren, 

i=:(x+y)^Z    '  (2) 

und  erhalten  hiedoreh: 

(3) 

Diese  GleiehuDg  veteiofadit  sich  für  solche  Werthe  v  on  welche 
aas  der  GlaicbaDg 

A*+(»i+«»-lM-l-«=0  (4) 
hervorgeheo,  and  Dimnit  dana  die  Gestalt  an: 

d^Z  dZ  dZ 

^*  +  3'>4i^  +  (^  +  '"*>S  +  ^^+'^^=^'  <«) 

Das  lalsgral  dieser  Glalehnng  ist: 
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SpH%er:  SoU  Mef  (He  huegr.  4tr  partttUeu  UifferenUalsl. 

woselbst  9;(.r)  oine  uillkuhrliche  Function         x,  eine  will- 

kCihrliche  Function  von  1/  bedeutet,  und  A-f/ii^  und  i-^m^  ganie 
positive  Zahlen  sind.    Es  ist  somit: 

« 

das  voiUtftndIge  Integral  der  Glfiflhwg  (]>.  (Seh«  hMbflr  Ib 
33.  Bande  de«  Archbe  S.  476.) 

Euler  integrirt  die  Gleichung  (l)  im  speciellen  Falle  011=% 
durch  Keiheq.   Ist  die  Gleichung  (I)  von  der  Gestait: 

w 

00  breeheo  die  Reihen  ab  Im  Falle  k  gans  und  positiv  iet»  (eiclM 
£iiler*s  Teilet.  Anleitung  aar  Integralreebnnngy  denteeh 
von  Salon 00.  3.  Bd.  S.224).  Nach  der  ron  ane  gegebenen 
Formel  (7)  hat  mae  aber«  da 

mi=sni^  =  m,  ft=:(m-|-A;)(iii— A;— I) 

ie^  folgende  Glelehnng  (ttr  Ii 

(am -  IM  +  (w  ^- iy (m  -  A:  - 1)  =  0, 

* 

worane  die  Werthe: 

r 

Xsi  —  m^k  uod  il=;  — f» 1 

hervorgoheii.  Wb  Men  daher  «Ittelet  anse4ef  Foraiel  folgende 
Integrale  der  Glelcluing  (3): 

m 
m 
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I 

Das  iDtagral  (9)  gilt  fflr  ganze  md  nagative  -Werthe  von  das 
Integral  (10)  hingegen  för  game  and  positive  Werthe  von  und. 
nach  Air  JtsO. 

•Auch  die  Gleichung  * 

IntegrIrtEuler  mittelat  Roiben,  die  ISUr  ganao  Werthe  von  m  ab* 
brachen*  Wir  finden  mitteUi  der  Fornek  (9)  nnd  (IQ)»  wenn  wir 
in  selbe  k  =— m  setaen,  folgende  Integrale  der  Gleichnng  (11) : 

(13) 

,=(*+•)»-*"  i  '^^r  ''^^^-1 + r-^^^i{ . 

Das  erste  dieser  Integrale  ist  giltig  fflr  ganze  nnd  positive 
Werthe  von  m;  das  zweite  hingegen  ffir  ganze  und  negative 
Werthe  von  m.  Werden  die  Differentiationen  wirklich  ausgeführt, 
so  Icfimmt  man  oatfirlich  za  den  Reiben,  welche  Eni  er  als  inte* 
grale  anfstellte. 


£s  ist  nna  gegltickt,  das  vollstftndige  Integral  der  Gleicbong 

ancb  In  den  Fällen  anfzustellen,  wo  bloss  eine  der  beiden  Zahlen 
m, ,  ganz  ist.  —  Sei  et^a  ganz  und  positiv,  f%  beliebig, 
sodann  ist  das  Integral  der  Gleichnng  (14) : 

Die  Richtigiceit  dieses  Integrales  IXsst  sicii  leicht  dartbnn.  Denn 
aus  (15)  f(^gt: 

^^=(S^^/('+*)--M»)«iar.  (W) 

und  differenzirt  man  diese  Gleichung  nach  jf,  so  erhält  man: 

l  heil  XXWlil.  SO 
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hieraus  folgt: 

« 

und  wenn  man  die  Gleichung  (J6)  berfici(«icbtiget: 

Wfrd  dieee  Gleleliiing  m^nmX  naeb    dlfbraofirt,  «o  erbilt  mm. 

dz  dt 

was  zu  beiveisen  war.  —  Es  folgt  daher  in  der  Tfaat  fär  die 
Gleichung 

,    .    V  dh  dt  dt 

falls  1%  eine  ganze  positive  Zahi  ist«  folgendes  integral: 

^)  ist  hier  eine  MrillicfllirKehe  Fanction  von  |f,  und  wird  die  hier 
aogexeigte  Integration  von 

nach  y  durchgeßihrt  •  eo  erscheint  als  Integratioosconstante  eine 
willkilhrliche  Function  von  demnach  Ueat  aich  daa  Integral 
(15)  auch  ao  achreihen: 

(17)  • 

Ehen  ao  Itaat  ateh  aach  teigen»  daaa»  lUla  Mi  gaaa  imd  peaitf ?, 
mt  gans  beliebig  iat»  daa  Integral  der  6lei«Änng  (14)  ^  Ge> 
atalt  bat: 

(18) 
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SM  man  in  (14) 
■o  erbill  nan: 

IMeser  Gleicbaog  gerügt  aber  nach  dem  00  eben  BewieseneD» 
Ar  gaase  und  negatire  Werth«  Ton  aii,  oder  auch  für  aii  s=0: 

□ad  IHr  game  nad  negative  Werthe  von       oder  auch  Ittr  a^ssO: 

folglich  erscheint  da«  Integral  der  Gleichung 

+  +     ^  +  ^  ^  * 

in  folgenden  vier.Yerschiedenen  Formen: 

Ersteos: 

was  gflHg  iet  fdr  gaase  und  positive  Werthe  von  1%. 

Zweitens: 

was  gilüg  iat  lOr  ganae  und  negative  Werthe  von  oder  ancb 
für  ms=0. 

Drittens:  * 

«ras  giltig  ist  lOr  ganse  and  positive  Werthe  von  m|. 
Viertens:  • 
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wa«  giltig  ist  für  gaose  und  negative  Werth«  voo  mi  oder  «eck 
rär  mi  =0. 


# 

Note  über  die  Integration  der  Differenzen  -  Gleichung 

/K«  +  ii)=sf<*)/T«).  0) 

in  welcher  n  eine  ganze  positive  Zahl,  und  ^(«sr)  eine 
gegebene  Function  Ton  x  ist« 

Von 

Herrn  ^tmojt  Spitzer,' 
ProfeMor  an  der  Haadelt-Akadanii«  1«  Wien. 

•   

Ich  habe  im  32teD  Bande  dieses  Archivs  Seite  331 
eiae  neos  Methode  üBt  die  Auf iSseog«  solcher  Differeosen-Glci« 
chnngen  gegebea,  deren  Coelfieienten  rationale  algebraisciie  Foe- 
ttonen  Ton  a  sind.  Gleichnngen  der  Form  (1)  geetatten  aber 
eioe  viel  ein&cbcre  AnfiSsangsweise,  und  swar  aelbet  in  sdcbct 
FSlIen»  wo  ^:r>  keine  algebraische  Function  von  s?  iet. 

Wir  wollen  diess  in  mebrerea  speciellen  Faiien  zeigen. 
Sei  vorerst: 

/(«-f'l)»9(«)A«)<  W 

so  mi  bekaiHitiicb : 

A«) = 9(l)9<»)9(3) . . . .  9»(«  - 1)  ZW, 

denn  hieraus  folgt: 


'  '  iUr  Differemen-iHeichuHg  f{x-\-n}~ip{xy(x}.  467 

/Ka:  +  1)  =  (3p(l)gp(2)9(3)....9(j:- 

folj^lich  findet  wirklich  zwischen  i{x)  und  fix-^l)  die  Gleichoeg  (2) 
statt.  Hat  nan  die  Gleichoog: 

f{x-{r'l)  =  fp{x)f{x),  (4) 
SO  ist  aaf  ganx  fthnliche  Welse : 

Ajt)  =  9(1)9(3)9(5) . . . .  9(^  -  i)  ./U)-  (5) 
Deno  hierans  folgt: 

Aa;  +  2)  =  9(1)9(3)9(5) . . . ,  9>(x  -  2).^(^) . /"(l) , 


Qod  zwiscIieB  /(dr)  nad  /l#-f2)  findet  wiiUlih  die  Oleidiong  (4) 
sUtt. 

Ganz  eben  so  ist  aber  auch 

f{x)  =  v{2)9W9(«)  •  •  •  .9(«— 2)./t2),  (6) 

(oiglicb  geuiigt  der  Gleichung  (4) 

f{w)  =:5    9(1)9(3)9(5).  ./W 
+  9(2)9(4)9(6) ....  9(ar-2) .  A2)  • 

das  erste  dieser  beiden  partikoUren  Integrale  gilt  für  ungeradet 
das  «weite  partiiculfire  Integral  lülr  gerade  Werthe  ▼ob  4?« 

Ganz  so  bat  man  auch  liic  die  Gleichung  dritter  Ordnung: 

/(a;+3)=:9(j:)/r«) 

die  Auflösung: 

/(*)=    9(1)9(4)9(7)....  9(^3).  AI) 
+  9(2)9(5)9(8) . . .  .9(«  -  iJ)  Y(2) 
+  9(3)9(6)9(9) . . . .  9(«  —3) .  f{Z). 
Das  Iste  partikulftre  Integral  gilt,  falls  x  die  Form  dn-f  1, 

>•  t»  n       »    t»  ff 

„  3te 

hat,  nnter  «  eine  ganze  positive  Zahl  verstanden. 
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Note  öber  DiffNreatiaJgleiohaiigeii  der  Porm: 

t(n)  =  x'^iAxz'  f  Bx).  (I) 
Herrn  Simgn  SpUz^Tt 

Pr»f«iMr  an  der  HaiidttU-AkMittmi«  ia  Wien. 


Wir  erlanben  uns  bler  tvrel  SStze  Ober  fineare 
gleiebangeo  der  Form  (1)  aufkosteUeo  und  lo 


Der  erste  Satz  lautet:  Wenn  das  Integral  der  («Jeicbung  (i 
bekannt  ist,  es  sei 

80  lässt  aicb  das  integral  der  Gleicbung 

^■>ÄÄ^  (J) 

aufstellen;  es  ist  näwÜch  in  toigonder  Form  entbaUen: 

woselbst  F  eine  Function  won  u,  und  fit,  %  constante  2ableii 
bedeoteo.  Vm  V  md  sodaBB  af|,  «i  in  beatimmM,  ««tiao  «ir 
den  lo  (4)  anfgeatellten  Werth  von  y  io  die  Gleicbnng  (3)f  wtr 
erbaltan  sodann: 


(5) 
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'  der  Form:  %{n    tß^Aa»' B%}.  ^ 

Es  isi  aber: 
folglich 

Uaher  bat  man: 

<« 

Hfttelat  der  Methode  de«  tbeilweteeo  lotegrireoa  lässt  eich 

in  folgenden  Ausdruck  urogestaUen: 

A  { a«+»+i^(iw)  V\^—AJ     ^(im:)  ^    ^  «in 

*  «i 

Dvrch  dieaa  gebt  die  Gleiehong  (6)  über  in : 

A\vf^^^V^itac)\*  (7) 

■i 

Setzt  man  den  Theil,  der  unter  dem  lolegraleeieben  ateh^  gleieli 
NttU»  ao  erhält  man  die  Gleichaog: 

weicher  folgender  Werth  för  F/olgt: 

1 


F=r«^  "^^JMM«)«^,  (9) 
und  aetst  man  dieea  in  die  Glelchnog 

«»f"+»F^(iM:)  =  0. 

80  erhält  man: 

*  =  0,  (10) 

ana  weicher  Gielehang  u  an  aoehen  iat   E^eben  aicb  ana  (10) 


400  Spit*er:  iSole  über  UilferetUinlgieichungen 

für  fi  zwei  constante  Zahlen  und  ti^  als  Wurzeln,  so  erhalt 
man,  selbe  alä  integratioosgreuzen  gesetzt,  tür  u  lolgeutlen  Wertb: 

und  diess  ist  richtig,  wenn  das  Integral  weder  unbestimmt  oocfa 
unendlich  ist. 


Der  zweite  Satz  lautet:   Wenn  das  Integral  der  Gleiehung 

«(■•)  =:  4^(ila»'  +  Bs)  (IS) 

bekannt  ist,  es  sei 

t^^!e)%  (13) 
so  lässt  sich  das  Integral  der  üieichung 

yW  =  «-(i<iary'  +  ^,y)  (14) 
aufstellen,  ea  iat  nämlich: 

y=  f"\{ux)Vdu,  (15) 

woselbst  F  wieder  eine  Function  von  «,  und  tci»  eonelanle 
Sehlen  bedeuten.  —  Um  zuerst  F,  und  sodann  ui,  %  za  beitni» 
men,  aelien  wir  den  in  (15)  aufgestellten  Wertb  von  y  in  die 
GMcbnng  (14),  hiedureh  erhalten  wIrt 

(16) 

J*^  [ti»^(")(i(a:)  —  AiX^^^u^\ux)  —  iiix"^iux)\  Vdu  =  0. 
Nun  iat  aber; 

i^M(«jr)  ii»;r«^il«r^(iur)«|-B^MJf)], 
foiglicb  bat  dim: 

(17) 
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äer  Farm  :      =  x*>^iAx%'  -f  Bi).  451^ 

BÜHebt  4m  Mafthode  des  tfaeilvrewen  lotogrireus  iäa»i  sidi  aber 
der  Anedmck 

•i 

inngeataltim;  ee  ist  liflUicb  derselbe  gleidi 

und  setzt  man  dies«  in  die  GieichuDg  {17),  so  erh&lt  mao: 

(18) 

Setzt  mao  nun 

F(Äi«+»-ißi)~^£F(4ii'"+»+>  -  i<i»)J  =  0,  (19) 

•0  ergibt  eich  hieraus  Iblgeoder  Werth  flir  F: 

F  =  M«--i(^M"^*—  (20) 
we  der  Urse  halber 


) 

gesetst  wurde;  imd  eetst  maa  dieseö  Werth  vee  F  in  die  Glei- 
chung 

( Jtr-Mi  -  Atu)  Ft(iw)  =  0, 

se  erhält  mao: 

««(iltt^—  .^Ji't^d/x)  =  0,  (21) 

aus  welcher  Gleichung  u  zo  soeben  ist.  Ergeben  sieb  au»  C21) 
fffir  tt  zwei  constante  Zahlen  «|,  %  als  Wurzeln,  so  erhält  man. 
selbe  als  lotegrationsgrenzeo  setiend,  dir  y  felgenden  Werth: 
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und  dlow  itt  richtig,  weoo  das  Integral  weder  xmSmßSmmX  wik 
unendlicb  let 


Aus  deo  beiden  eo  ebeo  enfgestellteii  Sfttzen  siebt  maat  wie 
swecianieaig  es  ist,  Integrale  von  DifferentialgleicboDgen  der  Fofoi 
(1)  zu  kenneo.  Wir  erlanben  uns  daher  hier  eine  bestimiDte  Dif- 
ferentialgleichuDg  der  Form  (1)  beeoodere  versnlllbren.  Es  bat 
nimlich  die  lineare  Oifferentialgleiebung 

=  a^-\Uz  +  2fÄ2)  (23) 

dae  Integral 

▼oranegeaeCat,  daea  Ci,  willkflbriiebe  Cenetaate  nnd  jfss^Cx) 

aowohlt  als  3f9^(jr)  particnllre  Integrale  der  DifferentialglBi- 
cbuag 

sind. 


Note  über  die  Integration  der  linearen  Diilerential 

gleiclio0g 

+  K  +  tfix)y'  +  (00  +  b^)ii  ==0.  ( l) 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
ProfoMsr  an  dor  Uaiidolt-Aiisdenii«  in  Wien. 


Alle  Differentialgleichungen  der  Form  (I)  künnen,  wie  immer 
aaob  die  constanten  Zableo  a^y  Oi,  Oo,  6i,  beschaffen  eiad, 
«venu  nur  6|  von  Null  vereebieden  iet,  auf  iolgende  Form  ge- 
bracht werden: 
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iiSr+(-»«+™+«)y'+M-«(w+*)]ys^O,  (2) 

und  diese  Differentialgleicbmig  wollen  wir  nun  integriren  in  den 
beiden  Fillmi,  wo  A  eine  ganze  positive  oder  eine  ganze  negative 
Zahl  ist 

Integration  der  Glelchnng  (2)  im  Falle  A  eine  ganso 

positive  Zahl  ist. 

Wir  setzen  in  (2): 
unter  z  eine  nene  Variable  verstanden,  und  erbalten  hiedurcb: 

Diese  Gletchaog  differenairen  wir  nan  — Jnal  nach  xi  hiedurcb 
erbalten  wir:  ' 

(5) 

«H^^  +  (»1  +  a? + nu)t^^  «=     +  t^a:  +  Qx» + . . . .     J?'*"* , 

nitar  Ci ,  C«,  Ca....C^  wUikflbrliebe  ConalanteTeratandeD.  Ana 
dar  Gleiciinng  (5)  folgt: 

(6) 

woselbst  L|,  X<s»  L^""La  constante  Zahlen  sind,  die  von  den 

willkührlichen  Constanten  (\,  C^,  Cj  —  Cj  abhSngen,  and  somit 
selbst  wiUkfihrlicb  sind.   Aus  (6)  gebt  hervor  folgender  Werth 

folgHcb  ist  das  yollstlndlge  Integral  der  Glelehnng  (2)  Ar  den 
Pill  ganser  nnd  poaitiver  Werths  von  Ai 

^"•""aP^^il«       «•    /e*     *•    dx],  (8) 
aad  diass  ttsst  sich  auch  so  darstellen : 
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+  ■    ^»    J    e       *•  lixj. 

o 

wofleibst  ATi  aod  £9  willkillirllche  CoiwtaDto  bedeuten. 

lotegration  der  Gleicbeng  (2)  im  Falle  A  Nnll  Ist  oder 

eine  ganse  negative  Zahl. 

Wir  eeUen  in  (2): 

wieder  unter  2  eioe  neue  Variable  verstandeo,  aod  erbalteo,  da 
y  =  e    -  (.--=4^.).  (11) 

ist,  statt  der  Gleichung  (2)  iolgeode  Gleicbiuig: 

Wird  diese  Gieicbuug  (il— l)iBal  differeozirt«  so  erbaltea  wir: 

(13) 

unter  C^,  Cs....C-^^i  «inkahrllehe  CenetaDte  veretaadet. 
Aua  dieaer  Glelcbaog  folgt: 

(14) 

woaelbat  J^,  Z.^*  X/a....X'-^4^i  conatanfe  Zableu  aind,  die  tob 
den  wiillriihrlieben  Conatantea  C^,  C3 . . . .  C-^^i  abhEngen»  nad 
aomit  aelbat  wUikQbrIieb  alnd.  Aua  (14)  geht  nun  bervor  lb|goB. 
der  Wertb  fiir  z: 

*  =  ^^il«  dj:}i  (15) 
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somit  i«^t  (las  vollständige  Integral  der  GlelchiiniG^  (2)  fDr  den  Fall 
ganser  und  negativer  Werthe  von  A  oder  auch  iür  ^=0: 


im 


und  dieas  lässt  «ich  auch  so  darsteileo; 


Bericiitiguiigeii. 

Archiv  Tbl.  XXXVIU,  S.  77.  mU  die  totite  der  GleicknngMi 
(3)  statt 

lauten: 

Seite  ia4  aoU  «Utt 

stehen : 
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t 


Ueber  einen  Satz,  von  welchem  der  die  Zahl  «  be- 
treffende Satz  von  Wallis  ein  besonderer  Fall  ist 


dem  Herausgeber. 


Wenn  wir  der  KOrze  wegen 
1)   /  BlüO^X 

selieiii  so  ist  nach  einer  bekannten  Foimel  der  Integralreebniing: 

3)  .  .  .    Äsaa— jalDa^-icosÄ+^^-^-Xii-a. 

Neimen  wir  nun  anmt  an ,  dass  n  eine  gerade  Zahl  sei ,  nud 
setzen  demzufolge  n-^^n,  so  erhalten  wir  ans  der  roratehendcn 
Gieichnng  die  folgenden  Oleichnngen : 

1  2u— 1 

Ai^piÄ— jj^«inÄ^i€OSJf+  -s^^jjp-XiM-s, 

211-1  ^  2i*-l    .    ^    ,        .  (2f»— 3)(2ji— 1) 

(2^-3)  (2^-1)^      _      (2f*-3)C2ft-l)  . 

(V-^2u,-3)(:>f<-^l) 
n«  n«  w» 
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"eTHjöT.iv-^*  47678::.. 2^  '^"*^*^-*^4T6.8:;7^ 

abo,  wwn  mwi  diM6  GielebungeD  zu  einander  addirt: 

V  ^     i^3.5....(2^-l)  stnx  .  3.5.7....(2ft-l)  sinar» 
4;   {-2:4.0.... i^T'  1    '  4.6.8...2|* 


>  cosx 


"•^  «.8....2^  — T" 

Ut  ö»  w. 

*  2^   '  2f*— 1 

1.3«5.7....(2ft  — 1) 
2.4.d.8...2|»  *• 

Nehmen  uir  ferner  an,  daas  n  eine  uogerade  Zahl  sei,  und 
»eUeij  tieiiizulülge  fi=2^^1,  so  erhalten  wir  nach  der  Gleichung 
2)  die  folgenden  Gleichungen : 

2m    V  2j[i  .    ,    ^  (2u— 2)2a 

(2^-2)2^  (2fi~2)2M  .    ,  ^ 

(^^1)(2^  +  1)^^  -  -  CV-d) (2^-1)  {2,i+  i)«n««^-*  co8;r 

(2,4-3)  (2^4-1) Ci^+l)^^*' 
a.  «.  w. 

^•»-'2fi>  6.«....2|ii  4.6.8....2,4  ^ 

7.9....  (2^+1)     -ö.7.-.(2M+r)  ««»^«'•^  +5XsL::05+r)^*' 

4.6....  2|t    ,  4.6....  2f>     .  2.4.6....2M  ^ 

ö.t.„.(V+l)^«  3Si:(2^41)*'"^*'~*+3-X7Z^ 

wonnii  sich«  weoD  man  bedenkt,  doee 
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M,  donb  AddttioD  di»  Mgoid«  Cldehoag  Mgiebts 

  t    2.4.6....2ffc     s'iüx^  4.6. 8....2ft  sinj;^ 

+ 


(2(i-|-l)*    2  '^ß.7:y....(2(*+l) 

6.8. 10*...2fi  Hinx^ 


7.9.11^.02^*1)'  e 

2fi_  810 
+  2f*+l*  2fi 

2. 4. 6. 8....  2^  . 
3.e.7.9..-(2|*+l)  * 

SeCsen  wir,  vreno  A  eine  beliebige  positive  ganze  Zaiil  bezeicb* 
Det»  so  ist  nacii  dein  i*  uodaiuentalsatze  der  Tlieorie  der 

bettimmten  Integrale  för  ein  in'e  CDenilliehe  waehmndea  kt 
jr«ÄLim.t(sini«  +  ein2i'»  +  Bio3f»+  ....  +  sin  Art«), 
jr«.is=Lim.i(aln^^  -|.  eiD2^-'^<f-alD3»^-i  4  ....•fainA^i-A); 
und  Defamen  wir  nun  an,  dass  :r  zwischen  0  und  I»  liege;  so  aimt 

alai,  aioiSj,  ain3j»....^i(l 
sämmtUch  positiv«  und  es  ist  offenbar  im  Aligemeiuen : 

rnnP»  < ainl^^,  ainSj»  <  ainS^, 8iiiilf>  <  aiaA^-^; 
also  nach  dem  Vorhergebenden  offenbar: 

Jl'«<JKii-i»  mMl  daher  A%i>jrj^i,  Jr%^a<J^^]. 
Also  ist  nach  3)  und  4)  offenbar: 

L3.5.-(2a-l)  2.4.6....2fi      «  .  ,  - 

»}  .  .  .  — 3:4.e««a|»    *  ~  3.6.7....  (2|t 4. 1) •  ^"«4* 

1.3.5....(2fi  —  1)  sina:  3.5.7.«..(2ft — 1)  singr*  ^ 


2.4.6....2j»         1  4.6.8....2f( 

2ft-J  ßin£«^>  2. 4. 6.... 2^   8in£« 

+  2^1  •  2fi— 1      3.5.7.. ..(2|i+l)'  2 

4.6.8....2f(      sinar*  2fi  sioj;^ 


änireffeuäe  Sal%  pon  Watiia  ein  bmmäerer  Fali  M.  409 

uiid : 

I.3.5....(2ft^^l)         2.4.6.... 2ft     ^     ,  „ 
•  •  •  2. 4.6.... (Sj*  +  3) ""3. 6 »T«..  ** 

1.8.(L..(2^-H)  ainar     3.5.7.,..  (2fi  + 1)  wpjp»  ^ 
2.4.«....(2;*+2)     T"  ^  4.6.8....(2fi+2) 

+  — 2fi(2fA  +  2)     *  2iii—l    ^'2fi  +  2'  2^A  +  1 

2,4.6....  2|*     sina:*       4.6.8  ....2|it  8in:c^ 
"~  3.6.7....(2(4-fl)  *  1       677.9....  C2|*+l)  *  ~T" 

Weil 

2fi— 1      1     _  1        2ji*  ^  1  1 
2|4    '2^4— 1~'2;*'    2<*  +  i*2|»~2f*  +  l 

und 

i«t»  so  ist: 

2fi_—I        1  '2a  l_ 

Nun  ist: 

(2|t^3)(2f*-l)  _1  1  V-1  2ft-l  1 

(2(»— 2)2,4.    '2,*-3  — 2,i-2'    2,*  •2|*-1' 

ritt  — 2)  2m,          I     _    2f*_  2^ 

(2f»— 1 )  (2|ir+ 1)  •  2f*  -2  —  "Iii-  r  2,* + r  2,* ' 

nscb  dem  Vorhergebendeo  ist: 

2|i— I      1  2,i  2. 

^'2|»-1 -^2^4+1' 2,1  • 


and  ausserdem  offenbar ; . 

alse  sagenscheinlicfa: 

(2ft^3)(2f*-^l)      1  (2|»-2)2fi  1 

(2,*— 2)2n     2ft— 3"^  (2,i-l) (2,1+1)  •2p-2* 


*)  W«il  nlBilldi  fi«^jl«_l,  ;}«>^(n— i)(;t-f  1)  iit,  so  Ut 

«       n  +  l 

> 


n  —  i       rt  X 
l  heil  XXXVm,  31 
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Femw  tat; 

(2^-5)  (iV--3)(2^~l)  _1  2fi-3  (2ft—3)  C2p-~|)  I 

(a|i— 4)(2^i— 2)-5r"ai»~6  ^  2i»-.4'    (21*— 2)2f* 

(2^— 4)  (g^- 2)2^  1  aft— 2  (2^— 2)2ft  1  . 
(2,.-«)(2m-  1 ) (2,*  + 1)  •  2,» -4  •  (2,* - 1 ) (2fi  +  I)  •  2,. - 8 • 

nach  dem  VorbergehaDden  iat: 

(2^-3)(2ft-l)      I  (2^-2)2^  I 

(2,»  -  2)  2,1     •  >  (2^  - 1 )  (2;«  +  1 )  •  2^ ' 

Qod  aaaserdeni  oiieobar: 

2(»— 4  ^  2(»— 3' 

alao  aogenscheiiilich : 

(2ft^5)(2|^-3)(2ft-l)      1    ^     (2fi-~4)0j|>-2)2^  I 
(2,4—4) (2,i-2)2,A     •  2|»— 5    0^1^—3) Ci^  - 1) (2fi  + ) ) '  2^»— 4' 

Wie  man  aof  die«e  Arl  tiejter  geben  kann,  ist  klar,  und  es 
iat  alao  aucb : 

1.3.g^^(2^— 1)  1^     2,4.6....2fi,  I 
d.4.^....V     I  ^3.5.7«.. (2|i+T)  2' 

Die  Poleosea  ▼ob  ain^r  aind  ainintlieb  positiv»  and  «a  iac 

aio  a  >  aio        ain    >  ain  a:* , .... ,  aio        >  alo  x***; 


nnd  da  naii  unter  dar  gevaebte»  Voraoaaetsiiog*  dasa  x  siriacbeB 
0  und      liegt,  aneb  coa«  poaitiir  iat,  ao  tat  iiacb  5)  offenber: 

^        1.3.8....(2^-1)         2.4.6,... 2^i    «  ,  t  « 

^  2.4.ö....2;r-^'--3X7:..c2^.fr)-^^°^*>^ 

oder: 

1.3.S....(2^1)  2.4.6....2f> 
^  2.4.6....2**   *  ^  3.Ö.  7....  i^fV) '  ^•^■•i*"- 

Weil 

2MJ     1  1_       2f»  L— _L_ 

2,*  +  2  2/i  +  l""2|t  +  2'    2^r+l*2,i^2^i  +  l 

und 

I  _l  
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bt,  so  ist: 

Nsii  ist: 

(2f*-l)(2ft-t-l)  _1  2fi.  +  l  1 

.  2^i(2f*+2)  '2|»-i'~  2^  *2jri^*2;rn* 
(2>i^i)(2,»^n5äiir:^-2j»-ivn>' 

nach  dsBi  Vorbergehepden  ist:  ^ 

2fiH-2'^jrFi   2|i-f  r%»' 

«nd  ausserdem  offenbar: 
also  augenscbeiDÜch : 
Ferner  ist: 

(2fi-3)  (2^-1)         1)  _1  2ft>-l  av-l)(2^-f  1)  1 

(^-.2)2fft(S^-|-2)     '2fi— 3'~8f»— 2*    2|»(2f»-f2)  fji^* 

(2^  — 4)(2ft-2)2fi         1     _2ft— 2  — 2)2«<^   1_  , 

(2;*- 3)  (2(*—  1)  (2/»  + 1)  *  2<i— 4 -  2^4—3  *  (2<* — 1)  (i^*  +  1)  2*4 - 2 ' 

nach  dan  Vorii«i|;«headeD  ist: 

(2fi^I)  (2^-f  1)     1  l2,4-.2)2#*_  1 

2^1(2;*  +  2)    *2^— 1    C^^*— 1)  (2^i  + 1)  *  2j*— 2 ' 

iiimI  aiMardini  oibiibi»: 

2f*— 1  2^2. 
2|*--2  ^  2j*— 3* 

sJao  aagsnaebeinlieb  s 

(2^*— 3)(2^-^l)(2a-f  1)      \  (^yi->4)  (2fi-2)2^  1 

(2^  — 2)2^*(2^i  +  2)      2f4— 3^(2^— 3)(2(4— J)(2f*  +  1)*2/*— 4* 

Wi»  IM  auf  diiM  ilft  w«ltergeb«ii  Innm»  isC  Uar,  und  6i 

«I» 


I 


I 
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3.5.7....  (ifi-f  1)  2.4.ö....2f* 
4.6.8....  (2,1  +  2)  *  ^3.6. 7.„.C2|A+1)*** 

  I 

W^l  nun  alle  Poteni«o  von  mnx  positiv  oiod  und 
ist,  weil  fenior  anch  oosj;  positiv  ist;  so  ist  nscli  0)  offeolisr: 

ä.4.6„..(?^i+2)*~  3.5.7.... C2(*+l)* 

^  I.3.5....  (2,1  +  1)  . 

<  2.4.6.. ..(ar^  +  i)*'"*^**^ 

oder : 

10) 

1.3.5....(2^  +  l),      .  .  ^    2.4.6....i>>t        .  .  , 

9.4.6...(2,»+a)('-*»*'*"><3.5.7..„C2,.  +  l) 

Nach  8)  und  10)  ist  ai»o : 

II) 

Wir  wollen  der  Kürse  wegen 


Am  = 


12)  ...  . 


1.3.5....(2i^~l) 
2. 4. 6. ..2,4  ' 


_  1.3.5....(2|:i  +  l) 


2.4.d....(2f4+2) 


setsen,  so  ist: 

'     2.4.6....2fi  2. 4. 6.. ..2,1         1  1 


3.5.7....(2f«  +  l)~  1.3.5....(2|ft— 1)'^  +  ]  ~  (^•f-l>J^ 

_2.4.g....g<i+2)     1  1_  

^  i.3.6M..(2f»+i)  •  2;r+^  -  (ifi + 2) 

ancli ' 

and  man  icaon  also  die  Relationen  II)  anf  verschiedene  Arten 
schreiben,  unter  denen  wir  füir  jetst  jedoch  nnr  die  folgenden  be* 
nerken  wollen: 
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'2  sin  ix* 


13) 


Af^^iix—tiaxfMBac)  <  ^^^^^^^^  <  Aia. 


«oraiis  man  leicht: 

14)  (2|»+2)^^»(2ar-»io2a:) <(28iD*«)*<(2<i+l)^^«.2« 
«hill. 

An«  J2)  ergiebt  sich: 

*>(2,*+l)V* 

also : 

Ob  nnd  wddie  fimchtbrnn  Folgenmgen  aos  diesen  allgemel- 
nen  Sfttien  «leb  sieben  lasaen,  will  ich  jetzt  ausflIhrUcber  nicht 
ontersucben ,  sondern  nar  so  viel  bemerken,  dass  nnter  densel' 
ben  der  berShmte  Sats  von  Wallis  als  ein  besonderer  Fall  est« 
halten  ist.  Setst  man  nämlicb,  was  nach  dem  Obigen  noch  ver* 
stattet  ist»  «  =  se  ist  2sinia^=l  und  sind»cesjrs=0;  atoe 
Dach  15): 


(2fi  + 1)^^«    »'^  ^ (2fi  +  2)4»+i*' 

folglicb  nach  12): 

17) 

1  j  2.4.6....2ft  \  ^  ^  1  i2.4.6....  (2iii-f  2)  j « 
S+r  U,3.5.—(2fi— 1)1    '^«"'^2ji+a*}l.3,6.».(2fi-H)l  • 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

J  2^+2  J_ 

ii/i+i     2f*-f  1  '^/t 

ist,  so  ist: 

 l  1   Jfcfi  1_» 

 1  1_ 

-2^+r(2|i+i)V 
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und  da  nuo  nach  lü) 

ist«  so  ist: 

 1  1_  _n_ 

(2|i  +  2).4p+i«     (2,*  + 1)  J^»  ^  2(2«*  + 1) ' 

woraus  niftn  siebt,  dsss  die  Differens  swiscbsn  4sii  Mden  Ciiiiiti 

QUd 


(2j»  +  l)il|.*  (2j*+2)il,H^i« 

von  der  Neil  bis  »p  jeden  beüebfgen  Grade  genlbert  werdN 
ksDo»  wenn  man  i»  In's  UnendNebe  waebsen  ISsst,  welebes  das 
notbireo^ge  Erfordemiss  ist,  weim  ms  iolcbe  GrInseii-BesIlB- 
muog  flberbanpt  wirldiehen  pralrflseben  Werth  beben  soll. 

* 

Die  Differenz  siriscliefp  den  beiden  in  14)  angegebenen  Gria* 
zen  von  ist: 

I 

und  folgHeb,  well  naeb  14) 

2sin|ar* 
(2|*  +  1)J^«<* 

ist: 

woraus  man  sieht,  (i;iss  f^icfi  nicht  im  Aligemeiiien  behaupten 
lässt,  dass  diese  Differenz  der  beiden  (sränzen  van  x  der  Nb!I 
ijoliehig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  ^  in's  CJnend- 
iiflie  wachsen  iässt,  indem  eine  solche  Behaiiptunt»  nur  Hann 
richtig  und  zulässis^  i.st,  wenn  das  Gii(*d  8in:rcos.i;  verätchwindet. 
also^  wie  wir  gesehen  haben,  für  x^\^7t.  lliedurch  verlieren  die 
obicreu  allgemeinen  Betrachtungen,  wie  ich  ß:ern  ein  räume»  weseot- 
lieh  an  ihrem  Werthe ;  Jedoch  haben  .sie  mir  uns  verschiedenen 
Röcksichten  interessant  genug  geschienen,  um  sie,  weitere  tin- 
tersuchuiigcn  mir  vorbehaltend  und  vielleiclit  zu  denselben  Andere 
anregend,  hier  mitzutheiien. 
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lieber  eine  Angabe  aus  der  Lehre  veiD  GnuAsteB  iiad 

KieimteD- 

Vom 

dem  Herausgeber. 


Bei  der  AnflOeing  der  Anrgaben  Tem  Gitoteo  und  Kleineteo, 
welche  die  Beeliiiiinttng  mehrerer  unbekaBBten  Cbeeeee  ?erfauigeo» 
eoterllegt  iwar  die  Aneeteung  der  GleiehvegeD,  mittelst  welcher 
die  nebekaneten  GrUesen  zu  beetimmen  sfnd,  besonderen  Sdiwie- 
rigkeilen  meistens  nicht,  da  bieze  nur  die  Etitwickeluog  gewisser 
erster  partieller  Differentlslqnotieoten  nüthig  ist«  die  dann  sämmt- 
lleb  der  Null  gleich  zu  setzen  Die  Anwendung  der  allge- 

meinen Kriterien,  welche  in  der  Differeotislrecbniing  ssr  Unter- 
scheidung des  Maximums  und  Minimssis  entwickelt  werden,  bei 
nur  zwei  unliehsnnten  Grössen  zwar  noch  ziemlich  leicht,  führt 
aber  bei  einer  grosseren  Anzahl  unbekannter  Grossen  oft  in  Weit- 
läuBgkeiten,  weshalb  diese  Cnterscheidung  sehr  häufig  ganz  bei 
Seite  i^esetzt  wird ,  was  naturlich  aus  dem  Gesichtspunkte  der 
strengen  Theorie  nicht  cf'billi^t  werden  kann.  Oefters  kann  man 
sich  aber  zuockm.'i.ssii;  sperieller,  gum  Thei!  ganz  elementarer 
Betrachtungen  bedienen,  um  zu  der  in  Rede  stehenden  Unter- 
acbeidunt;  zu  gelangen,  was  bei  der  folgenden  bekannten  Aufgabe 
zn  zeigen  der  Zweck  dieses  Aufsatzes  ist.  Auf  die  grosse  prak- 
tische Wichtigkeit  dieser  Aufgabe  brauche  ich  wohl  nicht  nwAk 
besonders  hirizimeisen,  bemerke  jedoch,  dass  eben  diese  prak- 
tische Wichtigkeit  der  Aufgabe  mir  eine  völlig  strenge  Behand- 
lung derselben,  auch  in  der  angedentetea  Beziehung»  als  wiin* 
schenswertb  erscheinen  Hess. 

Aufgabe, 

Die  Werthe  einer  Reibe  von  Grossen,  weiche  theo- 
retisch eine  gewisse  bestimmte,  also  als  gegeben  su 
betreehtende  Summe  s  haben,  seien  durch  Messungen, 
Belebe  oh  tnugen  oder  Versuche  hentimmt  worden,  und 
man  habe  dadurch  fOr  diese  Grössen  die  Werthe 

erhalten.  Weil  diese  Werthe,  als  auf  dem  angegebenen 
Wege  gefunden,  nothwendig  mit  Fehlern  behaftet  sei« 
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% 

mflssen;  so  werdeo  «ieim  Allgemeinen  nicht  dieSannie 
tf  sondern  die  ?on  $  verschiedene  Samroe 

*f|  +     +  "3  +  «4  +  + 

geben,  und  man  soll  nun  für  die  durch  Messungen«  Be- 
obachtungen oder  Versache  bestimmten  Wertbe 

*i»  ^9   «4»  ••••»<»• 

solche  Correctionen  berechnen,  dass,  wenn  wir  diese 
Correetionen  beziehungsweise  durch 

^1*    ^»    ^>    ^e><«*«f  *m 

beseiehnen,  und  also 

die  corrigirteo  Werthe  siodf  genau 

(at+a?i)  +  («i  +  *2)  +  (öa+a:8)  +  •  ••  +(an  +  x,)=#, 

und  ausserdem  die  Mumme  der  Quadrate- der  Oerreetie- 
nen,  nämlich  die  Grösse 

«1*  ^  «t*  +  «8*  +  «4*  + .  .  •  +  a^n*. 
welcho  wir'im  Folgenden  durch  u  bezeichnen,  also 

setaen  wollen»  ein  Minimum  ist. 

Auflösung. 

Aus  der  Gleichung 

folgte  wenn  wir  der  kürze  wegen 

^=x:«^(a^4ii^4aa+e4  +  ....  +  e«) 

setseu : 

also : 

folglich,  wenn  man  u  nach 

*i»   <J»a>   ^»j  «n-l 

partiell  ditferentürt: 
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.ra— 1 


l>ie  «lein  Maximuni  und  Minimum  gemeinschartliclien  MtMliDLruDgg. 
gleichungen  sind  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung: 

a^-^"'  a«,-"'  a*,-"  *ex^-^^'' 

«l«o,  nach  Tof«tel6ii4«tt,  wen»  niii  die  «iminlllelMii  dtflcbnii- 
gen  darcb  S  dividirt: 

Sjr^-f    4  4;«  4 «...  4- J a 0, 
«t  +    -F2j?,+«4+ ....  +  «b-i— -«^=0, 
n.  s.  w. 

woraiM  eich  dercb  Sabtraction 

X|     —a:,     =0,  sti  =^2. 

or^    — ;r3     =0,    .  ar^  =3:3, 

=^0i        also:  ^  =^4, 
a.  e«  w«  Q«  e*  w, 

— xm~i  Ä  0;  jrn-a  »  ««-i 

oder 

=ar«  =  a:3  =  ....=a:n— 1,  • 

und  folglich  wegen       ersten  der  obigen  Gleichungen: 

^     ,  A  A  A  A 

na:i^A,   x,  =  ~ J  also :  a:i  =  ~,   «t  =  -.    *b=^»  = - 

crglebt.  Weit  aber  nach  dem  Obigen 

Xn=  A  —  («i-i-^a  +  ^g  4- •••• -|- 1) 

iet»  ao  iet: 


A  It 


aleo: 
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od«r: 


J  J  J  A 

i— -f  ^-f  «%-f  + cw) 

a?i=  5j  ^  

 , 

 5  > 

«.  s.  w. 

•Ts  —  " 

WMren  z.  B.  Oi,  o^,  03  die  durch  Messung  bestimmten  Wia« 
kel  eine«  ebenen  Dreiecks,  für  weiche  bakMiitiich  die  thaw 
tische  Samme  <=18(F  ist;  so  wäre 

lind  die  rorrectinnen  der  durch  Messung  bestimmten  Wiokel 

n  ären  also  nach  dem  Obigen : 

«i— 3  =  ä  • 

J      180«-(a,  +  «a  +  fl3) 
*t=f  =  3  • 

180P-(ai+«,-^o,). 
"^-5^  =  ^"3  • 

folglich  die  eorrigirten  Winl^el  selbst: 


180» 

-(01  +  0^+03) 

3 

3 

180<» 

—  («i  +  at+fla) 

3 

Daas  nun  die  hier  gegebene  Auflösung  für  die  Grösse  , 

wie  es  sein  soll,  wirklich  «n  Minimum  liefert,  kanp  auf  folgende 
Art  gezeigt  werden 

*)  Die  Aovendang  der  DifferontlBlrechnOng  in  dem  Falle  JlsS  s.  m. 
in  Thi.  XXXI.  S.  479.  Mr.  III. 
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Zuvörderst  bemerke  ich,  dw  es  VMtalt0t  i«t,  im  Folgenden 
anzunehmen,  dass  die  GrSete 

^1  =«  —  (01  +  0^  +  08+    ..  +01«) 

nteht  verschwindet;  denn  veracliivinde  eo  werden  die  Correc- 
tienen 

J»  »»  -  ^ 

also  auch  die  Summe  Ihrer  Quadrate 

Tersch winden,  folglich  letztere  naturlich  ein  Minimum  sein,  was 
also  in  diesem  Falle  eines  weiteren  Beweises  niclit  bedurfsn  wurde. 

Beseiclinen  wir  nun  gewisse,  von 

beliebig  veifehiedeae  Cerrectienen  der  durch  Meesnngen,  Beob- 
aehtangen  oder  Versnche  bestimmten  Werthe 

fl|  t  fl«»  ög,  04,  ....»Qa 

unserer  Grossen,  welche  letstereo  die  ibeoretiscbe änrome  $  haben, 
.liesiebnngs weise  durch 

Sff'»  9%  9  Äj'f  ^^4'»  fl^'j 

die  entsprechenden  corrigirten  Werth«  dieser  Grossen  also  durch 

80  werden  wir,  wenn  1*1,  o«,  «t«,....,«»  beliebige  Factoren 
lieseichnen,  offenbar  im  Allgemeinen  , 

j?l'=ai— »  JTt  *i  =S|~t  •♦••r  a:»  =  a, - 

:9etzen  können,  und  haben  also,  weil 

sein  rauss,  die  Gleichung: 

J 

fb^iich :  * 


also; 
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folglich»  weil  nach  dem  Obigen  ^  ale  nicht  Terscbwiiideod  aage 
nomnien  werden  Itann: 

«  fl 
NoD  i«t  nach  dem  Obigen: 

und 

alflo : 

OfenkMir  ist  aber; 

(O,  +«2+0^+  .... 

n.  a»  w. 

=s  n  («4  *+ ß^* + 0^« o»«) , 

folglich: 

fl 

+  (%-«s)«  +  <«»-«4)'+."  +  («^-«^)*  / 

+(«,-im)«+..~+(a3-n.)«  >; 

i  ,  u.  s.  w.  i 

und  aind  nun  die  GrSaaen  «, ,  o^*  «s*  ^4>  — *  nicht  aXimntiich 
unter  einander  gleich»  ao  iat  hiernach  offenbar! 
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also  nach  dem  Obigen: 

dahw  naeb  ilem  Obigen: 

Man  wlr4  Schlüsse    berechtigt  sein,  das» 

jP^a^;(^«4.irj«+  +        wirklich  ein  IVlinimuni  ist,  wenn  man 

nnr  annehmen   darf,   da«?.«?  <1ie  Grüsisen  «i,  or^»  "3»  **4»  

nicht  sämnitlich  einander  gleich  sind.  Wollte  man  nnn  al)«i  an- 
Debmeo,  dasa  ai=ag  =  «g  =  «;4=....Äa«  wäre,  so  wurde  wegen 

d«r  ans  dem  Obigen  bebanoIeD  Gleicbnng  — — —  =  * 

offenbar  01=04=03  —  04=  ....  =  a„  -  1.  also  nach  dem  Obigen: 

and  fotglicli  mx'^X\%  ^'=^>  «s'^^'s*— •«  ^'=^^m  sein;  ee 

würde  also  awiscben  den  Correctionen  ^1,  x^,  ;ra,  r  a:n  und 

jPj«,  y,',  x^'t  a-n  gar  keine  Verschiedenheit  Statt  6nden,  in- 
dem es  ja  doch  eben  10  der  Natur  unserer  ganzen  vorstehenden 

Betrachtung  lag«  anaonehmen,  daes  otiS  0^3%  ^s'>  ^4  >  

von  den  Correctionen   .Tj  ,  a-^ ,  ^rg ,  ar^  .t„  verschiedene 

Correctionen  sind.  Die  Sunmie  Tj^^  f  j^3«+,... ist  also 
wirlcüch  ein  Minimum ,  wie  behauptet  wurde. 


Xlilll. 

M  i  s  c  e  1  1  e  n. 


Allgemeiner  Sata  vom  Viereck  und  Satz  vom  oinachriebenen 

Viereck. 

V  (I  n  de  ITT  H  c  r  a  M  «  g  c  h  c  r. 
Wenn  ahrrf  (Taf.  IX.  Fig.  ein  Viereck  ist  und  der 
Punkt  o  eine  soiche  Lage  bat,  dass,  wenn  man  oa,  ob, 
oc,  od  zieht,  ^oab^^  i^ocd=S'ff'f  +  \oa(I  ist;  so  liegt  der 
Punkt  o  immer  in  der  durch  die  M  i  tt  e  1  punitte  der  bei- 
den Diagonalen  ac,  6<i  d es  V ierecks  gehenden  Gerirden« 
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Beweis.  Am  der  Gleiebmg 

^Oüb-y^ocd=  ^obc-\'^oad  folgt:  \oab—Ciobc=^oad—^ocd. 

Ist  nun  m  der  Mittelpunkt  der  Diagonale  ae  and  man  denkt  sich 
von  a,  c,  m  auf  ob  die  Perpendikel  aa* ,  ce*,  mmf  geMUl»  ■§  iil 
offenbar : 

ofid  felglleh: 

A  oa6  —  \  obc  =:^.ob.  (ua'  —  cc')  =  06.  ntm' , 

also: 

^oab^^obc=i2,^0bm» 

Denkt  man  aich  ferner  von  a,     m  anf  pä  üt  Perpendikrf 

aa";  cd",  mml"  geflillft,  ae  iat  ofenbar: 

wtjii"  =  i(aa"  —  cO» 

und  folglich: 

aUo :  ^  oac^  —  ^1  Qcd  =  2 .  ^  oc^tn.   Daher  iat : 

2.^e6«iss9. Ae^Hi,  A^^=AeiB"e* 

Die  beiden  gleichen  Dreiecke  ohm  und  odm  haben  nber  die 
gemeinschaftliche  Grundlinie  om,  und  müssen  also  in  Br/jiu.  auf 
dieselbe  »gleiche  Hr»hen  hal*eri .  oder  ihre  Spitzen  f/  und  U  müssea 
von  ojn  gleich  weit  entfernt  sein,  uoiaiis  sich  durch  eine  ein« 
fache  Betrachtung  rechtwinkliger  t  ongruenter  Dreiecke  auf  der 
Stelle  ergiebt,  dass  die  Lfnli»  om,  c^cbörig  verlängert,  die  Dia- 
gonale 6//  in  ihrem  Mittelpunkte  n  treffen  ronss,  womit  der  Sth 
bewiesen  ist. 

Ist  nan  abcd  ein  um  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  o  tsi, 
beschriebenes  V^iereclc,  so  ist  der  Punkt  o  von  den  vier  Seiten 
ab,  öc,  cd,  da  gleirli  weit  entfernt,  und  nach  einer  bekanatca 
Eigenschaft  des  um  den  Kreis  beschriebenen  Vierecks  iat 

ab'\'ed^be-^ad,  aleo  offenbar:  ^oe^-f^oeils^oAe-l-Aeed 

Also  ergiebt  sich  aus  dem  vorher  bewiesenen  Sat/.c  unmittel- 
bar die  merkwOrdige  EigensrhaR  des  um  den  kreis  bescbriebeneo 
Vierecks,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises  immer  anf 
der  durch  die  Mittelpunkte  seiner  beiden  Diagonales 
gebenden  Geraden  liegt. 

(Dem  WoMOtlichea  nach  entlehnt  aua:  De»  aelhedea  es 
e^M^trle,  pnr  Penl  Serret  Parier  im.  Der  leMi^ 
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eine  Eigenschall  d««  nra  «Imii  Kreis  bescbriebeoen  Vierecks  aus» 
sprecbeode  SsU  wird  Ton  S»rret  Als  ,,TlidorAme  d«  New* 
ton"  bmiebnet) 


Einige  S&tze  der  Elementar »Creometrie. 

V «)  n  (I  e  tn  II  e  r  a  u  •  g  e  b  e  r. 

in  (ieniüelhen  intere«!8anten  Buche  fuhrt  Herr  Paul  Ncrret 
p.  14.  auf  als:  UTenvl^me  methode.  Pnr  If^s  ligoes,  les 
airet«  ou  Ics  volninos  auxiliaires,  unrt  erläutert  diese  Me- 
thode, "ie  er  bei  üIUmi  Metboden  meistens  in  sehr  instrurtiver 
Wei^t'  thut,  durch  die  folgenden  Elementaraätie ,  von  denen  ne- 
nigstens  die  beiden  ersten  natürlich  allgemein  bekannt  sind,  hier 
es  jedoch  nur  aut  die  von  Memi  N.  zur  Erläuterung  der  Methode 
gegebenen  Beweise  ankommt,  die  Tielleicbt  nicht  so  allgemein 
bekannt  sirul  und  de8halU  hier  Jkütgetheilt  werden  «ollen,  um  zu- 
gleich die  Leser  auf  das  genannte  Buch  aufmcrksum  zu  machen. 

Tlic#rgm  1.  Von  den  Hcchs  Segmenten,  welche 
eine  geradlinige  Transversale  auf  den  Seiten  eines 
Dreiecks  abschneidet,  ist  da«  Product  dreier  nicht 
/nsammenstoasender  dem  Prodacte  der  drei  soderen 
gleich. 

Beweis.  Bezeichnen  wir  (Taf.  iX.  Fig. 4.)  die  Fliebeorinme 
der  Dreiecke  öAc,  cßa,  aCb  respective  durch  ^A,  ^ß,  ^C;  so 
hit  man  oacb  etnero  bekannten  Elementmnatse  der  ebenen  Geo- 
■etrie*)! 


Gewöhnlich  wird  der  hier  zur  Anwendung  komoiesde  £l«nitlltar. 
ttlz  nar  für  Purallcloprnmnir  und  Diftitclo  bcwienen.  welche  einrn 
Winkel  ß^cntfin  haben  oder  in  denen  iEwci  Winkel  einander  j'Ieir!« 
•ind  ,  diu«  aber  drr  Ssit?.  aiirh  fin  I'arallelogranuTn  und  Ureierkc  giU^ 
in  denen  zwei  Winkel  zusHiumeii  zwei  rechte  Winkel  betra<)^en, 
erheilet  sehr  leicht.  Sind  nämlich  in  TaC.  IX.  Fig.  5.  etwa  ABC  und 
BBE  swel  Dreiecire,  fti  deMO  die  Sonme  der  Winkel  ABC  and  BBB 
ivti  reeble  Winkel  heCrigt»  a«  dsea  diete  Winkel  Nebenwinkel  von  ein- 
rader  aind  oder  alt  aolebe  betrschtel  werden  kteeni  ao  aiehe  man  CK 
and  bat  dann  anmNtelbar  die  folgenden  Propordonea  i 

^  ABCi  A  BCE  =:  ABtBEy 
l^BCE.^BDE^BCiBD\ 

alte  darcb  Zaenmmensetzung : 
wie  bewieten  werden  wllte. 
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 Ba,ca 

^  Ca.ab* 

Cb.ab 
Ab.bc' 

Maltiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  tn  einander  und  bebt  auf, 
WM  sich  aufbeben  lisst,  so  erbftlt  msD  aut  der  Stelle  die  GleicbuDg: 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Aesran  II.  Die  drei  Geraden,  w«lebe  aa«  daa 
EciLan  eines  Dreiecks  aftnuntllch  dnrcb  einen  und  dea- 
selben  Pnnkt  gesogen  sind,  beatlnmen  anf  den  Seltea 
des  Dreiecks  sechs  Segmente»  von  denen  das  Prodnct 
dreier  nicht  zasamnienstossender  dem  Prodnete  der 
drei  anderen  gleich  ist. 

BeweiH.  Mit  iiücksicht  auf  Taf.  IX.  Flg.  6.  «tollen  Mir  die 
Flächenrfiumv  der  »echs  Dreiecke 

BOa,  COai  €Ob,  AOb%  AOe,  BOe 

respectiTe  dnrch 

bezeichnen;  dann  bat  man  nach  einem  bekannten  Elementarsafae 
die  Gleichungen: 

4«-.^  Ai_!^  Ao_i<c. 
i\«''"Ca'    ^b'^Ab*  K^^Bc* 

also  durch  Multiplicatioo : 

^a. ^b. Xc   Ba.Cb.Ac 

Nach  tleiu  bei  dem  Beweise  von  Theorem  I.  angeivandteD  tle- 
mentarsatze  hat  man  aber  ferner: 

_OB.Oa  OA.Oc, 
\b'  "OA.Ob*    ^d"  OB,Oc'    ^a'  ~ ÖC. Oo * 

abu  durch  Multiplication : 
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Durch  Vergleichong  der  Gleichungen  1)  und  2)  folgt  oninillelter: 

Ba,Cb.Ac 

also: 

Bm.Cb,Äe^  Ca.Ab,Be 

oder: 

Ae.Ba^Cb^Ab.Bc.Cn, 
wie  kaw&eMB  werdeo  sollM. 

Tbeorem  III.  Wenn  in  Taf.  IX.  Fig.  7.  der  Punkt  O 
eioe  Ecke  eioos  rtfgelm&ssigeo  Oot&odet«  ist,  und  der 
darselboB  entsproehende  Winkel  dee  Oetaeders  toh 
eiaer  beliebigen  Ebene  geaebnitten  wird»  welche  die 
io  O  ssflftmieeBeteeaeftden  Kaeteo  dee  OeMedere  io 
den  Punkten  J,  C»  D  ecblieidet;  ee  findet  immer 
die  Gleichung: 

OÄ^'St     IfB^  OD 

statt  *). 

Beweis.  Mau  siehe  die  Diagonalen  AC  und  BD  des  Vier- 
ecks ABCD»  so  hat  man  die  IdeniMit: 

Pyr.  OABC -^Pyr,  OACD^  Pst.  OBDA-I-Vyr,  OBCD, 

Bezcifhnet  man  nun  «lie  Huben  der  t*yraiui»]en  OABC,  OACD 
in  Bezug  auf  die  L^fineFiisehaftliche  Hasis  AOC  durch  7/^; 
die  Huben  der  Pyramiden  OIWA,  OBCD  in  Bezug  auf  die  ge- 
meinscbaftlicbe  Baais  BOD  durch  f/a,  Bc,  so  ist-. 

Pyr.  OABCssi.Bk.^AOC. 
Pyr.  OACD  ^l.Bd^^AOC; 
Pyr.  OBDA^hB^i.^BOD, 

Vyr.  OBCD  xsl.Ue.^  BOD. 

Weil  nach  den  Eigenschaften  (^ofi  Ocfaedenvinkels  die  Drei- 
ecke AOC  and  BOD  bei  O  gleiche  Winkel  bähen,  se  ist: 

^BOD  _OB.OD 

^BOD=i^j^.^AOC» 


«)  Dar  Bvindet  4et  Seciaa  Ift  Lovy. 

Thoaxxxvm, 


32 
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* 

folglich: 

Ol?  oa 

Offenbar  sind  ferner  O^,  OB,  OC,  OD  gegen  die  ElteeM 
AOC  und  £0/>  •ftmiiitlicii  gleich  geneigt»  und  es  ist  al«o: 

H^iHhiHniBä^  OAtOBiOCiOD 

oder 

Ä-^^Ä       M^^^fi  R.-^9äu. 

*^"Ö3**'*'  ^•'^Ua^*'  "—oa*"** 

fdglieh: 

OD 

Pyr.  0^/>di=i.^^J^^.Ä.AiiOC, 

Pyr*  OÄC/)=i.§^f^.^.Ä;,  AilOC 

Settt  inaD  nee  dieee  Aeedilleke  In  die  identieclie  Olekhnng»  viit 
welcher  wir  noegingea,  eo  «giebt  »ich,  wenn  nun  durch 

i.U^.^AOC 

difidirt,  die  Gleichnngs 

OB    OD_OB.OD    OB.  OD  OC 
OA^  OA^  OA.  OC    OA.ÖC  OA' 

eine,  wenn  mnn  mit 

OA.OC.OA 

mnltiplicirt: 

OA, OB,  OC-I- OA.  OC.  OB^  OA,  OB.  OD-^  OB.  OC.  OD, 
und,  wenn  man  nun  mit 

OA.OB.OC.OB 
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dMdirt: 

oder 

wie  b«wieMii  werdeo  sollte. 


Coujugirte  Puokte  dei  Ellipäe. 

Von  de»  Hereecyeber. 

ZwfA  Ppnkto  eln«r  Ellipse,  deren  Ualbaxen  wie  gewöhnlich 
dmcb  a,  6  lieieieliBet  werden,  seien  {xy)  ond  (jrV);  so  sind  die 
Gkidhimgen  der  Normalen  der  EllipM  In  dieeen  Pmkten,  wenn 
die  lanfondeo  Ctfordlonton  durch  n,  v  beMlehnet  werden,  bekanntileb : 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

Beseiebnet  man  die  Bntfemnngon  4l«Mr  beiden  Normalen 
von  dem  Mlttelpnokto  der  Ellipse  dnrch  fi*;  so  Ist  nach  einer 
bekannten  Gmndformel  der  analyfiaeben  Geometrie: 

oder,  wie  man  mittelst  der  Gleicbong  dar  Ellipse  leiebt  findet: 

e*xhf*       .  e*x'Y* 


Sollen  nnn  die  beideo  Pnnkte.  («y)  und  {x'jf')  der  Ellipse  eine 
solehe  Lage  beben,  dasa  die  beiden  denselben  entspreebonden  Nor* 
malen  glelcb  weit  ?on  dem  Mittelpunkte  entfernt  sind;  so  mnss 
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04— >irf  = 


oder,  weil 


ist: 

-  «■)  =  (««  - 

seiu. 

Ordnet  nftti  di«M  Gtoiehong  mmIi      tfo  erUtt  man: 
•tieri 

und  tust  man  nun  diese  Gielcbuog  in  Bezog  auf  als  uobe- 
kaonte  GrSsse  wie  eine  quadratlache  Gleichung  auf«  so  erhiit 
man  invOrderat  aof  der  iSteile : 

und  hieraus  lerner  mittelst  lekbter  itecbnung : 

Zieht  man  aher  aaa'  dem  ZXhler  dw  fimcha  anf  d«r  raehtea 

Seite  des  Gleiobbeitszeicbw  die  Qaadratworael  aus,  so  findet 
man  leicht,  daas  dieser  Zähler  das  Totifcommeoe  Qoadrat 

ist,  und  d«i«  man  alao  dia  Giehshung 


dieser  Glelchong  ergiebt  sich  dnrrh  Ausziebun^  der 
Qndvatwaraal  s 


hat. 
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Aus  der  Gleichung  a:*  =  a:'*  folgt  x  =  ±  ,  und  diese 
symmetrisch  auf  beiden  Seiten  der  Nebenaxe  liegenden  Punkte 
der  Ellipse,  von  denen  sich  von  seihst  versteht,  dass  die  ihnen 
entsprechenden  Normalon  gleich  ueit  von  dem  iVlittelpunkte  der 
Ellipse  entfernt  sind,  v\ ollen  uir  natürlich  nicht  weiter  betrach- 
ten, indem  wir  vielmehr  unser  Augenmerk  lediglich  auf ,  die 
durch  die  Gleichung 


bestimmten  Punkte  der  Ellipse,  in  deneo  die  Normalen  aoch  (gleich 
weit  voa  dem  Blittelpaiifcte  entfernt  sind,  «nd  die  man  webl  eon* 
jugirte  Pnnkte  der  BUfpse  genannt  hat,  rtehten  werden. 

Man  üudet  leicht: 


also: 


and  weil 


5«fpie 


ist,  so  iet  nach  dem  Obigen  ancb 


oder 

folgBeh,  wenn  9%  die  beiden  Veetoren  dee  Ponktee  («''y) 
boMicbnen: 


490  MisceiUn, 
Die  GleiehnDg 

bringt  man  leicht  auf  die  asrmmetriecbe  Fomi: 
mid  eetst  man  dud: 


Bo  erbftit  man  mittelst  leichter  Rechnung: 

6*(3f*+y'«)  +  eW=*«; 

hat  also  die  beiden  bemefkenefrertheo  Gielchnngen: 


oder: 


«•(«»+«'»-««)=  e>jBV«» 


folglich : 


Oders 

Beaekhnet  man  Jetit  die  ersten  Coordinaten  der  Durchedmitli* 
punkte  der  beiden  Normalen  mit  der  Hauptaace  der  EUipee  dardi 
n,  n';  eo  ist  nach  den  ans  dem  Obigen  bekannten  Glelehagm 
der  Normalen: 

also,  wie  man  leicht  findet: 

c'a:      ,  , 

oder : 

ahi  a*u* 

folglich: 
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«lao  nach  dam  Obigen: 
oder: 

i©-+(9'i-e)'(0"=©- 

Beieichnet  man  die  Abaciaaen  dar  DorebaebnitlapaDkla  der 
Normalea  mit  der  Abadaaeoaze  io  Betitg  auf  die  Fmapaakte  der 
Ordbateo  ala  ADfaiiga|nmiite  der  Abaciaaeo,  Dlmlteh  die  mit 
ihieo  gebSrlgee  Zdciieo  geoommenen  Subaormaleo,  -*  dqrvb  « 
ond  j*;  ao  laC: 

a\  _  !,'h< 


alao: 


«= — 

folglkh : 


uud  daher  uacli  dem  Obigen,  wie  man  leicht  iindet; 
oder: 

Bezeichnet  man  die  deo  Punkten  {xy)  und  {x'y')  eDtsproehen- 
den  Krüiiimuugsbaibmeaaer  der  Ellipse  durch  r  und  r%  »u  ist 
betcaootiicb: 

 «V      '  ' 


felglk*: 
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oder: 

und  hierans: 
FolgUcb  \aii 

alsu  nach  dem  Obigen: 
,  oder: 

2fl*— a«|(«6r)l  +  (a6r')M— »«*-(«6r)SM<i*-(a^')M  = 

woraus  sich  die  Gleichunc^: 

also  die  Gleieliuiig: 

oder,  wie  hieraus  sogleich  folgt,  die  tiloidiaiig:  ab  =  rr',  oder 
die  Proportion  a',r  =  r':b  ergiebt. 

Der  Inbait  der  Ellipse  ist  befcanoüich  a6n,  also  nacb  dtm 
Voratehendeii  rr'fls. 

Diese  leiebt  nech  weiter  m  tthreiideii  Bemerkungen  haben 
aar  den  Zweck»  diesen  Gegenstaiiif*  Damentlicb  aacb  mit  RSok- 
steht  auf  die  fibrigen  Kegelschnitte,  snr  Verwendung  zu  Ue* 
bnngsanfgaben  zu  empfehlen«  wosn  mir  derselbe  oiebt  ooge* 
eignet  sn  sein  scheint 


B  e  r  i  c  Ii  t  i  ^  Ii  II  t;. 
S.  340.  Z.  5     n  rooM  e«  in  Acm  Inlegral-Aiisdruck«'  von  »  im  Mäk- 
ler dei  Brncha  UQter  dem  lategralzeichen  2dp  statt  1i!/dp  helMen. 
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Literarischer  Bericht 

CXLIX. 


Am  3teii  Februar  186'2  starb  in  Paris  in  hohem  Alter 

Jean  Baptiste  Bioti 

gtbaron  in  Paris  an  'ilaton  April  1774. 

Waleber  Mathematfliar  und  Phyaikar  verdanlite  aeinan  treff 
liehen  Sebrifteo  nicht  die  vielfaehate  Balabmng  md  Anragaagl 


Artlhmetik. 

Theorie  der  elliptisrhen  Functionen.  Versuch 
einer  elementaren  Darstellung  von  Dr.  H.  Durege, 
Docent  am  eidi^en  ü  .s«i»chen  Pnly  technicum  und  an  der 
Universität  zu  Zürich.    Leipzig.    Teubner.    1861.  8. 

Der  Herr  Verfasser  hat  un*:  durch  die  Herausgabe  dieses 
Buches  eine  besondere  Freude  gemacht,  nnd  wirrl  den  Danic  aller 
der  JOnger  der  Wissenschait  ernten,  welche,  oime  aul  die  Quel- 
len zurückgehen  zu  müssen  oder  zu  wollen,  was  natürlich  immer 
seine  besonderen  Schwierigkeiten  hat.  sich  in  einer  mehr  elemen- 
taren Weise,  die  aber  doch  weiter  führt  wie  die  Lehrbücher  der 
lotegralreebnuog  überhaupt^  mit  der  ao  wichtigen  Theoria  der 
dUptlaehaii  Funetiaaen  belnnDt  naeben  wallaa.  Daa  Verdienal, 
waiebaa  er  aieb  dadotcb  er«rorben  liat,  verdiant  um  ao  malir 
Anerkannung»  ata  ein  Ibnlicbaa  Werk  die  dentacbe  malbenNitiaeha 
Llteratnr,  aa  viel  wh  wiaaen,  nach  niebt  beaitat,  wenn  niebt  viel* 
leiebt,  worfiber  wir  niebt  geaav  nnterricbtet  aind,  eine  Ueber- 
aetanng  dea  bebannten  Buch«  von  Verbniat  exiatirt,  was  wir 
jedoch  nicht  ghaben.  Daaa  bei  der  Daratellang  der  Theorie  Herr 
Doctor  Durige  nicht  der  in  der  ailerdinga  treflichen  Tbeorle 
des  fonctions  dooblenient  pdriodiques  et,  en  parti« 
colier,  des  fonetiona  eliiptiques  par  Briot  et  Bonqoet 
Paris.  1859.  angewandten,  von  der  Theorie  der  Functionen  einer 
complexen  Ver&nderiichen  auagahendan  Bebandlongaweiae  gleich 
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von  vorn  herein  gefolgt,  sondern  vielmehr,  anknSpfend  an  andere 
dem  Anfänger  hinreichend  bekannte  Functionen,  möglichst  ele- 
mentar verfahren,  und,  gewisser maiäsen  historisch,  den  von  Abel 
und  Jacobi,  naturlich  mit  besonderer  weiterer  Rück^iciit  auf 
Legendre  a.».s\.,  betretenen  Weg  eingeschlagen  hat,  billtgea 
wir  in  einem  Werke  von  der  Tendenz  des  vorliegeoden  oidit 
bloss  Tollkororoen^  sondern  erkennen  darin,  nül  ROcbiiebl  saf 
den  banptsicblicbsten  Zweek  des  Wetkes:  sar  weiteren  Verbrei* 
tung  der  Theorie  der  elliptiseben  Firoctionen  beizutragen»  etees 
besonderen  Vorsng  desselben.  Dsbei  wollen  wir  ai»er  jedoch 
anch  nicht  unterlassen»  darauf  hinzuweisen,  dass  allerdings  aa 
Ende  des  Werks  im  Slsteti  Abschnitte  auch  die  PnnctioneD  com- 
plexer  Variablen  und  die  Vieldeutigkeit  bestimmter  Integrale  eise 
eiosichtavoUe  nnd  filr  den  Zweck  des  Buchs  jedenfalls  blnrei- 
chende  Berfleksichtiguog  gefanden  haben.  Ausserdem  verdient 
es  mit  Anerkennung  bemerkt  zu  werden,  dass  der  Herr  Verfasser 
auch  das  Gebiet  der  Anwendungen  nicht  ganz  unbetrefen  gelas- 
sen hat,  und  glauben  daher  das  13uch  Allen,  die  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  ein  eingehendes  Studium  widmen  tvolleo, 
zur  Beachtung  empfehlen  zu  dürfen,  indem  wir  des  Weiteren 
wegen  uns  hier  mit  der  folgenden  Angabe  des  Uauptiobalta  be> 
gnflgen  müssen: 

I.  Betriff  der  elliptischen  Functionen.  II.  Von  der  Perio- 
dicität  der  elliptischen  Functionen.  III.  Von  der  Reduction  der 
elliptischen  Functionen  aut  die  Normalform.  IV.  Von  den  drei 
Gattungen  der  elliptischen  Functionen.  V.  Rectification  der  El- 
lipse und  Hyperbel.  VI.  Ceber  eine  Substltutioa  der  sureiten 
Ordnung  zur  Reduction  der  elliptischen  Integrale  auf  die  Nor- 
malform.  VII.  Das  Additionstheorem.  VIll.  Ueber  den  Zasan» 
menhang  der  elliptisehen  Functionen  mit  der  spbfirischeii  Trigo- 
nometrie. IX.  Das  Additionstheorem  fllr  die  zweite  nnd  dritte 
Gattung.  X.  Integration  der  elUptiscbea  Dilerentialgleiebang  ia 
algebridseher  Form.  XL  Jaeobl's  geometrische  Consttnetlen 
des  Additionstheorems.   XII.  Die  Landen*sche  Transformalion. 

XIII.  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  Factoren folgen. 

XIV.  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  Reihen.  XV. 
Reihenentwickelung  fär  die  zweite  Gattung.  XVI.  Reihenentwtcke- 
lung  für  die  dritte  Gattung.  XVII.  Die  Jacobi 'sehe  Faoctien. 
XVIII.  Darstelluni^  der  elliptischen  Functionen  durch  die  Jaco- 
bi'sehe  Function.  XiX.  Ucber  die  elliptischen  Transcendenten 
der  dritten  Gattung.  —  Anhang.  XX.  Ucljer  die  Bewegur»£r  des 
sphärischen  Pendeis.  XXI  lieber  Functionen  einer  conpiexen 
Variablen  und  die  Vieldeutigkeit  bestimmter  Integrale» 
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Am  dtoter  Aoselge  des  Iiilialts  werden  die  Leser  am  Beeten 
ibeiseliea»  wae  eie  In  dem  empfehlenswerthen  Bncfae  an  emar* 
kn  beben. 


Mechanik. 

Sul  iiioto  del  Pendolo.  Memoria  üel  Professore 
Loreozo  Respighi.   Bologna.   Iltö4.  4^. 

Leider  ist  nna  diese  Scbrifl,  welebe  eebr  sorgfUlflge  nnd 
elegante  analytieehe  Untersuch  engen  der  Pendelbewegueg  mit 
Rflckeicbt  auf  die  Drefiung  der  Erde,  natarlieh  also  aaeb  auf 
Fovea ult's  bekannten  Versuch,  enthSit,  erst  Jetit  hel^annt  ge- 
worden. Da  wir  dieselbe  aber  fllr  einen  sehr  wertbvollen  Beitrag 
aor  analytischen  Theorie  dieses  Verencbe  balten,  so  wird  dieee 
aacbtrggliclM  Imrse  Anseige  gewiss  gerechtfertigt  eifcbeinen« 
Ganz  besonders  interessant  wird  diese  Scbrift  auch  noch,  weil  der 
Berr  Verfasser  darin  ausffihrliche  und  genaue  Nachricht  giebt 
ton  durch  ihn  in  der  Basilica  di  San  Petronia  in  Bologna 
angestellten  Pendel  «Versuchen,  deren  Resultate  er  natOrllcb  mÜ 
der  von  ihm  entwickelten  analytischen  Theorie  vergleicht,  welche 
Discttssiori  wir  für  sehr  lehrreich  halten ,  und  aucb  deshalb  die 
iSebriflt  noch  au  besonderer  Beacbtong  empfebieo. 


Optik. 

Suir  a  c  c  o  iii  Uli  aia  e  n  t  o  de  11  occiitu  uniaiio  per  la 
visione  distinta  alle  diverse  distanze.  Memoria  del 
Professore  Lorenzo  Respighi.   Bologna.    J858.  4®. 

Sulla  irradiazione  oenlare.  Memoria  del  Prof*  Lo«^ 
reaao  RespigbL  Bologna.  Ib59.  A^,  • 

Diese  beiden  Abhandlungen  über  das  Accomodations-Verroü- 
gea  den  menaebllehen  Auges  fflr  das  genaue  Sehen  in  verschie* 
denen  Entlefaungen  nnd  fiber  Irradlasien  sind  swar  schon  vor  ein 
Paar  Jabren  eracbienen,  ans  aber  leider  erst  jetzt  bekannt  ge- 
worden. Dieaelliea  enthalten  aebr  sorgfliltige  Uateranehmigen' 
«nd  Betracbtnngen  Aber  die  beiden  in  Rede  atebenden  wiebtigea  ^ 
Gegenetlnde,  beben  nna  eine  eebr  lebrrelcbe  Leetttre  gewgbrt. 
md  ecbebien  nne  aebr  an  verdienen ,  daes  wir  aveh  jetat  necb., 
die  Pbyaiker  nnd  Aatrononen,  ao  wie  alle  Leeer  nnseree  Jemals^ 
anf  dieselben  beaondeia  anfmerkaani  oHUsben. 
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Aslronomie. 

Zeitscbrifi  fttr  populEre  BlittheiluiigeD  aas  de« 
Gebiete  der  Aetronomie  und  verwandter  Wissea* 
ecbaften.  Heraosgegebeti  Ton  Profeeaer  Dr.  C.  A.  F.  Pe- 
ters, Director  der  Stern  wart  ein  Altona.  Bandl.  Heft  4. 
Band  11.  Ueftl.  Bandjl.  fleft2.  Altona.  1860.  IWl.  8». 

Das  3te  Heft  des  ersten  Bandes  dieser  8ehr  vcrdienätlicben 
und  lehrreichen  Zeitschrift  ist  /ulet/.t  im  Literar.  Ber.  iNr.  CXXXV. 
unt;ezcigt  worden.  Wir  tragen  jeUt  die  kurze  Anzeige  der  seil- 
dein  erschienenen  neuen  Hefte  nach,  da  wegen  Mangel  an  Bm 
die  Anzeige  leider  eine  Unterbrechung  erlitten  hat. 

Band  I.  Heft  4.  Ueber  physticallecbe  Erscheinaa* 
gen  bei  totalen  Sonnenfinsternissen  von  Dr.  Frli^vea 
Fellitzscb. 

Band  Ii.  Heft  1.  Ueber  physilcaliscbe  Erscfaeinne* 
gen  bei  totalen  Sonnenfinsternissen  von  Dr.  Frb.  tos 
Ftilitzieb.  Fortsetsung  der  Torige'n  Abbandlong. 

Beide  Abhandlungen  enthalten  namentlich  eine  sehr  sorgfll* 
tige  Zusammenstellung  aller  früher  beobachteten  ErscbeinvogeB 
ans  eiuem  reichen  literarischen  Apparate. 

Die  Astronomie  des  Alterthnms  nnd  des  Mittel- 
alters Im  VerbSltniss  snr  oenerea  fintwlcklnng.  Vea 
Dr.  W,  Förster. 

Für  Leser,  welche,  wie  sie  die  Zeitschrift  natürlich  voraus- 
setzt, die  fJeschichte  der  Astronomie  noch  nicht  hinreicht lul 
kennen ,  jedenfalls  lehrreich  und  interessant.  Der  Ahhaudluog 
liegt  ursprün£;iich  ein  im  wissenschaftlichen  Verein  in  Berlin  ge* 
haltener  Vortrag  zu  Grunde,  so  dass  also  ihre  populäre  Ualtnitg 
sich  von  selbst  versteht. 

Band  IL  Heft  %  Ueber  die  Sonne.  Von  Dr.  A.  Win- 
neeke.  Alle  lieser,  welebe  sieb  fiSr  die  Natnr  «nseres  Gentnl* 
icilrpers  interessiren,  maeben  wir  auf  diese,  ans  dem  Petersbmgsr 
Kalender  für  1862  abgedruckte  Abhandlung  recbt  sebr  anteffk- 
sam,  da  sie  Im  Ganzen  zwar  nnr  in  der  Kürze,  aber  in  nngemeia 
lehrreicher  und  allgemein  vemtfindiicher  Weise  darin  Alles 
benproeben  finden  werden,  was  ilmen  Iber  die  Sonne  zu  wissM 
wänschenswerth  sein  dirfile.  Ans  unseren  früheren  literarischen 
Bericbten  sind  den  Leaern  die  Terdienstlicben  Leistungen  dm 
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Herrn  Verfasser»  bei  don  Reobaehtungen  der  grossen  Sonnen- 
fifjHteinisis  vom  18.  Juli  18öO  in  Spanien  hinreichend  bekannt, 
und  derselbe  kann  also  über  hierher  Gehörende  recht 

eigentlich  aus  eigener  Erfahrung  sprechen »  wodurch  der  vorlie- 
gende  AulMiti  noeb  besonders  lehrrefcli  und  inloreeeaot  wird. 
Sein  eebr  beetimmtee  Drtbeil  Aber  die  bekennte  Frage,  ob  die 
Protoberanaen  u.  s.  w.  in  der  Tbat  der  Sonne  angeboren,  dem 
wir  a«e  Fellkomniener  üebersengeng  beietimmen»  epricbt 
Herr  W.  anf  8.  133  in  folgender  Wet^e  ans: 

Ansicht,  wonach  die  Protuberanzen  /.ur  Sonne  gehören, 
wurde  la**!  gleichzeitig  von  inehrrrcn  Astronomen  eoSussert;  sie 
schloss  sich  ungezwungen  den  herrschenden  Ansiebten  über  die 
Natur  der  Sonne  an.  Die  (sogenannte)  optische  Theorie,  wonach 
die  Protuberanzen  nur  Lichterscheinungen  sein  sollten,  fand  gleich- 
falls manche  Anhänger.  Wie  diese  Licliier^choiiiun^eii  aber 
entstehen,  für  die  irdische  Experimente  kein  Analogon 
liilden*),  darüber  findet  man  nur  unhaltbares,  ober- 
fl^ebliMBbes  Rlsonnement  und  nirgends  eine  Andeutung,  wie 
man  nach  dem  Zeugnisse  aller  TertrauenswOrdigen  Beobaebter 
feststehende  Erscbeinnngen  an  den  Protaberanzen,  s.  B.  ihre  fast 
immer  harten,  starren  BegrXnzungen,  das  LosgelSstsein  ^om  Bfon- 
desrande  bei  einigen,  ihre  Pik-  oder  Kegelform,  sieb  vorstelleo 
soll  0.  s.  w.** 

Mögen  der  Zeitschrift  iuuuer  solche  lohrieitho  Aufsätze  zu 
Tbeil  werden  wie  der  letztere  und  dieselbe  stets  den  ertreulicb- 
steo  Fortgang  haben. 

Ad  aceeent  of-  the  solar  eelipse  of  Joly  J8,  1860, 
as  observed  for  the  United  States  Coast  Svrvey  neat 
Steilacoom,  Washington  Territory,  by  Li6iit.J.M.  611- 
liss,  U.  S.  Navy.   Washingtoa  City.   1861.  40 

Indem  wir  für  die  gütige  Zusendunn;  Her  obigen  Schritt  hier 
unseren  verirmdln  [i sU'o  Dank  aussprci  licii ,  und  dieselbe,  als  für 
die  L't^-^^iiiiiüf e  Literatur  iiUer  «lie  grosse  Sonnentinsterniss  vom 
18.  Juli  10(30  ivichti^  ,  unseren.  Lesern  zur  Beachtung  empfehlen, 
bemerken  wir,  das.s  «iieselbe  eine  sehr  vollständige  und  genaue 
Darstellung  der  von  Herrn  Gilliss  selbst,  so  wie  der  von  den 
Herren  Mosiuau,  <i  o  lilsboroug  Ii  ,  Haller,  Ca&ey,  liruwn 
angestellten   Beobachtungen  enthält.     Eine  beigegebeue  sch5ne 


*)  Am  OMtrer  Seel«  gec^rechen. 
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colorirte  biUttebe  Darstellung  erhübet  den  Werth  4er  Sehrifl, 
von  Keioem,  der  sich  för  die  in  Rede  stehende  grossartige  Si- 
•cheinilog  ioter^sair^  «nibeachlet  bleibeD  darf»  noch  beeondtfi. 

Sui  Fenomeni  cometari.  Memoria  del  ProCLoreDX« 
RespighL   Bologna.   1860.  4<». 

An  die  neueren  grossartigen  cometeriaciieii  Erscheioongeo 
sich  anschliessend,  enthält  diese  lesenswerthe  und  lehrreiche 

8chrift  f^ehr  sorgfältige  Untersuchungen  und  Betrachtungen  über 
diese  Erecheinunsetj  und  deren  Erklänm?,  wegen  welcher  nir  die 
Leser  auf  dio  Schrift  selbst  verweisen  iiiiissen,  da  der  Rauiu  zu 
einem  einigerrnassen  genügen<lo[i  Auszusj;«  uns  hier  manj^elt.  Auch 
nach  Besse! 's  und  Anderer  früheren  Unter^iiichtiogen  verdiset 
die  vorliegende  Öchrilt  jedeulalls  alle  Beachtung. 

BeTlehtigung. 

Im  vorigen  37sten  Theile  ist  im  Literar.  lier.  Nr.  CXLVIll. 
S.  10.  Z.  5.  durch  ein  Vergehen  weniger"  ^tatt  ,,mehr*'  ge- 
setzt worden,  was  zum  üeberfluss  hier  bemerkt  werden  mag,  wenn 
dies  auch  Jeder  sogleich  sieht,  der  die  am  Anfange  auü  dem 
Buche:  »Uie  astronomische  <^  trahleu  h  r  ech  u  ng  u.  s.  w." 
angeführten  Worte  gelesen  bat.  Anf  S.  10.  rouss  es  also  eigent- 
lich 80  heissen: 

,,Dic  üben  angeßihrten  Worte  sagen  alsa  nicht  mehr  und  nidbt 
weniger  als  Folgendes  aus: 

Die  Reibe  für  r  wird»  wenn  t  einer  groaaen  Zenithdistanz 
angehur^  nar  etwaa  iiiebr  eenvergiren  wie  die  divergirende 
Reibe 

Dass  dies  wenigstens  eben  so  schlimm,  wenn  nicht  noch  ^chhrii 
roer»  und  ebenso  wenig  zu  begreifen  ist,  als  wenn  „weniger" 
gestanden  hätte,  ist  wdhi  klar.   AnfiUiger  sollten,  wie  ecbea  er- 
innert, nur  gewarnt  werden  vor  «eichen  Anaeprficfaen. 


Physik. 

Lehre  ven  der  Thermometrie,  der  Pyrometrie,  Hy- 
gremetrie,  Peychremetrie  and  Baronetrie  in  ihrer 
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Gesammtheit  dargestellt  ind  den  Qoellen,  oa- 

-neiitnch  «neh  sam  Gabraaehe  fflr  Teehafker,  bearbei- 
tet vea  Dr.  H.  Gieewald,  Oberlehrer  aa  der  81  Jehan- 
aie-Realeehale  in  Daasig.  Mit  UQ^aart tafele.  Weimar. 
Voigt   1«61.  8. 

Dieses  Buch  bildet  iJen  Tiste»  Bnnd  flns  bekannten  Newen 
Schauplatzes  der  Künste  und  Handwerke,  welchen  die 
tbStige  Verlagshandlung  des  Herrn  B.  F.  Vois^t  in  Weimar  her- 
aasgiebt.  Aber  die  Leser  haben  durchaus  nicht  eine  etua  Idoss 
fiBr  den  technischen  Gebrauch  beätimmte  Anleitung,  sondern  viel- 
mehr eine  in  jeder  Beziehung  wissenschaitiiche,  mühsam  ans  den 
Quellen  geschupDe  und  selbstständig  bearbeitete  Darstellung  der 
auf  dem  Titel  genannten  Gegenstände  in  diesem  nach  unserer 
Meinung  recht  empfeblenswertben  Buche  su  erwarten,  wobei  wir 
saglelcb  nicht  unbemerkt  lassen  dOrfea,  dasa  die  l>arstellang 
derchweg  gans  aiatheinatisch  gehalten  ist,  ohne  dabei  den  prak- 
tiseiien  nnd  technischen  Gesichtspunkt  aa  vernachlässigen.  Wir 
glauben  daher  auf  diese  verdtenstKcbe»  auch  sehr  reiche  and  voll- 
atindige  literarische  Naehwelsaagen  enthaltende  Schrift  hier  aaf- 
merkaam  machen  in  nufisaea. 


Vermischte  Schriften« 

Sitzungsberichte  Her  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  (Vgl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLV. 
S.  17.) 

Naehtriglich  bemerken  irir,  dass  Band  XLIL  Nr.  29.»  welche 
Namaier  aus  Versehen  noch  nicht  angezeigt  worden  ist,  enthält: 
Sonndorfer:  Darstellung  des  Laafea  der  Aatereiden  im  Jahr 
1861.  (Mit  4  Tafela).  8.  756. 

Band  XLIII.  HcJt  H.  Februar  1861.  Mädler:  Ueber 
kosmische  Bewegungsgeschwindigkeiten  mit  Beziehung  auT  Dopp- 
ler *s  Hypothese  der  Entstehung  der  Farben.  8.  286.  —  W  in  ek- 
ler: lieber  die  Eigenschaften  etnif^er  bestimmten  Integrale.  S.  3]5w 

Band  XLIII.  Heft  III.  März  1801.  Sonndorfer:  Ueber 
die  Bahn  der  Concnrdia.  vS.  371.  —  Politzer:  Beiträge  zur 
Physiologie  des  Gehörorgans.  S.  427.  —  II  a  i<!  i  n  ger:  Ueber  die 
Natur  der  Meteoriten  in  ihrer  Zusammensetzung  und  Erscheinung. 
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Ba»dXLlll.  HefllV.  April  IML  R^ltlingaf :  Brii«* 
tantogen  der  Lieliteiib«rg*«die«  Fi||«ren.  S»53L  —  Rohrer: 
Maehtrag  sa  dam  Aaraatae  flbar  Ragaatroplaa  aad  Sdiaealadwa. 
&(na  —  AlU:  Uabar  dia  ttahn  dar  Lada.  S.685.~  Tacbar. 
mak:  Dia  apacifiactia  Wirme  bei  conataotam  VolnaM«.  &8II1 

Band  XLIII.  Heft  V.  !Mail8Gl.  v.  Lan-:  Uelier  .He 
Gesetze  der  Doppelbrechung.  8.627.  —  Redten  f)  ach  er:  Ueber 
die  neuesten  Entfleckiinffen  ilurch  ilie  Spectrai;iti;jlvse.  8.  (3<>4  — 
Becker  und  Rollet:  Beitrage  zur  Lehre  vom  8ehen  der  tiritten 
Dimension.  Harste  Ahtheilun?.  8.  007.  —  Hericht  der  Cooimis- 
sion  über  die  astronomische  Preisfrage.    8.  712. 

Band  XLIV.  Heft  I.  Juoi  1861.  Strara:  Vergleichnag 
der  Wiener  Maasse  mit  roehrereD  auf  der  kais.  russ.  Haaptstero- 
warte  zu  Pulkowa  befindlichen  Maasseinheiten.  8.  7.  —  v.  Lit- 
trow:  Nachtrag  zu  vorstehendem  Aufsatze.  8.21.  —  Schreibea 
des  Herrn  Jan  nicke  an  Herrn  Director  K.  Littrow  (Aber 
einen  1833  in  der  Mitte  der  iSoDue  geeehenea  raodeo  acharfbe- 
grfinzten  Fleck).   S.  27. 

Band  XLIV.  Heft  H.  Jnli  1861.  Taeharmak:  Die 
WSrmeeotwickelang  durch  Compressioa.  S.  141.  —  Laagt 
Zar  Tbeerie  der  Spiegelung  und  Brechung  dea  Lichtea.  S.  147.  — 
Redtenbacher:  Unterauchungen  einiger  Mineralwaaaer  aod 
Soalea  mittelat.  der  Speetraianalyae.  S^.  163. 

8  i  t  z  u  n  1?  8  h  o  r  i  c  Ii  t  e  rl  e  r  k  fi  n  i  i;  I .  I  >  a  y  e  r  i  8  c  h  e  n  A  k  a  1 1  e  m  i  e 
der  Wissenschalten  zu  München.  (Vgl.  Literar.  Bei. 
Nr.  CXLVII.  S.  8.) 

1851.  1.  Heft  V.  Wenn  auch  nicht  unmittelbar  in  den  Kraii 
unseres  Archivs  gehurendj  so  zeigen  wir  als  allgemein  interaaaaat 
dach  an  die  folgeaden  Abhandlungen:  Büchner:  Beitrüge 
zur  näheren  Kenntniss  des  brasilianischen  Pfeilgiftes. 
8.  536.  (Strychnin  enthält  nach  Herrn  B.  dieses  roerkwfirdige 
Gift  nicht).  —  Schonbein:  Beiträge  zur  näheren  Kennt* 
nias  der  Ni trificati on.  8.543.  (Allgemein  gehalten,  ohne  in 
zu  viele  SpecSalitäten  einzugehen,  und  daher  den  Lehrern  der 
Chemie  s«r  Beachtung  zn  empfehlen). 

1861.  II.  Heft  I.  A.  Wagaars  Bedaakea  ttha?  «iaige 
nanera*  hauptafiehllch  anf  naturgaeeblcbtliehe  Aa* 
haltapankta  bagrOindate  Veranche»  daa  Altar  dar  auia* 
ptiaehaa  IJrbavOlkaraag  zu  bestimmen.  S.96L  (Ein  aatb 
ohne  aahr  apeeialle  aatargaaehkbtliche  Kanataiaaa  vaiatiiidliahan 
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i»ebr  iuteressanter  uiiil  daher  zur  Beachtung  aucL  hier  zu  erii- 
|>febieoder  Aufsatz).  —  Beckers:   Ueber  die  iSteilung  der 
Pkll^aoplbie  Sil  den  «xacten  WiflsenschafteD.    S.  44. 
Wir  maefaen  tmaare  Leaer  auf  dieae  Abhandlaog  raoht  aabr  a«f- 
narfcaam  und  empreUen  iboaD  dieaetbe  ala  in  Weier  'Rflolcdeiit 
fiiiaiaaa  balalirand»  weil  in  deraelban  in  aebr  eingehender  Weiaa 
▼arsititlleb  ataeb  daa  Verbftltniaa  der  Philosophie  und  Mathematik 
in  eiannder  baaprocbea  wird»  mit  beaond«rer  Rflci^alcht  auf  Scbel- 
liog»  wofür  nanootlieh  nach  der  Heraoageber  daa  Archive«  für 
welcben  dieaer  in  vielen  fieilehungen  wichtige  Gegenaland  von 
jelier  voa  beaoederein  Jntereaao  geweaeo  iat»  dem  Herrn  Verfaa- 
«er  au  beaonderem  Danke  verpflichtet  iat.    Scharf  werden  die 
Uaternehiede  der  Philosophie  von  der  Mathematik  und  inabeaon* 
dere  der  Geometrie  (S.  67.)  festgeatellt,  besonders  auch  die  ma* 
thematiache  Gewiashett  besprochen,  und  S.  57.  ff.  mit  den  folgenden 
Bemerkungen  geachlosaen,  die  ich  ihre.««  besonderen  Interesses 
wegen  den  Lesern  des  Archivs  mittheilen  will:  „lau  unbeding- 
ten Gewissheit  kann  uoa  also  nach  Sehe  Hing  nur  diejenige 
Wissenschaft  fi^ihreOf  die  bis  zur  Erkenntniss  des  höchsten  Prio- 
cips  und  der  von  ihm  abgeleiteten  Principe  oder  mit  anderen 
Worten,  den  letateo»  reioeo  Potenzen  und  Ursachen  des  Seins 
hindurchgedrungen,  nicht  aber  vermögen  diess  jene,  die,  wie  die' 
matbemati^ichen ,  ungeachtet  der  sie  beherrschenden  reinen  Ver- 
nunffnothn  pfHÜ^^kt'if ,  dennoch  nur  innerhall>  eines  beschränkten 
(it  tiietes  tiich  bev%egrn  und  mithin  bloss  relative  Cevvissheit  ge- 
^vahren  können     Und  fiieranf  bezieht  Fich  die  Stelle  in  der  „Ab- 
handlung ülxr  die  (^iieÜe  der  e«vigen  Wahrheiten**, 
wo  Schell  in  i:    :re!etientlieh  von  der   nahe  lie£*enden  Meinung 
spricht,  dass  die  £:icii!;tßnz  Gottes  eine  ev^i^^e  Wahrheit  in  dem- 
»elben  Sinne  J?ei,  in  welchem  3  +  3=6  eine  solche  ist,  einer 
Meinung,  tier  man,  w'w       lioifüijt,  sich  doch  vielleicht  ebensowohl 
versucht  finden  konnte  zu  w iders^prechen,  wie  jener  Abt  eines 
iOosters,  der  den  allzutilrigen  Lehrer,  welcher  «ich  hatte  biii- 
tdasen  lassen,  zu  sagen,  Gottes  Dasein  sei  so  gewiss  als  2  mal  2 
vier  sei,  wegen  dieses  Ausspruchs  zurechtwies,  indem  er  hinzu- 
aetxte.  Gottes  Daaein  sei  weit  gewisser  als  2x2=4  sei. 
leb  liegreife  vollkommen,  sagt  Scbelling  (I.  581.},  wenn,  wie 
feraer  etaiblt  wird,  die  Znb&renden  Ober  eine  aolebe  Aeoaaemng ' 
Jacbt«^  wie  kb  begreife»  daaa  es  aneb  jetit  noch  Manachen  gibt» 
die.  nicht  begieiini  kOanen»  wie  etwas  gewiaaef  aeln  iriinne,  ala 
daM  3xa««4  iat.  Oboe  den  Aoadnick  anterancben  an  wellnn» 
iBtaa  gawins,  data  ea  WafarbtiitaB  voo  ▼eracbiedener  Ord* 
sMd»  vod  dnan  dUn  WahiMtan  dar  Aritbnatlk  «od  der 
MiibiMitt  IbafbMHH  acha«  dm  nlchi««  bedingt«  G«wiaabait 
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btlwokDMiMim,  well  dieae  WisMiiMiMlkeA,  wie  leb  eebee  hAm 
aas  PUtoB  anf^eftthrt,  ntt  VAfe«MMlsiingen  m  Werlte  i^lMi« 
4ie  eie  eelM  nicht  rechtfertigen»  und  damit,  was  dcree  Werth 
end  Gelteng  hetri einen  höheren  CteilcfatebefaBefkenneo;  ferner 
weil  nie  Viele«  nar  erfahrangamKaBig  wiaeen,  i.B.  von  geiadea 
nnd  vngeraden,  abgeleiteten  und  Primsablen,  Ittr  welehe  aie  aech 
nicht  einmal  das  Gesetx  dea  gegenseitigen  Abstaadee  gefunden.^ 
Mögen  sich  die  Leser  nochmala  die  vielfach  intereasanle  Air- 
haiHlluDg  znr  aorgfliltigen  Beachtung  enipfolilen  sein  lassen»  — 
A.  W.  Volkmann:  Ueber  die  Irradiation,  welclie  auch 
bei  vollst&adiger  Aceemedatien  des  Angea  stattfindet 
8.76. 

1861.  11.  Heft  II.  ScbOnbein:  Beitrage  snr  nSberen 
Kenntniss  der  Nitrification.  Beitrage  aar  nftheten 
Kenatnlss  dea  Sauerstoffs  und  der  einfachen  Sals- 
bildner.  8.  122.  —  Sehr  allgemein  interessant  ist  ancb  der 
folgende  Aufsats:  A.  Wagner:  De  her  ein  neues*  angeb- 
lieb  mit  Vogelfedern  veraeÜenes  Reptil.  S.  Idfi. 

Anna  Ii  (Ii  Matcniatica  pura  ed  ap  plicata  pubblicatt 
da  Barnaba  Tortolini  e  coni[)ilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F,  Briosehi  a  Pavia,  A.  Genncchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.   4«>.   (S.  Lilerar.  Ber.  Nr.  CXLVl,  8.  11.) 

Nr.  L  tom.  IV.  1861,  Proprietii  di  una  classe  dlnteg^aE 
dl  Irraalonali  algebrioi  poesibUi  con  soll  togaritnti.  Neta  di  Carle 
ülaria  Piunia.  pag.  Ö.  —  Oourbes  gaacbes  decrites  ser  In  am» 
face  d'un  hyperholoide  ä  une  nappe.  Par  M.  L.  Cremooa. 
pag.  ±2.  —  J^a  Tedrica  delle  fiinzioni  ellUiche.  Alonografia  del 
Prof.  £.  Betti  (Continuazione).  pag.  26.  —  Intorno  ad  una  for- 
inola  somniatoria  delle  potonze  intere  de'nonieri  oaturali.  Nota 
di  F.  Siacci.  ])a^.  46.  —  Sur  quelques  Tbeortees  d'iklgdlne 
par  M.  Michael  Uoüert«.   p. 30. 

Hivlsta  Mbllog''^^*  Sopra  aicune  curve  deHvate  dali*el* 
lisse  edaicircolo:  Curve  di  Cartesio.  Articolo  dd  Prof.  B.  Tor* 
tolini.   pag.  53.  —  Pubblicaaioni  recenti.  pag.  50. 

Da  das  vorließtMule  Heft  dieseji  in  jeder  Beziehung  «ichttirrn 
und  ausgezeu  hiu'ten  JoiirniUü  auf  dem  Titel  nicht  mehr  eine  Be- 
zeichnung der  b(  ;(i<  Ii  Moiiülr,  liir  u eiche  e«  hcstinitnt  ist,  «oBdern 
btos^  die  Liejceicbcjuüi^  1,  türti.  IV.  1861.  träsjt ;  so  Rcheint  es, 
dass  dasselbe  nicht  mehr  iu  sechs  lloft«it  Tür  ila8  Jahr,  jede» 
fSr  ftipei  Monate,  aoiulemt  awangies  -nach  einsehien  Nnmniera 
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erscbeiaea  soll,  «ine  Einricbtiing •  die  wir  in  jeder  Bexiehuag 
zwecluiiftsig  findeo,  uad  <Ue  niob  uomiw  lleiomg  aplndiwgt  d w 
Vortag  Yor  der  frifhereu  Einrichtuug  vefdieot» 

Monatebericlit  der  KSnigl.  Preu^sisehen  Akademie 
der  WUseasehaften  sit  Berlin.  8.  Liier.  Ber.  Nr.  CXLVh 
S.  13.  .  .  1 

Juni  18Ö1.  Magnus:  Ueber  die  Veränderungen  im  Induc- 
tionttstroine  bei  Anwendung  verechiedceer  Wideret&nde.  S.  5S3— 
S.  561.  —  Derselbe:  Ueber  die  Jarbenverfted^rang  des  elek- 
tritfcheo, lichte.  S.  861  —  8.561  Gerfaeh;  Oeber  die  Stei- 
gerung der  VergrOeeerong  auf  pbotograpblecbem  Wege«  mltgetbellt 
ven  Herrn  Du  Bola-Reymond.  8.596 — S.IS99.  —  Brajin: 
lieber  einige  Verbältninse  der  Blattgeetattang,  welche  aar  Blatt- 
etellung  eine  Beiiehung  haben.  8.601.  (Blosse  Anieige  eines 
gehaltenen  Vortrags).  —  l^ro necker:  Mittheilung  aber  seine 
elgebraiscben  ArlMiten.  S.  601 8.<6I8.  Kn  Allgemeinen  be- 
seichnet  Herr  K.  die  Richtung  seiner  neuesten  algebraischen  Stu- 
dien durch  die  folgenden  Worte:  „Ich  kam  bei  meinen  Studien 
fiber  die  algebruisclte  Auflnsuiig  der  Gleichungen  sehr  bald  zur 
£iu8iebt,  dass  (!  ts  i^roblem  nach  tmel  Seiten  hin  einer  allgemei' 
neren  Auffassung  Tahig  ist,  und  zwar  in  folgender  Weise:  einer* 
seits  sind  statt  der  <«leichnngscoenfcTenten,  d.  h.  alsr>  statt  der 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln,  alltir^meinere  rationale 
Functionen  dersellxM).  n eiche  ich  Affectfunctiopen  nenne,  als  »e< 
gehen  vorauszusetzen;  andererseits  sind  fstatt  dar  ^ewöfmlirheu 
Wurzelzeichen,  d.  h.  also  statt  derjenigen  Funcüüii»zeicf»en,  n  elolie 
durch  die  reine«  (»leic  hiinsen  delinirt  werden,  allgemeinere  alge- 
hrai!«rhe  Functionen  einzuliihren,  welche  hei  der  Auflösung  als 
Hülfsfunctionen  dienen  sollen."  Dieser  gewiss  fruchtbare  (iedanke 
wird  nun  in  dem  sehr  lesenswerthen  und  iuteressanteu  Auisatze 
weiter  ausgeführt. 

Jttli  1861.  Kummer:  Ueber  zwei  neue  Beweise  der  allge- 
meinen Reciprocitätsgesetze  unter  den  Resten  und  Nichtresten 
der  Potenzen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist.  S.  656.  —  Kirch- 
hoff:  Untersuchungen  über  das  Sonnenspectrum  und  die  Spectren 
der  chemischen  Eleiftente,  niit^etheiit  von  Herrn  Magnus.  S.  657. 
(Heid«*K  blosse  Anzfiiren  jjph;iUem  r  Vorträge).  —  Dove:  Ueber 
eine  I nterrerenzerschcimini^  in  den  Zwillingskrystallen  doppelt 
brechender  Körper.  S.  O^iÖ.  —  Braun:  deber  eine  sonderbare 
Wirkune  dpr  diesjäl]ri«;en  SpHtfrösfe  auf  die  Hlätter  der  gemeinen 
Roeskastanie  (Aescuius  Hippocastanuni)  und  einiger  anderer  Bäume. 
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OüJ — 5.  700.  —  A.  Schmidt:  Ueber  den  Faseratoll  und  die 
Ursachen  seiner  Gerinnong,  mitgetbeilt  von  Herrn  Da  Boia- 
Reymond.   S.  705— 8.700. 

Aogufit  1861.  Magnus:  Ueber  metallische  ond  flOssige 
Widerstände,  durch  welche  Indnctionsstrume  alternirend  werden. 
5. 872  — S.  SSO.  —  Dove:  Ueber  die  Anwendung  acbronatisirter 
ArragonitprUneD  sn  PolariMtoren.  S.  S84-~S.  t^. 


Preise  von  Eble's  Horoekop  oder  Siandeaseiger. 

I.  Avigabe  fiir  die  Polbuhe  von  Grad  4  4  fl.  30  kr. 

»2  TUr.  18  Sgr. 

fmicr  in  grStterem  Maassttab 

,  IL  Amsibe  für  die  PoMb»  T^n  46-60 Gr^  i  0 fl.  /J 

88  3  Tlilr.  13  Sgf .  (j 

in  gr<MM«n  MaaMSlab  eaA  nit  frant.  Anfaeiirifl  nad  Test  I  f 
III.  Aaagabe  fllr  die  PeilMIbe  voa  3»-60  Gtad  i  7  iL  «  4  Tldr.  /  || 

Das  lostrameat  ist  fanagsweiae  durch  die  felgenden  Boelh 
bamllai^geii  i«  beaieheo: 

Rudolf  Engler  in  Ellwangen, 
•  Paul  Neff  io  Stuttgart. 

Scbmid'scbe  Bucbbandlung  io  Augsburg. 
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Arithmetik. 

Tables  de  liO^arithinrs  actnq  Deciraaleö  pouries 
noinbres  et  le«  Jigne»  trigonom^triqucH,  suivies  des 
lofjari  t  Inues  d'additioD  et  de  soustraction  ou  loga- 
ritbme«  de  Gauas  et  de  diverses  tables  usuelles.  Par 
J.  UoQel,  Aucieii  J^leve  de  i  Ecole  Normale»  Docteur 
As  Science«  (jetzt  Professeur  de  Math^niatiques  pures 
k  la  Faenlt^  des  Scieeces  de  Bordeaux).  L'Ietrodae- 
tioD  de  eet  onvrage  dans  les  ^eolea  pnbüqaea  est  an- 
toria^e  par  ddeision  da  Mlaiatre  de  l'Iaatrectlon  pv- 
bliqse  et  4ea  Cultea,  en  date  da  22  Aeüt  1S59.  Paria. 
Mallet-Bacbtlier.  1888.  a 

Wir  bedauern,  da»s  diese  im  Jahre  1858  erschJenenen  Tafeln 
fllnfsteiliger  Loc»arlthmen  uns  erst  jetzt  bekannt  geworden  sif»d, 
halten  uns  aber  ihrer  Vortrcffürhkeit  weisen  für  verpflichtet,  die- 
selben auch  jetzt  noch  einer  ausrühriichcren  Anzeige  zu  unterziehen. 
Man  weiss,  dass  mau  mit  funfstellii^en  Logarithmen  in  sehr  vielen 
Fällen  vollkommen  ausreicht,  —  iudcn»  in  solchen  Fällen  der  Ge- 
brauch mehrziffriger  Tafeln  vlillig  überflüssig  sein  würde ,  —  and 
daaa  dieselben  eine  grosse  Bequemlichkeit  gewähren;  aber  fref- 
lleh  mflsaea  die  Tafelo  dsini  auch  so  eingerichtet  oder  mit  sol« 
eben  EitirSehtungen  r ersehen  selo,  dasa  die  in  Ihrer  AasdehnongS' 
Sjpblre  überhaupt  zu  erreichende  Genanigkeft  sich  durch  aie  aach 
wIrUleb  errelcben  liaet  Und  so  gianben  wir  denn  in  der  That 
ebm  üebertrelhang  sagen  za  hDonen»  dass  die  Toriiegendeo*  dorcb 
mehrere  eigenthflnliche  Einrichtnagen  von  früheren  fttafatelligen 
Tafela  aicb  anterscheidendea,  Tafeln  in  Rücksicht  der  mit  sotehen 
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TbMi  sn  mtMlimämk  Gmniigkeit  ^  b«i  A&m  Jeteigeii  S^amU 
der  Saclw  —  das  non  pliw  ultra  leisten.  In  den  „AvettieeeiBfiit* 
beielebDet  der  Herr  Verfasser  selbst  selae  Tafeln  in  sehr  bew 
seheldeDer  Weise  Mprlncipalement*'  als  Mene  reprodectlen  des 
Tablee  de  Lalande"*),  giebt  aber  seglelcb  sieben  Punkte  an,  in 
denen  dieselben  sieh  ven  diesen  letstereo  Tafcia  noferscbeidea. 
Wir  halten  uns  an  diese  Angaben  des  Herrn  Terlassers  nicht 
welter«  sondern  wollen  selbst  —  freilich  nnr  in  der  Kurz«,  ^vie 
misere  literarlseheo  Berichte  dies  fordern  —  die  Punkte  l»cseicb> 
■nen,  welche  nach  noserer  Meinung  diesen  Tafeln  Tersugsweise 
snr  Empfehhmg  dienen. 

Jede  Seite  der  Tafel  der  LogaritbmeD  der  Zahlen  besteht 
ans  ilBnf  Colennen,  in  denen  die  Zahlen  In  nnnnterbrechener  Felge 
ven  0  bis  1O80O  fortscfareiten  und  nnmlttelhar  daneben  stehen  die 
Logarithmen  mit  Weglassang  der  Keonsifer.  Diese  Einrichtnng 
(die  gbrigens  die  Lalaade'scheii  Tafeln  aech  haben,  aber  nnr 
bis  10000  gehen  and  die  ▼5ltig  unnfitae  Kenoslffer  entlmiten)  hal- 
ten wir  Cür  einen  besonderen  Vorzug  vor  anderen  filnbleH^ea 
Tafeln  (s.B.  den  bekannten  von  Angast,  welche  die  gewShnßchs 
fönrichtang  haben  und  auch  nur  bis  10000  geben),  vnd  zwar 
namentlich  deshalb,  weil  durch  diese  Einrichtung  besonders  der 
Gebrauch  der  Tafel  als  antilogarithmische  Tafel  jedenfalls  selw 
erleichtert  wird,  insbesondere  das  Aufsoeben  wesentlich  an  Be- 
qnemlichkeit  gewinnt.  VonS.  5.  an  steht  zwischen  jeden  zwei 
Logarithmen  die  Diflferenz,  und  die  zur  Seite  befindlichen  Tafel* 
eben  der  Producte  dieser  Differenzen  in  0,  1 ;  0,  2;  0»  3;  0^  9 
dienen  natürlich  sehr  zur  Abkürzung  der  Kecbnungen. 

Die  Tafel  der  Logarithmen  der  trigonometrischen  Linien  oder 
Fnnctionen  schreitet,  wie  bei  nnr  fanfstelligen  Tafeln  es  sich  ven 
selbst  versteht,  ven  Minnto  an  Minute  fort^enthftlt  aber  die  Dllmsn 
ten  nnd  die  Plroportionaltheiie  In  einer  solchen  dem  Rechner  sein 
Geschäft  erleichternden  Voilstlndigkeit«  Bequemlichkeit  nnd  Ge* 
naaigkeit  wie  keine  andere  (!or  uns  bekannten  Tafeln  dieser  Art 
Ausserdem  seiebnet  sich  AW.  Tafel  vor  allen  anderen  Tafeln  aach 
dadurch  ans,  dass  sie  die  Logarithmen  der  Secanten  und  Cosecan- 
ten  enthält,  was  für  viele  Rechnungen  von  Wichtigkeit  ist.  Za 
den  Logarithmen  der  Sinus^  Co^sinus,  Tangenten,  Cotangenten  ist 
nach  altem  Gehmnch  und  ans  lipknnntcn  firilnden  überall  10  ad- 
dirt;  die  Logarithmen  der  Secanten  und  Cosecaotea  sind  abm 


•)  Die  in  einer  /ttcreolypirteo ,  durch  den  ü.irnn  Kr-ynaud  be«orj^ 
teti  Aiis{,r.i!H-  (l'aris.  Bachelirr.  1829)  una  voritcgcn  und  aar  V«rfl«i* 
chung  mit  den  iicoen  Hoüol'üchen  Tafeln  dienen. 
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—  natürlich  voincommen  zweckmSsßit»  --  soplelch  für  den  der  E!o- 
beit  gleidieB  Ualbmeaser  angegeben.   Es  üodet  sich  al«o  z.  B. 

log  C08  42».  4' SS  9,87062, 

d.  b.  eigentlich  für  den  Radius  Eins: 

logm42«.4'  s  9,87062-10, 

also  fär  denselben  liadiuA 

logMe42<».4'  =s  >  log€iw42P.4' »  10—9,8701»  s  0^12938 

und  üheral!  auf  dieselbe  Weise,  auch  bei  den  Cosecanten.  So 
leicht  auch  die  Logarithmen  der  Secanten  und  Cosecanten  aus 
denen  der  Cosinus  und  ^inus  abgeleitet  uertlen  können,  halten 
wir  nach  unseren  Erfahrungen  im  numerischen  Calcul  dieselben 
doch  in  der  so  eben  bezeicbneten  Weise  für  eine  überaus  dan« 
keotvrertbe  Zugabe  in  diesen  Tafeln;  bei  Tareln  der  sogenann- 
ten natfirlicben  Linien  irflrde,  wie  eich  vo»  eelbet  vefefebt,  die 
Anfsahnte  der  natOrticben  Seeanten  vnd  Cos^anten  gans  Ton 
neflist  dnrcb  die  mdglichste  Bequemlichkeit  den  Gebrancbe  aol* 
cber  Tafeln  geboten  sein,  wie  wir  echon  Gflers  an  erinnern' Ter* 
«nlaaseng  genommen  haben*).  ROckaichtlich  den  Gebraneba  der 
trigenometrischen  Tafel  mtaen  wir  gana  besondere  aneb  auf 
die  in  vielen  Beziehungen  ungemein  lehrreiche  Einleitung  ver- 
weisen, wo  dieser  Gebrauch  nach  zwei  verschiedenen  Metho« 
den  gelehrt  nird,  wenn  man  mSglichaCe  Genauigicelt  erreichen 
will.  Um  die  Anwendung  der  zweiten  Methode  zu  erleichtern 
enthSlt  die  Tafel  der  Logarithmen  der  Zahlen  (Table  I)  in  der 
obersten  Horizontalreihe  auf  jeder  Seite  noch  gewisse  Zahlen* 
die  in  keiner  anderen  Tafel  sich  fin(!pn,  auf  die  wir  aber  unsere 
Le^er  <«;anz  Ix'soruiers  aufmerksam  machen,  ohne  dass  leider  der 
Kaum  hier  erlaubt,  auf  nähere  Erläuterungen  uns  einzulassen. 

In  der  dritten  Tafel  bat  der  Herr  Vedhaner  die  Tafeln  der 
■ogeaitnnten  Additiens»  und  Snbtiieliona«Legnfitbmen  gettennt 
▼en  einander  geliefert,  indem  er  m  Allgemeinen  die  Anordnng 
Ten  Zeeb  adoptirt,  jedeeb  In  sofern  eine  Abänderung  bat  eintre« 
ten  laeeen»  nie  er  in  der  zweiten  Tafel  die  Zahl  C  als  Afgnnient 
genommen  ha^  wodarcb  die  Ausdehnung  der  Tafel  verkfirzt  wird, 
ohne  der  Genauigkeit  an  eehaden.    üeber  die  firfindnng  diener 


namentlich  viMcben  wir  tehr,  «Ism  Herr  Röhl  mann  hei  einvr 
nenn  Ansgabs  sstosr  reeht  bfthtcben  Tafeln  dto  Anfiishnis  4er  astör- 
liehon  Socantsn  oail  Cmecnntcn  sieht  eoterla*«e.  Sie  braschen  blots 
s»B»  aus  den  trefflidie«  Tafda  voo8horwln  ahgesehricben  sn  wertes. 

2» 
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Tafdn  bemerkt  der  Herr  Verfasser  auf  pag.  Tl.  Folgendes :  »L«t 
logailthnM«  d'addHioii  et  de  soustraction ,  coonos  g^ralemest 
•Otis  le  Dom  de  logarithme«  de  Gau««»  «Dt  ponr  bot  de  fälra 
tronrer,  par  une  senle  lectnre  dans  la  Table»  le  Joi^fifhac 
de  la  soDme  au  de  la  diffdreaee  de  deox  aombreat  dooade  par 
lenra  legarUbmes.  IIa  ont  dtd  iaTentds,  aa  cooimeacemeet 
de  ce  alftele,  par  ritaliea  IteoKclll,  qni  exposa  aa  ddcoe- 
verte  daoa  ob  epaseole  trAs-rare,  Inprlmd  k  Berdeaaz,  en  Taa 
XI,  sous  le  fitre  de  ^oppldment  logaritbialqae.  Mala  le 
peu  de  faveur  avee  leqnel  aea  Iravanz  fureat  d'abord  acueitlis,  le 
fit  renoncer  k  la  constradion«  ou  du  moio«  ä  la  pnblication  de 
eette  Table.  Cependant  une  tradtiction  allemande  do  Suppld- 
meot  logarithmiqne«  lalte  en  1806,  tomba  eatre  le»  mains 
de  GausB,  qu!,  non  raoins  habilo  caiculateur  que  profond  geo- 
metre,  eomprit  l'utilittf  pratique  de  cette  nouvelle  möthode,  et 
constrnisit  lui-nu'me  de  petites  Tablcs  ä  cinq  d^ciraaleü  sor  le 
plan  f>ropose  par  1  invciitcur.  Cos  Tables,  puhlieps  pour  la  pre- 
mierc  fois  en  1812,  dans  la  Corresponda  nee  d  «•  Zach,  ont 
iii  reproduites,  quelquefois  avec  des  niudilications  pius  ou 
moins  heureuses,  dans  la  plupart  des  recueils  de  Tables  inipriiues 
depuis  cette  epoque,  eo  Allemagne,  en  Angleterre  et  meme  en 
Italic/'  —  29iiam  ciilqael  Ist  der  preiissische  Wahlspruch  ond 
auch  der  unserige;  desbalb  haheu  wir  das  Vorstehende  vulblandig 
mitgetheiit,  indem  wir  nocb  auf  die  iNouvelies  Annalcs  de 
Matbdmatiqaes.  Tome  X.  page  2^  und  Tome  XII  page 
171  ▼erweiaeo. 

Aueser  dieeeo  drei  dea  HanpliDbalC  bildenden  Tafeln  eatbilt 
daa  trellicbe  Bach  noch  eioe  grosse  Assafal  aaderer  fttr  dea  ptah» 
tischen  Gebraoeb  sebr  niitelicher  Tafeln,  wordber  wir  «ehlieedicb 
nocb  Folgendes  bemerken.   Als  Aabaag  sa  Tafel  L  finden  wir 

suerst  ein  sebr  gut  eingerichtetes  T&felcben  zar  Verwandlung  der 
Grade,  Minuten  und  Secunden  in  DedmaltheUe  des  Halbm^sers 
und  des  Quadranten;  der  Minuten  und  Secunden  in  Decimaltbeile 
des  Graden;  der  Grade  und  Minnlen  in  Secunden  und  umgekebrt 
Der  Tafel  il.  gebt  eine  Tafel  der  wichtigsten  Formeln  zur  Aaf« 
lusung  der  ebenen  und  sphärischen  Dreiecke  voraus,  und  als  An- 
hang ist  dieser  Tafel  heigegeben  ein  Täfeichen  der  nafurltcben 
Sinus  und  Cosinus,  Tangenten,  Cotangenten  und  auch  der  8e- 
canten  und  Cosecanten  für  die  einzelnen  Grade,  so  wie  ein 
Täfeichen  zur  Verwand  In  iii?  der  Stunden,  Minuten  und  Secunden 
in  Sexagesimaithcile  des  Kreises  und  Decimaltheile  des  Tages. 
Ferner  finden  die  Leser  Tafeln  zur  Verwandlung  der  natürlichen 
Logarithmen  in  gonieiuo  und  umgekehrt,  eioe  Tafel  einer  grinse- 
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reo  Anxahl  in  der  Mathematik  und  AsCrononile  häufig  in  Anwen- 
dung koromender  Zahlen  nebst  ihren  Logarithmen,  auch  eine  Tafel 
cur  Erleichterung  bei  Zinssinerechnungeu,  Tafeln  der  Logarithmen 
VOD  1.3.3... .n»  1.3.S....(2fi  —  1),  2",  alle  Logarithmen  mit  8 
Declnalen;  ekne  Tafel  dw  uhtttelligeii  LogaritbiMii  4fr  ZaUm 
TOD  100—1000;  eine  Tafel  aar  Berecbanag  der  Logarithmen  auf 
90  Oecimalea;  TifeieiieD  der  LogariAmea  und  AntilogaiiAmea 
mit  4  «od  3  Dedmalea;  eine  Tafel  der  kleioaten  Diviadren  der 
durch  2»  0,  5»  11  aicht  theübaren  suaammeogeaetzten  Zahlen  Ton 
40  bia  10641.  Auf  Seite  114—116  alod  ferner  noch  eine  ungemein 
groaae  Anzahl  wichtiger  Zahlen  nebat  ihren  Logarithmen  cnaam» 
mengestellt  (auch  Anciennes  roesurea  fran^aiaea;  Meaniea  anglaiaea; 
Deneites  des  solides  et  liquides;  Densitäs  dea  gaz  et  des  vapenrn» 
Celles  de  l'air  ötant  1);  und  den  Beschluss  macht  eine  in  Quart- 
format beaondera  beigefügte  Table  aptilogarithmique  k  4  Däct- 
malea. 

Dan  Fonnat  ^Heser  aehr  aehSaen  Tafeln  lat  zwar  etiraa  groas, 
aber  kelneawega  nnbeqaero,  wenn  rann  nnr  beachtet,  daaa  eine 
Tafel  von  der  ganzen  Tendena  der  vorliegenden  nicht  in  der 
Taaehe,  aondern  anf  dem  Tiaehe  gebraneht  werden  aoll.  Der 
Dmck  iat  aehr  dootlieh  nad  acharf«  daa  Papier  billigen  An- 
aprflchen  vollkommeo  genügend;  der  Urafiing  der  ganzen  Tafel  nnr 
116  Seiten. 

Wir  fassen  unser  Urthei!  dahin  zusammen,  dass  dieser  Tafel 
der  Vorrang  vor  allen  uns  bekannten  JeUt  vorhandeiten  fünfstel- 
ligen Tafeln  gebührt;  dass  dieselbe  eine  c^rüssere  Anzahl  dem 
Herrn  Verfasser  eigenthümlicber  Einrichtungen  besitzt,  welche 
der  Genauigkeit  des  Gebrauchs  in  vielen  Beziehungen  törderlich 
sind;  dass  die  Tafeln  Alles  enthalten,  worauf  der  numerische 
Caicul  2U  seiner  möglichsten  Erleichterung  und  Abkürzung  bei 
dem  jetzigen  Stande  der  Wiasenachatl  AnsprQche  zu  erheben  be- 
anehtigt  ist,  natflrllch  immer  innerhalb  der  den  Tafeln  gegebenen 
Anadehnnng  von  nnr  fllnf  Decimalen;  und  daaa  die  EinMtonif 
•ehr  viel  Lehrreichoa  enthilt,  waa  in  anderen  Tafele  aieh.  nicht 
findet,  ond  dem  Herrn  Verfaaaer  oigenthflmlich  iat. 

Wir  empfehlen  daher  dieao  Tafeln  namentlich  auch  ooaeron 
deutschen  Schulen  recht  sehr  zur  Beachtung,  und  möchten  wohl 
wOnschen,  dass  Hr.  Mall  et- Bache  Ii  er  sich  entschlösse,  eine  be- 
sondere Ausi;abe  mit  deutscher  Finleitunp;  u.  s.  w.  7.\i  veranstalten, 
wozu  natürlich  er  nllein  in  commercieller  Hinsicht  berechtigt  ist. 
Empfange  der  Herr  Verfasser  noch  unseren  besonderen  Dank  fflr 
daa  treffliche  Bflcblein,  daa,  aeitdem  ea  uns  bekannt  geworden. 
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«AM  forCwifcrwtte  fi«gleiier  M  nMeran  «iieM»  Aih^it—  Mi 
Iii  ^tkhm  Weiss  wie  die  teclieeteUlgea  Mein  ven  Br«»lker, 
4ie  elebeeetelügep  7e«  SebrSo  ii.e.fr,  6. 

Uandhnch  der  a  I  e  b  ra  U  cheo  Analyst«  von  iSchlö- 
luilcb«  3.  Aufiftge,  Jeoa  lb02. 

Vee  diesem  mit  Recht  belieltteD  Lehrbeehe  liegt  die  dritte 
kffrslidi  erecbienene  Anlage  ver  ene,  ireldie  IQr  die  Bmdiber- 
keit  dee  Werkes  and  des  Streben  des  Verfassers»  die  neaestes 
Fortscbritte  der  Wissenscbaft  flfr  das  lernende  Publiknm  fmcbt* 
bar  so  macben»  das  günstigste  Zengniss  ablegt  Es  «rgrde  Über- 
üfissig  sein,  die  eigeotbObmlicbeo  Versflge  eines  Werkes  ass  civ 
ander  an  setsen«  vrelcbes  seit  tinger  als  einem  Decenninm  dasa 
gedient  bat,  den  Blatbematikbeflissenen  das  ElndrbgeD  in  das 
Relcb  der  Analysis  ta  erleichtern,  samal  auch  in  der  neuen  Aef« 
lege  die  Anordung  des  Stoffes  und  der  allgemeine  Gedanken* 
gang  ungeändert  geblieben  sind.  Dagegen  bat  die  Bearbeilong 
der  elnseluen  Capitel  wesentliciie  Umgestaltungen  erfahren,  ivelobe 
XQ  Gunsten  einer  grösseren  Pricislon  der  Oarstelluag  und  einer 
vermehrten  VnlistMndigkeit  unternommen  worden  sind.  Wir  beben 
namentlich  die  Untersuchungen  über  Grenznerthe  und  die  Mittel- 
werthe  der  T  urKitioncn,  so  wi»  die  Lehre  \  on  der  CntiverL'Pnz  der 
unendlichen  Heihen,  uiul  die  Bon'irksiclitiLiiinG;  einii^er  Eigenschaf- 
ten der  complexen  Varia liilitnt  der  Functionen  hervor,  welche 
letztere  in  der  Functionenlelire  täglich  an  Wichtigkeit  gewinnt. 
Als  Anhung  sind  die  Elemente  der  Theorie  der  höheren  Gleicbun> 
gen  nufgeiiommen,  tvobei  nur  zu  bedauern,  daiss  der  Verfasser, 
durch  den  zui^emessenen  Kaum  beschrankt,  von  den  interessanten 
aigebraischcn  Untersuchungen  über  die  allgemeinen  Eigenschalten 
der  ganzen  rationalen  Functionen  nur  wenige  FundameotalsStse 
bat  nitthsllen  kOnnen.  Wir  boffen,  dass  trotz  der  ErfcISraag  des 
Verfassers  in  der  Vorrede,  dass  der  sogenannten  algebraischen 
Analysis  keine  elgenClIcb  irissenscbaftlidbe  Bereebtigung  ng» 
Menden  werden  kBnne,  das  Torltegende  Lehrbacb  gerade  ^e« 
denen  am  eifrigsten  studlrt  werden  mDge,  welcbe  auf  Wissen 
sehafUicbkeit  Wertb  legen,  und  glauben  namentlicb  den  Stndiren- 
den  und  Lebrere  der  Matbematik  das  Werk  ans  dem  Gnmde 
empfeblen  zu  mfissen,  weil  allentbalben  diejenigen  strengen  Vor- 
stellungen zum  Grunde  gelc!j;t  sind,  welche  auch  bei  den  weiter- 
gebenden Untersuchungen  der  soi^enannten  Analysis  des  Dnend* 
lieben  als  fundamental  ansuseben  sind. 

Leipzig.  \V  ilb.  ^cb eibaer. 


Digitized  by  Google 


Uürmnuktr  ßerMi  CL 


7 


Le^ons  de  calcul  d  i  ff^re  n  t  iel  et  decalcul  integral, 
redigdes  d'apr^s  les  ntetbodes  et  les  ouvragea  pu. 
blies  ou  \n4ä\is  de  A.  L.  Cauchy.  Par  M.  l'Abbö  Möi- 
gno,  Tome  iV.  —  Premier  fascicnle.  Calcol  des  varia. 
tions,  redipre  en  c  o  I  I  ab  o  ration  avec  M.  Lindeiöf.  P^rifi. 
Mallef  Bacheiier.    ISüJ.  8^ 

litider  Ist  m  na  n^eh  nlclrt  nigKcb  gaweMn,  diesem  nach 
anaerer  Ueberzeagang,  so  weit  nacti  «ioer  mir  oberfl§cliIicheii 
AMMt  dieselbe  tntk  gewinnen  Ifisst,  wicfatigw  Wsrke,  welcbss 
20  onserem  Bedauern  eKt  in  diesem  iabre  in  unsere  Uiad«  ge- 
langt ist,  ein  so  eingebendes  und  vollständiges  Stnditim  zn  wid- 
men, wie  es  erforderlich  ist,  wenn  man  sich  für  berechtigt  halten 
will,  ein  bestimmtes  Urthcil  über  dasselbe  auszusprechen.  Aber 
zygern  diirten  wir  bei  einem  solchen  Werke  nicht,  weniß^stens 
OQ«ere  Leser  sobald  ali^  möglich  von  dessen  Existenz  in  Kennt- 
0188  SD  set7,en  und  auf  dasselbe  dringend  aufmerksam  zu  machen. 
EhM  assfölirlicbere  Anaeige  wird  draukicbst  bestimmt  folgen. 


Bteehanik. 

Deila  Legge  ond«  na  EllUeoida  etarogeneo  pro- 
paga  la  aaa  attraslone  da  panto  a  pnnto.  Memoria  det 
Prof.  Domentco  Chellnl  (Letta  oella  Seeelooe  del  Sl 
Felibraio  1861^  ed  eelratta  dal  Vot.  |.  Serie  II.  delle 
Memorie  dell*  Aecademia  delle  Scieose  dell*  Utlluto 
dl  Bologna).  Bologna.  Tipografia  Gambarlol  e  Par* 
■eggianL  1888.  4<». 

Bei  Gelegenheit  der  Anzeige  des  „Rendiconto.  Auno 
accademico.  1860—1861**  der  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Bologna  ist  von  dem  obigen  Memoire  de«  trefflicbeu  Herrn 
Verfassers  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXLVIII.  S.  16  eine  vorläufige 
.Nacbricbt  gegeben  worden;  M-Ir  freuen  un^,  von  der  uns  jetst 
selbst  vorliegenden  ausgezeichneten  ScbriU  nun  eine  ausfähtli- 
chere  Aaxeige  iielerti  zu  küuueu. 

Der  Herr  Verfasaer  bat  eine  neue  Auflösung  des  schon  viel- 
fach von  den  grossten  Geometern  bebaodelten  Problems  In  grOaa* 
Iflr  AHi^enieinheit  gegeben,  indem  er  aamaattteh  auch  ein  betero- 
gtnea  fiilipaoid  bekiacblel,  d.  b.  einen  von  einer  eUipaoldleehen 
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Flädie  eingeschlosseDen  KSq>er»  in  weldi«m  die  Oiehtigkeit  vm 
Scbidit  zu  Schicht  sich  nach  einem  gewisseo  Gesetze  verändert*), 
indem  er  übrigens  naturlich  überall  das  NewCan'ache  Attractions- 
Gesetz  zu  Grunde  legt.  Nachdem  er  der  eich  mehr  im  Bereiche 
epecieller  Fälle  haltenden  Auftöaangen  voo  Newton,  Maclae- 
rin,  d'Alembert  und  Lagraoge  Icura  gedacht,  spendet  er 
den  allgemeinen  Auflösungen  von  Legendre,  Laplace,  Poit«- 
80 n  das  gebfihrende  Lob  und  nennt  diese,  freilich  einen  grossen 
Apparat  des  Calculs  in  Anspruch  nehmenden  Losungen  „solu 
zioni  dirette**,  wogegen  er  die  Lösungen  von  Ivory,  Uauss, 
Rodrii^ueH,  rhasles,  welche  durch  besondere  Kunstgriffe  — 
(uro  un8  der  Kürze  u'P!»en  dieses,  wenn  auch  nicht  ganz  passen- 
den Worts  zu  bedienen)  -  die  Schwierigkeit  und  Länge  der  directeu 
Auflösungen  zu  vermeiden  gesucht  haben,  mit  dem  Namen  ,,so> 
luzioni  indirette"  belegt,  und  zwar,  indem  wir  zur  VermeiduDg 
jedes  Missverständiiisties  un»«  der  eigenen  Worte  des  Herrn  Ver- 
fassers bedienen,  den  Grund  für  diese  Benennung:  dadarch  au»* 
spricht,  dass  er  von  diesen  Lösungen  p.  5.  t«agt:  ,,lasciajio  nel 
foqdo  alcun  che  d'incompleto,  non  svelando  tutte  le  intiroe  e  se* 
grete,attioenze  delle  varie  parti  dei  problema/' 

Der  Herr  Verfasser  giebt  nun  in  dieser  AbhandloDg  eine 
neue  Auflösung  des  berühmten  Problems,  welche  den  von  ihn 
für  dieselbe  in  Anspruch  genommenen  Namen  einer  völlig  di* 
reeten  Auflusung  in  der  That  vollständig  verdient,  indem  er, 
von  den  ersten  und  einfachsten  Principieo  ausgehend,  auf  vil% 
directem,  natürlich  analytisehem,  Wege  an  eilen  Bestiininiingesi 
aof  die  es  hier  ankommt,  gelangt,  ohne  —  um  ae  an  sagen  — 
alle  besonderen  Kunstgriffe  (s.  vorher)  und  ohne  allen  weitläufi- 
gen Calcul,  80  wie  denn  Oberhaupt  die  ganze  hier  gegebene  Dar- 
stellunj^  durch  besondere  Einfachheit  der  Rechnung  sich  in  der  ror- 
theit  halt  Osten  Weise  auszeichnet.  In  der  ersten  ,,  Pre  üminari'* 
fiberschriebenen  Abtfictlun!^  werden  die  all^emeinüten  Ausdrücke 
für  das  Potential  und  die  Anziehung  eines  Massen -Systems 
{n  ßezug  auf  einen  gegebenen  Punkt,  zuerst  in  ßezug  auf  re<^t* 
winklige,  dann  aber  vorzfitrüch  für  pidaro  Coordinaten,  von  welchen 
letzteren  überhaupt  in  dieser  AUliandUuig  der  vielfachste  und  vor- 
theilbafteste  Gebrauch  gemacht  wird,  entwickelt,  wobei  oatiirlicb 
auch  die  Besprechung  der  Niveau-Flächen  sich  von  selbst  darbie- 
tet. Die  ganze  Untersuchung;  ist  dann  zunächst  in  zwei  Kapitel 
getheilt,  nämlich:    Capo  i.    Geueralitä  risguardauti  1  at- 


*)  M.  c.  U.A.  auch  ciue  fn'iliei«  Schrift  ves  Schluniileh:  Dm 
AlltaetUasoaUnl.  £iae  Monographie.  Halle  8^. 
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trasione  di  ud  EllUsoide.  Art  Formole  differdsiiali  re- 
btif«  all'  attrasione  ed  al  ^loteDsialt  dl  noo  ttralo  elliilieo*  Art.  3^ 
iadlcaaioiie  dal  Mtodo  piü  diretfo  per  detemlRara  la  legga  ondo 
OB  filUaaaid»  alanigaaeoiirfmdia  al  di  fiMri  la  aaa  foraa  attiattlva. 
—  €«9«  II*  Applieasiooed«!  meladif  ad  nn  Elliaaoida 
atarafeaeo.  Art  1*.  Aaai  principaü  de*  ceai  {K),  e  aaperfieia 
dl  UreUo  adi'  attraaaoae  eatena  deUa  atrato  elllttico  ArtS^ 
Fanaale  geaerali  rappraaeofaiiti  la  legge  oade  an  EUlaaeide  ete- 
rpgeaeo  propaga  la  aaa  attrasione  da  piiiito  a  panto.  ^  Dleaan 
bddea,  Tonugawebe  die  eigeoe  LOanng  dea  flerra  Verfaaaete 
«aHuHeadeii  Kapitela  ist  noii  aber  aecli  belgefUgt:  Cbp«  III« 
Salasioni  ladirettedel  problema  relatWo  all*  attrasione 
dl  DD  Elllaaolde.  Art.  K  Solazione  indiretta  d'  Ivory.  \xtV, 
Sohisiooe  Indiretta  del  8ig.  Chasics.  Art  3®.  Solozloße  indiretta, 
desonta  da  quelle  di  Gaus«  e  di  O.  Rodrlgnes.  —  In  diesem  drit* 
ten  Kapitel  entwickelt  also  der  Herr  Verfasser  die  tod  den  ge- 
awinten  Geometern  gefundenen  beaondcrea  Sätze  und  Formeln 
in  eigenthfiralicher,  denselben  manche  neue  Seite  abgewinnender 
Weise,  wodurch  er  sich  noch  das  besondere  Verdienst  erwirbt, 
dass  man  in  dieser  Schrift  zugleich  in  consequenter ,  fSr  und 
«Jurch  sich  selbst  verstfindlicher  Darstellunt^  das  Wichtigste  bei- 
sanirnen  findet,  was  in  Bezug  auf  das  in  ßede  atoheode  berfibmte 
Problem  geleistet  worden  ist. 

Wir  machen  hiernach  alle  Mathematiker  auf  dieae  neue  Schrift 
des  Herrn  Professor  Chelini  dringend  aufmerksam,  und  \?aa- 
«eben  aehr,  dass  dieselbe  durch  einen  völlig  sachkundigen  Ueber- 
Setzer  auf  deutschen  Hoden  verpflanzt  ^^  erden  möge,  ein  Wunsch, 
den  wir  auch  schon  in  Bezug  aut  andere  Schriften  desselben 
i^eehrten  Herrn  Verlassers  uns  in  diesen  Htcrartschcn  lierichten 
auszusprecheu  erlaubt  haben.  Vielleicht  gelingt  es  dem  Her- 
ansgeber,  einen  seiner  nusn;ezeichrictsten  Schüler,  Herrn  Curtze, 
fJer  zu  seiner  eigenen  Beleliruriii;  niid  seinem  eigenen  Veri»nügen 
schon  die  trefflichen  Eieroenti  di  Calcolo  infinitesimale 
di  Barnaba  Tortolini.  Tom.  I.  Calcolo  differenziale. 
Roma.  Ih44.  in  sehr  anerkenneuswerther  Weise  übersetzt  hat, 
zu  einer  solchen  Arbeit  zu  veranlassen;  aber  freilich  hält  es  in 
Deutschland  jetzt  «chuerer  als  jemals,  f  ii  r  solche  Werke  Ver- 
leger zu  finden,  da  bei  un.s  die  {lopularc  und  der  gewühnlichen 
Praxis  dienende  inafhematiselie  und  physikalische  Literatur,  in 
Verbindung  mit  einer  wahren  Fluth  der  gewuhnlich.sten  Elemen- 
tar-Bücher,  Alles  von  höherer  wissenschaftlicher  Bedeutung  za 
verschlingen  droht,  natürlich  mit  einigen  —  leider  möchten  wir 
fast  wen  ig  eu  sagen  —  Tfllmlfchen  Anenabmen. 
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Krystallograpfiie. 

8«l1e  f»rm«  crygUlline  dl  «Icitiil  Sali  der  Watt  dalf 
Amnoalaca  per  Qaintlno  Selia,  Menbra  dalla  Raala 
Aeaadamfa  dalle  Salansa^   T4»rino.   Stamparfa  Reala. 

im.  A\ 

Herr  Qiiinthio  Sella  in  Turin  hat  sich  bckaiiDtlich  schon 
durch  mehrere,  .njch  in  den  Literarischen  iiericbteti  unseres  Ar- 
chivs früher  angezeigte  Untersuchuugea  auf  dem  Celiiete  «ier 
theoretiüclien  und  praktischen  Krystallographie,  \^  ie  durch  seine 
schöne,  80  viel  uir  wiRsen,  auch  in's  Deutsche  übertrageoe  Dar- 
steilung'der  verschiedenen  Methoden  der  zeichnenden  oder  darstel- 
lenden (jeometrie,  seine  auch  im  Literar.  Ber.  ans^ezei^te  Teoricae 
Pratica  del  Res^olo  caiculatore  u.  s.  >v.,  sehr  verdient  gemacht.  Die 
vorliegende,  70  leiten  starke  Schrift  mit  4  grossen  Fi^urentafeln, 
gehört  ganz  dem  Gebiete  der  praktischen  Kry^taliographie  an^  und 
enthält  eine  Menge  genauer  und  höchst  sorjtx^ltiger  Messungen  und 
krystallographischer  Uestimmauiicij  der  aul  den»  Titel  genannteo 
Korper.  \Vir  können,  wie  au»j  dieser  Natur  der  Schrift  von  selbst 
hervorgeht,  ihrem  Inhalte  hier  leider  nicht  weiter  folgesj  soadeni 
müssen  uns  begnügen,  Alle,  die  sich  für  aolcbe  Uoteraacbangea 
iataraiairaa^  xa  besonderer  Beachtung  dereelbea  aofznfordern, 
welche  dleaelbe  mit  dem  grussten  Recbta  für  aieh  in  Anaprnch 
nebmen  kann.  Naeb  alaar  Eioleituog  beatebt  dieaclbe  aaa  swei 
Theileiw  nSmlicb:  FAvte  Pjrlnui.  Deacrislone  della  forme 
crlatalline  di  ciascun  Sale  (ib  23  Kapiteta).  —  Parle  8e* 
c^mte«  Paragoae  tra  la  forme  criatalliae  del  Sali  de- 
Bcritti.  —  Sopra  alcone  Diamlae  e  Diamidi 

manociine.  Iliiadvia  9«  Jodnri  romboedricL 
Sopra  alcnnl  Seil  Aloidi  trimetriei.  ^oaAi^  4.  Riaa* 
aanto  deÜe  forme  del  Sali  deacrittl  in  ^aaafa memoria. 
Nocb  genauer  aof  dea  Inhalt  einaageheo  geatattan  der  Raam 
und  der  Zwaclc  dieser  Itterariacben  Berlcbta  leider  aiebt 


Vermischte  Schriften. 

S  i  tzu  n  l>e  r  i  c  Ij  te  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  (V  gl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIX. 
S.7.) 

Baad  XLIV.  Heft  III.  Octaber  1861.  Sebmidt:  Neaem 
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Beobachtungen  von  Stemschnoppen- Schweifen.  S.  227.  —  Hai- 
diuger:    Bemerkungen  über  vorhergehende  Abhandlung.    S.  229. 
»Jelinek:  Theorie  der  Pendelabweichung.  S.  241.   (Der  Her- 
ausgeber des  Archivs  hat  bekanntlich  in  zwei  Abhandlungen 
Arehiv  TbeilXXm  Nr.XXT.  8.224.  md  Arehiv  Tkell 
XXVIII.  Nr.  II,  S.223.  eine  ihm  elgenthSmliche  neae  Theetie 
des  Foucaalfschen  Pendelversncha  geliefert,  in  beiden  Abhandhia- 
gea  im  WeaenMichen  ganz  auf  dieeeibe  Weise,  aber  mit  dem 
Unterschiede»  dass  die  erste  Abhandlung  die  Erde  als  eine  Ko- 
gel, die  zweite  dieselbe  als  ein  Ellipsoid  ▼oranssetzt*  was  freilich 
im  vorliegenden  Falle  streng  genommen  anf  daaselbe  hinauskommt» 
and  bei  der  zueilen  Voraussetzung  nur  die  Einführnng  de?  he-^ 
kannten  Alodification  des  Begriffs  der  Breite  erfordert.   Die  Un- 
tersuchung ist  in  beiden  F&llen  mit  aller  dem  Herausgeber  mög- 
lichen Eleganz  mit  Hülfe  der  Formeln  der  analytischen  Geometrie 
im  Räume. geführt,  und  überall  ist  auf  ganz  strenge  Grfinzen- 
bestimmongen  zurück i^e -ja nijen  uorfleu.    Der  Herausgeber  dankt 
dem  Herrn  Professor  Jelinek  recht  sehr  für  das  «iitc  über  seioe 
Arbeit  <^efalltc  Urdioil;  die  Nachsicht,  mit  welcher  er  dieselbe 
a«rgenonimcn,  und  die  ihr  von  ihm  gewidtnete  Aufmerksamkeit. 
Zu  noch  grosserem   Danke  aber  ist  der  Herausgeber  demseU>eii 
auch  im  ISanieß  der  Wissenschaft  verpflichtet,  dass  er  diese  Theo- 
rie von  Neuem  auf  eigenthumlichc  Weise  l>lois»s  mittelst  der  sphä- 
rischen Trigonoiueti  ie  entwickelt  hai,  und  dadurch  allerdings  auf 
iioth  etwas  kürzerem  Wege»  —  was  der  Heraufgeber  gern  aner- 
kennt — •  aber  freilieh  durch  mancherlei  geometrische,  an  eine  Fi- 
gur nothwendig  sich  anschliessende  Betrachtungen,  genau  zu  den- 
selben Resultaten  wie     selbst  gelangt  ist,  namentlich  genau  s« 
demselben  Ansdriwke  eines  Elements  der  Pendelabweichung,  was 
Hetr  Jelinek  im  »weiten  Theile  seiner  Abhandlung  aof  interos- 
sante  Weise  besonders  nachweist  Der  Herausgeher  freu't  sich 
sehr,  die  von  ihm  entwickelte  Theorie»  auf  weiche  er  einen  ge- 
wissen Werth  zu  Isgen  kehMa  Asstand  nism^  von  dnem  so  ge- 
scbtektsn  Mathematiker  durch  eine  schSne  eigenthflmÜche  Unter- 
suchung vollkommen  bestitigt  zu  sehen,  und  erlaubt  sich  allaoi» 
die  sich  fOr  die  vrdlig  strenge  Theorie  des  berühmten  Versacbs, 
dessen  sonstige  Theorien,  wie  Herr  Proiessor      linek  inebrlach 
ganz  richtig  bemerkt  und  hervorhebt,  an  sehr  grossen  Mingeln, 
Dunkelheiten  und  Ungenauigkeiten  laboriren,  Intereseiren  und  in 
solche  strenge  mathematische  Untersuchungen  wirklich  einzuge- 
ben  verstehen   und  den   aufrichltcren  Willen  haben,   diese  uns 
beiden  gemeinscb  a  I  U  ic  be  Theorie  zur  Beachtung  und  wei- 
teren AnwendnwjEj  zu  empfelilen).  —  K  n  oc  h  en  h  au  er :  Ueber  den 
Gebrauch  des  LuUthermometers.  Zweite  Abtbeilung.   S.2&9.  — 
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Stttdaicka:  Ceber  ill«  UMtimto  UAi-  and  WlnMstnk 
Ion  voo  ffMM  fiiecblMrkait   8.289.  ^'2«iiger:  MllcN«h»- 
piache  HM«iuig«ii  der  KrystallgtKteltoB  einiger  Mettlle.  8.S07. 

Band  XLIV.  Heft  IV.  November.  1861.  Winkfer: 
Nacbvveisung  einiger  Eii^enschaften  einer  ausgedehnten  Klasse 
transcendenter  Functionen.  8.477. —  Rochleder:  Mittbeilungeo 
aus  dem  Laboratorium  zu  Prag.  S. 493.  —  Scbonfeld:  Beob- 
acbtuDgen  von  Teränderlicben  Sternen.  (Fortsetzung  aus  dem  XLII. 
Bande).  S.603.  —  v.  Waltenbo  fen:  Notis  fiber  J obaou  K.ra- 
vogTs  Quecksilber  -  Luftpumpe,   ä.  (iOJ. 

SItsaogebericbta  der  kOnigl.  bObmiecbeo  Gesell- 
eebaft  der  WleeeoechafteD  in  Prag.  Jahrgang  1861* 
Jvli— Deeember.  (VergL  Literar.  Ber.  Nr.  CXLV.  S.  18). 

S.  23.  Herr  Professor  Jos.  Ritter  von  Hasn  er  hielt  einen 
Vortrac»:  Zur  Geschichte  der  Kunstaugeu,  und  legte 
sein  automatisches  Aut^e  vor.  (Üer  Vortrag  ist  in  einem 
ziemlich  ausführlichen  Aufsatze  mitijetlietheilt  und  das  neue  au- 
tomatische Auge  durch  eine  Zeichnung  erläutert  worden;  wir  hal- 
ten diesen  Aufsatz  för  in  vieler  Bcziehuni»  sehr  interessant,  und 
machen,  so  wie  auf  den  Aufsatz,  auch  auf  das  automatische  Auge, 
welches  von  Herrn  Mecbauikus  Spitra  in  Prag  verfertigt  ^viriJ, 
aulnierksam).  —  S.  28.  Herr  Pierre  liefert  Mittbei  1  un  gen 
0ber  das  sogenannte  nnalebtbare  Liebt,  namentlich  6ber 
einige  Weidele'scbe  Verancbe  (Meaer  in  Königsberg  bezog  die 
bekannte  merkwArdige^  Ereebelnnng  avf  die  Wirkung  ven  Liebt- 
etrablen,  welebe»  vneerem  Ange  nicht  irahmehmliar,  eelbat  in 
'  Dankein  ihren  Einflnae  fineaem ,  und  nannte  diene  Eraebelaung 
deebalb,  freilich  nicht  aebr  epracbrichtig,  das  unaicbtbare  Liebt 
Herr  Weidele  in  Wien  bat  durch  aebr  aorgilUtige  Unterauelmn- 
gen  bewieaen»  daaa  diene  Ereebeinung  mit  der  Lichtwlrkung  gar 
aiehta  su  thun  bat,  aondern  aich  auf  FlScbenwirkungen  und  die 
Anziehungskräfte  der  feinsten  MolecQle  zurGckfllbren  lÜwt.)  — 
S.29.  Herr  ICarltnski:  Ueber  die  Verbesserung  der 
Babnelemente  des  Planeten  (46)  Heatia.  (Ziemlich  aaa- 
fBbrlicber  Anfaats  mit  Mittbeilang  ven  Formeln  und  aorgflUtige» 
Rechnungen). 

Monatsbericht  der  König!.  Preassischen  Akademie 
der  Wissenschaften  in  Berlin.  S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIX. 
S.  11. 
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September,  October  1861.  Ch ricttoffel:  Ueber  die 
Dispersion  des  Lichts,  mitgetiieilt  von  Herrn  W  ei  erst  rasa. 
S.  y(Kj— 921.  —  Encke:  Üeber  den  Pons'sciiei»  Kometen.  S.  926 
—  928.  —  Kronecker:  Ueber  die  Theorie  der  algebraischen 
FuDctioDeo.  S.933.  (Biosee  Blittbeilong,  dass  eine  Abbaodluog 
<iber  den  genannten  Gegenstand  gelesen).  —  Weierstranns 
Ueber  die  geodStischen  Linien  anf  dem  dreiaebsigea  Etlipseid«. 
S.  960  — S. 997.  (Wir  machen  auf  diesen,  den  ersten  Tbeil  einer 
grosseren  Arbeit  fiber  die  geodStischen  Linien  bildenden  Anfsatt»  , 
worin  Herr  W.  von  der  Eigenschaft  der  geoditiscben  Linie  ans* 
geht,  dass  dieselbe  als  der  Weg  betrachtet  werden  kann,  den 
ein  Punkt  durchlfiuH»  welcher  geswnngen  ist,  auf  der  FlSche  sn 
bleiben,  aber  von  keiner  beschleunigenden  Kraft  getrieben  wird, 
aufmerksam  und  hoffen  auf  diese  Arbeit  später  im  Archiv  sellmt 
surflcinukoninien). —  Christoffel:  Nachtrag  zu  der  am  14.  Octo- 
ber vorgetragenen  Abbandlang  fiber  die  Dispersion  des  Lichts, 
nilgetbeilt  fon  Herrn  Weierntraas.  & 997^^999. 

Norember  186L  SchOneroann:  üeber  den  Druck  im 
flieaaenden  Wasser,  vorgelegt  von  Herrn  Weleratrasa*  S.  1010. 
(Biosne  Blittheilung,  dass  die  Abhandlung  vorgelegt  worden). 
DoT«:  Ueber  eine  graphische  Metbode,  das  Verhiltnlss  den  Pesten 
und  FIflaalgen  aoC  der  Erde  daraaatellen.  8. 1043.  (Bloaae  Mlt- 
tbellnng^  dass  ein  betreffender  Vortrag  gehalten).  ^  R  Balls  ort 
Zsr  ISeeehicbte  den  Euler*schen  Satzes  von  den  Polyedern  und 
der  r^guliren  Sternpolyeder.  (Sich  anschliessend  an  eii|e  Mll» 
theilung,  die  Herr  Proubet  am  23.  April  1860  der  Pariser  Aka- 
demie gemacht  hat,  weiset  Herr  Baltser  in  diesem  interessanten 
Aufsätze  nach,  dass  bereits  Descartes  das  Ober  hundert  Jahre 
spSter  1752  entdeckte  Grundgesetz  der  Theorie  der  Polyrder  voll* 
stfindig  gekannt  hat,  und  schiiesst  seine  lehrreiebe  MittheÜaiig 
mit  den  Worten: 

„Demnach  ist  es  nicht  swetfelhaft,  daaa  an  den  glSnsenden 
Lelatungeo,  welche  Ueacartee*  Namen  verherrlichen,  auch  die  ' 
Entdeckung  den  Gmndgesettes  der  Polyedronetrie  gebOit,  und 
. «  dann  Eni  er  hinfort  geneinachaftlich  mit  dem  grossen  VorgXnger 
der  neueren  Analysts  den  Ruhm  jener  Entdeckung  haben  wird.** 

Ausserdem  nimmt  Herr  Baltzer  rücksichtlich  t^er  Erfin* 
dünn;  der  regulären  Sternpolyeder  Keppler  gegen  Herrn  Ber- 
tran<l  in  Paris  in  Schutz,  welcher  behauptet  hatte,  dass  Kepp- 
ler bei  der  Erüuduug  solcher  Polyeder  genannt  zo  werden  kein 
Kecht  habe. 

Wir  würden  gern  Herrn  Baltser's  Aufsats  hier  vollstfindig 
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■uttlMll«!,  gfaohea  «btr  4kn  niebt  okio  ErirabniM  d«f  KMgl. 
Almdemto  d«r  Winotcbaftw  thvii  ra  dOrfen»  mfUmtm  mtm 
dbher  TorMudteo»  apiltr  auf  demdbao  «nriickittkiiaiiMft). 

Decenibcr  1801.  Kummer:  Ueber  die  Klasseiizahl  der  auj« 
«len  EinheiUv\  urzelii  gebildeten  complexen  Zahlen.  1051 — 
1(^3.  (Bezugnehmend  auf  die  Arbeiten  der  Herren  Reuschle 
in  Stuttgart  und  Fuchs  in  Berlin.  Eine  ausführlichere  Mitthei- 
lung wird  in  Aussicht  j»estellt).  —  Dove:  Ueber  die  bei  binocu- 
larer  Betrachtung  durcb  Rutation  entsteheiuier  Lichtliiilen  durch 
ver;»cbiedenartige  Gläser  hervortretenden  Farben.  8. 1054 — S. 
—  Magno«:  Ueber  deo  Durchgang  der  WSriuestrahleii  daicb 
feucbte  Luft  ood  Aber  die  hygroskopischen  Eigeoecbrnfteo  des 
Steinealxee.  S.  1128-8. 1132.  —  ScbOneoianii:  Ueberden  Dntek 
im  flietsenden  Waseer  S.  1136  — S.  1140.  (S.  vorber  November). 

Januar  1862.  Dove:  Ueber  anomef rische  Bcstatii^ung  des 
Drehungsgesetzes  aui  Bermuda  in  Australien.  S.  5  —  ü.  ö.  — 
Kronecker:  l'eber  die  Discriniinante  algebraischer  l'unttionen 
einer  Variabclii.  «S.S.  —  Borcliardt:  Uel)cr  vollkonimtiie  Zah- 
len. S. 8.  —  (Zwei  blosse  Mittheilungen,  dass  Jtetreffcnde  Ab- 
bandlungen gelesen  worden). 

Februar  1802.  Encke:  BeraebnoDgea  der  hiesigen  (Berti- 
Oer)  Beobaebtungen  des  Cometen  von  Pnns  bei  seiner  Wieder* 
mcheinung.  S. 91 — 8.97.  —  Dove:  Ueber  das  Hurbarraachen 
Ton  Bei(unen  durch  Interferenz.  S.  97  —  S.  100.  —  Kiepert:  Dar- 
stellnns^  des  Landäquators  und  Seenquators,  vorgelegt  von  Herrn 
Dove.  iS.  100.  —  Dove:  Ueber  die  Witterungsverhältniss«  des 
Jahres  1861  und  die  damit  znsnninienhiingenden  iin gewöhnlichen 
üeberschwcmnHini;e[)  lai  Winter  IB**/^^*  W  c  i  erstrasü: 

Bemerkungen  über  die  Integration  der  hyperetliptischen  Differen- 
tial-Gleichungen. S.  127  —  S.  rJ3.  —  Dove:  Ueber  die  diesjähri- 
gen Ueberschwemmungen  und  ibre  Gründe.  S.  142.  (Blosse  Mit- 
theilung, dass  ein  betreffender  Vortrag  gehalten).  —  Paalzow; 
I.  Ueber  die  Richtung  und  Art  der  Entladung  der  Leydner  Bat- 
terie. II.  Ueber  die  Magnetisirung  der  Stahlnadcio  durch  deo 
Strom  einer  Leydner  Batterie;  mitgetheilt  von  Herrn  Magnna. 
S.  152— S.  186. 

MSrz  1862.  Rüdorff:  Ueber  das  Gefrieren  von  Saly.losun- 
gen,  mitgetheilt  von  Herrn  Magnus.  S.  103  —  165.  —  Dove: 
Ueber  die  nicht  periodischen  Veränderungen  der  Temperatur, 
dargestellt  durch  fönftägige  Mittel  (zweite  Abhandlung)  und  dar- 
gestellt durch  monatliche  Mittel  (siebente  Abhandlung).  170. 
(Ohne  Auszug).  —  In  der  in  der  Öffentlichen  Sitzung  vom  27.  März 
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gehaltenen  Rede  (S.172  —  S.  182)  macht  Herr  Encke  u,  A.  in« 
terressante  Mltthetlungcn  über  die  berühmte  Eutdeckung  von 
Buüäeü  uud  Kirchhof f  mit  Rucksicht  auf  ihr  VechältnUe  zar 
Astronomie. 

Bolletins  de  rAcad^mie  Royale  de«  sciences«  des 
lettres  et  des  heaux  arts  de  Beigiqae.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Kr.  CX2ULVI.  11). 

Die  groese  Anzalil  aaivae^eiider  BcbrUtes  Int  m  nelneni 
grtoteo  Bedauern  eiae  iSageve  Uattrlirechuiig  In  der  Anzeige  die- 
•er  fHobtigeo^pBttlletioa*'  berbeigemiirt .  Dan  Veraäamte  aell 
oon  aber  eliiie  Unterbreehung  eebneli  nacbgebolt  werden.  G. 

27"»  Ann^e,  2"'<'  Sor.  T.  IV.  1858.  Exposö  d'un  principe 
conceriiaiit  l'intersectioii  des  surfaces  avec  appiication  ä  la  re- 
cherchc  des  proprietds  des  surfaces  du  second  ordre;  par  IM. 
Meier.  Rapport  de  M.  Tiiumermaos.  p.6.  —  Perturbatioo^ 
magD^tiqoea.  Atirere  bordafe.  Violent  fremblement  de  terre  en 
Itane;  eonimanicatione  de  M.  A.  Quetelet  p.7.  —  Sur  Fdtat 
mdtderologiqae  de  la  ville  de  Gaad,  pendaat  rana^  1857;  par 
II,  F«  Duprez.  p.  11.  —  Memoire  aur  la  claasification  dea  lignes 
do  3*^  degrd;  par  M.  Dagoreau.  Rapp,ort  de  M«  Braaaen?. 
p.80L  —  Reebercbea  aar  lea  propridtda  gdomdtriqoes  de  moore^ 
mena  plana;  par  M.  Gilbert  Rapport  de  M«  Lamarle.  p«8SL 
—  ficlipae  de  lone  du  27  F<$vri^r  IS58,  et  occultatlona  d'dfoilee 
par  la  lune,  observös  an  1857.  p.2«t7.  —  Note  aar  nn  tbdordma 
.  relatif  ä  la  tbdorie  des  roulettes;  par  M.  Lamarle.  p.  239. 
(Sehr  beachtenswerth).  —  Eclipse  de  soleil  du  16  inars  1858; 
notice  par  M.  A.  Quetelet.  p.  282.  —  Memoire  snr  le  calea- 
drier  arabe  avant  l'islamisnie,  par  M  ah  m  on  d  Effendi ,  astronome 
^gyptien.  Rapport  du  cnpitaine  Liai^re.  p.371.  «— M^ndtiaMa 
tarreatra  (M.  Eroest  Quetelet).   p. 37^ 

27^  Annd»  2"«  Ser.  T.  V.  1858.  Sur  an  appardi  ä  ieHer 
aobatitad  an  microm^tre  des  Instruments  de  prdelaion;  par  M. 
A.  Boblln.  Rapport  da  capitaine  Liagre.  p.3.  —  Theorie 
gdondtrique  des  rayons  et  cenfres  de  courbnre.  Application  aa 
lioiaf  on  de  Paacal.  Rectification.  Rayons  et  centrea  de  courbure; 
par  M.  Lamarle.  p.  5  (in  geometrischer  Röcksicht  sehr  beacb* 
fenawerth).  —  Note  snr  nn  principe  remarquable  en  g^onietrie; 
par  M.  Frnest  Qnetelet.  p.  15.  (Bezieht  sich  auf  die  Curven 
der  dritten  Ordnung:  im  Einlange  gagt  der  Herr  Verrnsser:  ,,11 
y  a  quchjue  temps,  m'occupant  de  la  determinatlon  des  caurbes 
par  un  certain  nombres  de  leurs  pointsj  mon  attentiou  fnt  atkird 
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äur  ce  fait  assez  carienx:  one  caurbe  de  troist^me  ordre  est 
compl^temetU  d^terminde,  quand  on  connait  neiif  de  ges  points,  et 
cependant  deux  courbes  de  troisieme  ordre  se  coupent  en  neuf 
points.  Er  weiset  auch  auf  eine  Abhandlung  Euler  s  in  den  M^- 
moires  de  Berlin  1748  über  eine  contradiction  appareiite 
dana  la  doctrine  de»  lignes  courbes  bin,  und  »cbliesst  daraa 
lehrreiche  Bemerkungen,  die  wir  einer  weitereo  Ausführung  fiir 
sehr  Werth  halten«  onii  uosere  Leser  deshalb  auf  den  straff  kwMii» 
aher  lehrrelehea  iiad  toterematen  Aofsats  aufneiicaani  madieB.)  — 
Sur  la  eonetance  dana  le  nomhre  dee  mariagee  et  aor  la  atatiatiqaa 
morala  an  gtfndral;  par  M.  Ad.  Qnetelet  p.09.  —  Sor  la  diffd* 
fanca  dea  loogitodea  antra  Berlin  et  Braxalles,  ddtennlDde  par  la 
tdlegraphia  diaetriqaa  (Eartralt  d'nn  artida  da  M.  Eoeka).  p.  IJtL 

—  Snr  le  mago^tlama  da  globe;  par  M.  Hanatean.  p.  ISOl  — 
Sor  l'aeenltatian  dea  Pltfiadaa  par  la  lune.  Eztrait  d'ona  lettre 
adraaade  i  M.  Bache  par  Ad*  Qnetelet  p.263.  —  tiloilaa 
filantea  de  la  Periode  du  moia  d*ao^t  1868^  obatrvdaa  par  le  DI* 
rectenr  et  lea  AI  dea  de  robservatalre  royal  k  Braxellea.  pu  26IL 

—  Ezperience  d'optiqna  permettant  d'obtenir  d'une  s  e  u  1  e  epreu^e 
photographlque  la  Sensation  d*un  corpa  an  relief;  par  M.A*Bob* 
lin.  p.304.  —  Sur  Tinteositö  dn  magnetisma  terreatret  et  part'n 
culierement  k  Bruxelies;  lettre  de  M.  Hansteea  k  M*  Ad* 
Quetelet.  p.336.  —  Tbdorie  geometrique  dea  eeotrea  at  axea 
inaUmtan^s  de  rotation;  par  M.  Laniarle.  p. 340L  (Besondere 
wegen  der  Einfachheit  der  Betrachtung  beachtenswerth).  —  Sur 
la  eonatitation  physiqua  do  aoleii;  par  M.  Charles  NoAl.  p.  506. 

(FoftMtsaeg  fnlgt  säcbvtoiM.) 


Aafferderung  an  die  deotochen  Matbenatilier  mid 

Physiker. 

Alla^  Blatheniatiker  und*  Physiker  machen  wb  anf  die  dies* 

jährige  in  Karl.*^l)nd  Statt  findende  37$te  Versammluns:  deut- 
scher Naturforscher  und  Aerzte,  bei  welcher,  wie  wir  zu  unserer 
Freude  hüren,  gleichzeitig  auch  eine  grossere  Auzuhl  namentlich 
jüngerer  Aatronaman  maaromenkömmen  werden,  recht  aelirnnf^ 
merkssm,  und  waaschen  recht  zahlreiche  Bethailliinag^  da  geirlna 
Alles  aufgeboten  Vierden  «vird,  um  die  Versammlung  so  anget>ehm 
und  lehrreich  als  müc;nch  zu  machen,  und  der  herrliche  Ort  der 
Versammlung  gewiss  einladend  genug  ist.  Grüne rt. 

1.  Mai  1862. 
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Anzeige  einer  Büste  von  Kopemiku^. 

IcherbmlM  mir GipsabgoMe  eloer  Bflsto  von  Nikolaus  Ko- 
pernlkn«,  die  ich  Im  Aaftrage  der  Üolveraiiät  sa  Etakui  f&r 
das  dortige  Mnseain  enflgelllhrt  babe,  autn  Verlraafe  aonbietoe. 

Dem  Kopfe  Ist  das  Portrnt  von  M.  Baseti  zu  (^nindc  gelf»gt. 
Den  Sockel  fjililen  zwei  Bücher  mit  den  Aufschriltoii :  Regio- 
montanus  und  i^urbach.  Die  eigentliche  Consolc  zeigt  vorn 
die  Originalzeichnung  des  Wcltsystemes  von  Köpern ikus,  die 
abgestum|)ften  Ecken  sind  mit  dem  Astrolabium  und  der  Armil- 
larspbSre  verziert,  die  linke  Seitenfläche  hat  die  Namen:  Philo- 
laus,  Nicetas,  Aristarchus,  die  rechte  die  Namen:  Rheti- 
CU8,  Galilei  y  Kepler  oln^egrahen.  Dnn  Ganse  wird  von  einer 
Eule  getragen,  die  das  Jagelloniscbe  Wappen  in  ihren  Klauen 
hält.   Die  Raclcwand  aoll  sieb  ao  einer  Mauer  befinden. 

Ein  Exemplar  der  etwas  mehr  als  lebensgrosseo ,  dem  Origi- 
nale völlig  gleichen  Rüste  liefere  ich  zu  50  Gulden  österreichi- 
scher Wähnint»  in  Banknoter»:  ein  Exemplar  der  kleineren  Nach- 
bildung, saniiut  Tra<rsteiii  lÜ  Zoll  hoch,  2U  6  fl.,  Verpackung,'  und 
Spedition  werden  besonders»  verrechnet.  —  Geehrte  Aufträco 
erbitte  ich  mir  unter  meiner  Adresse  Ms  letzten  Juli  d.  J.  nach 
Wien  (Akademie  der  bildenden  Künstei  vom  1.  August  an  nach 
Krskaa.  / 

Wien»  den  28.  Joni  1862. 

Frans  M.  Wyspiai^ski« 
Bildhauer.  ^ 

Tiii.uxvni.Hft.a.  8 


Digitized  by  Google 


2 


UtertaliCker  BerUkt  CU, 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Herr  Bildbaoer  WyspiaAaki  in  Wien  bat  mir  eine  PiMte* 
grapbie  der  im  Voretehenilca  angeseigteo  BOate  tob  Koperei- 
kaa  eiDgeaandtt  und  ieh  muaa  aagen»  daaa  ich  dareb  dia  Scbua* 
beit  dereelbeo,  nameatlieb  durch  den  Ansdruck  dea  Edelmotba 
and  dea  Tiefsinna,  welchen  der  talentvolie  junge  Kflnatler  dem 
acbOnen  Geeicht  dea  oneterblichen  Mannes  zu  gehen  Terataaden 
bat»  sehr  erfreut  worden  bin,  so  dass  ich  för  mich  selbst  unge- 
sSuiut  ein  kleineres  Exemplar  dieses  Kunstwerken  bestellt  hab«^ 
da  das  grtesere  für  die  bescheidenen  RSnme  meiner  Wohnung 
nicht  passend  ist.  Es  macht  mir  ganz  besondere  Freude«  aUe 
Mathematiker  und  Astronomen  auf  diese  Büste  aufmerksam  mache« 
an  können,  und  empfehle  ihnen  dieselbe  recht  sehr  zur  Anachaffung. 

Greifawald»  den  3.  Jnli  186i. 

G  r  u  II  e  r  t 


Geometrie. 

Analytische  Geometrie  de»  Raumes,  enthaltend  die 
allgemeine  Theorie  der  krummen  Flächen,  der  ge>%  un- 
dencn  Kurven  und  der  l.inien  auf  den  Flächen;  die 
E  i  geu  8ch  uf  t  e  n  der  ( h  o  m  o  t  O  k  a  I  e  n)  Flächen  zweiten 
Grades  und  der  Linien  anl  denselben.  Von  I)  r.  Otto 
Biiklen.  Mit  Figuren  in  Uolzscb  ui  tteu.  Stuttgart. 
Uecher»  Verlag.    1861.  8. 

Vorlesungen  über  analytische  Genmetrie  dea  Raa. 
mes,  insbesondere  aber  Oberflächen  aweiter  Ordnung» 
von  Dr.  Otto  Hesse,  ordentl.  Professor  an  der  Unirer- 
altit  zu  Heidelberg.  Leipzig.  B.  G.  Teubner.  & 

Dleae  Im  ▼engen  Jabfe  eracbleaeaett  Seliriflea  batrefm  belle 
die  Analyllaehe  Geemetrie  dea  Ranmea,  nnleracbelden  aieb  aber 
aowoM  in  Beang  auf  den  labalt,  ala  noch  in  Beang  aaf  die  Fenn 
eder  die  Hetbede  der  Bebaodhing,  mehrfaeb  weaentlieb  tu«  «i» 
ander.  Beide  aind  nach  unearer  Ueberaeagnng  mit  beabn^eiam 
Dank  anfitnnebmende  Eracbeinnngen  enf  dem  Gebiete  der  deat- 
acben  matbematiecben  Literatur,  und  mflaeen  einem  Jeden,  der 
aleb  für  die  neueren  Fnrtacbritte  der  analytiecben  Geometile  daa 
Raumea  intereaalrt,  an  beaenderer  Beaebtung  empfehlen  werden. 

Das  Buch  des  Herrn  Biiklen  hat  voriugtivveisie  die  allge- 
meiosteo  Eigenäcbafteo  der  Fläcbeo  und  der  Linien  auf  denselben 
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Ml  Aoge,  ohne  dabei  in  eingehender,  vorzugsweise  aber  IwMr 
baaptoicUidi  das  Allgemeinere  im  Aoge  behaltender  Weise,  eiae 
lissidere  Beliicbtung  der  Fliehen  des  sweiteo  Grades  anasii- 
seblieseea,  and  wir  sind  der  Meinong,  desa  man  jetzt  In  keinem 
anderen  Bnehe  eine  gleich  veHstlndige  Daratelhing  aller  iHenet 
bücbst  merkwürdigen  allgemeinen  Eigenschaften  der  Fliehen  An* 
den  dirfte»  nnter  denen  keine  geringe  AnsabI  Ten  dem  Herrn 
Verlaaser  seUwt  gefnndener  nener  Sitae  vorkommt.  Die  Methode 
der  Bebandinog  kann  man  eine  rein  anelytiaehe  nicht  nennen, 
bdem  der  Herr  Verfasser  vielmebr  seinen  Untereachaagen  hiuflg 
^eometriaebe  Anechaanagswelsen  an  Gmode  legt  nnd  YlelÜMsh  die 
Hilfe  des  sogenannten  UnendKcbkleinen  in  Anspruch  nimmt 
Eben  deshalb  kommen  auch,  wenigstens  nicht  becsondern  hervor* 
tretend,  allgemeine  analytische  Transformationen  nicht  vielfach 
Tor,  wenn  man  nicht  hierher  den  allerdings  in  sehr  grosser  Ana» 
debnuog  gemachten  Gehrauch  der  aogenannten  elliptischen  Coor- 
disaten  rechnen  will.  Wir  gestehen,  dasa  diese»  am  ae  zu  sagen, 
nebr  geemetrische  Seite  des  Bochs  uns,  wenn  wir  auch  selk>st 
die  rein  analytische  Behandlung  mit  Vorliebe  pflegen,  ein  ganz 
besonderes  Interesse  abgewonnen  und  uns  von  Neuem  gezeigt 
hat,  wie  leicht  diese  üehandlungswetsp  oft  zu  liberraschenilen 
ResnUaten  führt.  Es  ist  also,  ausser  (U  r  ungemein  grossen  Reich- 
haltigkcit  des  vStoffs,  namentlich  auch  diese  Art  «^t  f?ebandiung, 
welche  das  RtTrh  für  einen  Jeden,  der  die  neuere  Geometrie  der 
Flächen  kennen  lernen  will,  so  empfehlenswerth  macht.  Die  fol- 
sende  Angabe  des  Inhalts  wird  den  Lesern  zeigen,  was  sie  rfick- 
sichtlich  des  Stoff«»  tu  dem  Buche  zu  erwarten  haben:  §.  I.  Von 
den  Winkeln  zwischen  Geraden  und  Ebenen.  §.  %  Die  Tangen* 
tialebene  und  Normale  einer  FiSche.  §.  3.  Konjngirte  Tangenten. 
§.  4.  Die  Ikrümmungslinien.  ^,  5.  üeber  die  nneiHirtcb  nahen  PSor- 
malen  einer  Fläche.  ^.  6.  Die  Krüiüinungshalbmeisöer  der  iSorniai« 
schnitte.  §.  7.  Die  Grössen  d  und  y.  §.  8.  Die  Krümmungshalb- 
messer der  schiefen  Schnitte.  §.9.  Die  Suroskulations •Normal- 
kreise. §.10.  Ueber  konjugirte  Linlensjsteme.  f.  II.  Andere 
form  der  Gleichungen  Ittr  die  Normnle  nnd  Tangentialebene. 
{.  \%  Die  gewundenen  Knnren.  {.  \X  Die  gewundenen  Karren. 
Fortsetaung.  (.  14.  Die  gewundenen  Knrven.  Sehlusa.  $.  15« 
Ue  Unlen'anf  den  FiSebeti.  §.  16.  Die  Linien  auf  den  Fliehen^ 
Fevteelanng.  f.  17.  Die  Linien  anf  den  FIMehen.  Scbluas.  {.  18» 
ZasammensteHnng  ?on  Fermeln  fQr  die  Fliehen  sirelten  Grades. 
Das  Ellifisoid  und  die  Hyperboleide.  {.  19.  Znaamnienatellung  von 
Fonneln  fttr  die  Fliehen  streiten  Grades*  Portaetsung*  Der  Ke* 
gel.  {.  90.  ZneamaienateUnng  von  Fermeln  fttr  die  Fliehen  awei* 
ten  Graden.  Sebkaa.  Die  Parabeleide.  $.21.  Die  hemofokalen 
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ceiitrisdiMi  Fliehen  zweiten  Grades.  Dm  filKpSOKl  «od  die  bei- 
de» Hyperboloide.    $bi32.  Die  bonio(okuien  ceotfisdheo  Fläcb«« 

iPPeHen  Graden.  Fortsetzung.  §.  23.  Die  Krämmangslinien  der 
ceeitriechen  homofokalen  Fl&chen.  §.  24.  Die  geod&tischen  Liniefi 
attf  den  eentrisciien  homofokalen  Flächen.  §.  26.  Die  (feodätisciwe 
Linien  auf  den  centrischeii  homofokaieii  Flächen.  Fortsetzung. 
§.  2t).  Allgemeine  Cleichung  der  Linie»  auf  den  f-entrischen  Fli- 
ehen zweiten  Grades.  §.  '27.  Di«  homolokalen  FlÄ<  hon  rueiten 
Grades.  Homofokale  Kegel.  28.  Die  hniiiofokaleM  Flächen  zwei- 
ten Grade».  Homofokale  Parabuloide.  §.  29.  Die  horoofokalett 
Flächen  zweiten  Grades.  Uoroolokale  Paraboioide.  Scbluss. 
§.  30.  Ueber  krummlinige  Coerdinateo  und  coordkiirte  Flficheo. 
Anbang. 

Man  muss  den  Reichtbum  unserer  Wissenschaft  wahrhaft 

bevvundern,  wenn  man  die  vielen  «heraus  nierkn nrdisen  nlfge- 
iiK^iiuri  I'vigenschaften  kennen  Icrfit,  welche  keineswegs  nach  be- 
8iin)niten  Gesetzen,  sondern  überhaupt  nur  in  ir«4en<I  einer  Weise 
gospfzinassig  gekrümmte  Flächen  und  Liti'n  ti  haben;  und  diesen 
Heichthum  zu  documentiren,  scheint  uns  das  vorliegende  Duch 
besonders  geeignet. 

Das  Bueh  des  Herrn  Hesse»  in  seiner  Art  jedenfalls  ebene» 
empfeUenfliver^h  wie  das  vorhergehende,  beschäftigt  eich  mit  der 
allgemeinen  Theorie  der  Flächen  nicht  (aer  die  Vorlesungen  XX  Vl^ 
XXVIÜ,  XXIX  enthalten  Allgemeineres  Ober  Flächen),  eeaden 
ist  fast  ausschliesslicl)  den  Flachen  der  zweiten  Ordnung  gewid- 
met. .  Die  Darstellung  ist  nieht  bloss  eine  rein  analytische  zu 
nennen,  sondern  enthält  zugleich  einen  selir  grossen  Keichthunt 
schurfäinni»'  r  uix)  hiJchst   interessanter  allgemeiner  analytischer 
Translormations-  und  k^ubstitutions  -  Methoden ,   denen  der  Herr 
Verfosser  überall  eine  solche  Allgemeinheit  verleihet,  das«  sie, 
um  so  zu  sagen,  den  Charakter  allgemeiner  analytischer  Unter- 
sucbnngs- Metboden  erhalten  und  anueliuien.,  wobei  zugleich  ver- 
schiedene  Coordinatensystemc  in    Anwendung  gebracht   und  in 
analylibcber  Allgemeinheit   dai gestellt  werden,    in   welcher  Be- 
ziehung wir  namentlich  eine  in  mehrfacher  Beziehung  meisterhafte 
Darstellung  der  elliptiechen  Coordineten  le  der  Ebene  «ed  d^ 
eUiptiecben  Raumceordinatee  in  der  Sletee  und  2Seten  Verieeoog, 
ee  wie  gens  beeondere  auch  die  darauf  gegründete  Theorie  der 
kfirsesteii  l^len  auf  dem  EJJipeeid,  «ro  auf  &  8L  auch  das  vett> 
etiUidigo  Integral  dieeer  Linien  verkenunt,  herrerlMbeB«  Daai 
unter  den  allgemeiiien  TrasefomatleBe-lletlieden  aueh  die  De» 
terminanten  eine  grasae  Reite  eplelen,  %'ereteht  aieh  bei  einett 
Verfasser»  dem  die  Thcarie  dieeer  GrSeeenroroMn  eo  «eeeetli«be 
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BereicberuDgea  verdankt,  gauz  von  i,elbc»t.  Wir  glauben  hiedurcb 
das  ausgezeichnete  und  in  Jeder  Beziehung  driugend  zur  Beach- 
tiiDg  XU  empfehloide  Bocb,  so  es  liTsr  der  Raoin  gestattet» 
im  Allgeneinen  blnreicbeod  cbarakterisirt  su  haben»  end  wollee 
net  noeh  durch  die  folgende  Atigabe  des  Hauptinhalts  dem  Leser 
seigen»  «rle  viel  Wichtiges  uod  Intetessaiites  Ibra 'hier  geboten 
wird:  1.  EinieitoDg.  II.  Die  Ebene  im  Raeme.  III.  BÜieoee  im 
Baume.  IV.  Das  Pascal'scbe  Sechseck  und  damit  rentandte  Fi- 
ßuren,  Y.  Der  Punkt  im  Räume  und  Punkte  im  Räume.  VI. 
Homogene  Coordinaten.  Gerade  Linien  im  Rmune.  VIL  Deter- 
minanten. Vlll.  Ganze  homogene  Functionen.  IX.  Ällgeraeine 
Eigeoschaflen  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  X.  Pole  uod  Po- 
iarebenen  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  XI.  Weitere  allge- 
meine Eigenschaften  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  XII.  Fort- 
setzung der  zehnten  Vorlesung  über  Pole  und  Polarebenen  der 
OberÜächen  z\veiter  Ordnung.  Reciprocität.  XIII.  Mittelpiinlct 
der  Oberfläche  zweiter  Orelnunir.  Transformatioa  der  Coordinaten 
mit  Iii  Ihehaltud!:^  der  Richtung  der  Coordiuatenaxen.  XIV.  Cri- 
teriuni  des  Kegeis  zweiter  Ordnung.  Tangenten- Pol  der  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung.  XV.  Criterium  der  Grenzfläche  zweiter 
Ordnung.  Die  iSchuittcurven  einer  Ebene  und  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  als  Grenzfläche  zweiter  Ordnung  aufgefasst. 
XVI.  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  Schnittcurve 
sweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  bindurcbgebeo.  XVIL  Grenz- 
flächen aweiter  Ordnung,  welche  acht  beliebig  gegebene  'Ebenen 
lierflbren.  XVlIi.  Transformation  homogener  Functionen  zweiter 
Ordnung  durch  lineare  homogene  Substitutionen.  XIX.  Lineare 
Coordinaten  •Transformation.  Transformation  rechtwinkliger  Coor- 
dinatensysteme  mK  demselben  Anfangspunkt.  XX.  Transforma- 
fion  der  OberflSehen  zweiter  Ordnung  auf  dio  Hauptazeo.  XXI. 
Das  Problem  der  Hauptaxen  der  Curven  zweiter  Ordnung.  Gon* 
focnle  Kegelschnitte  und  elliptische  Coordinaten  in  der  Ebene. 
XXil.  Das  Problem  der  Hauptaxen  der  Oberflächen  zweiter  Ord* 
nung.  Confocale  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Conlocale  Ober- 
flächen ztvciter  Ordnung  und  elliptische  Raumcoordinaten.  XXIIi. 
Kürzeste  Linien  auf  dt^ni  Ellipsoid.  XXIV,  Focaicurren  der  Ober^ 
flächen  zweiter  Orflnung,  XXV.  Geometrische  Deutung  der  ku- 
bischen Gleichung  J  =  Ot  von  welcher  die  Hauptaxen  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  ahhäuLM u,  AXVl.  Hedingung««n  für  die 
Rotationsoherflächeo  zweiter  Ordiiung.  X\\  II.  Schnitte  von 
Oberflächen  ;£weiter  Ordnunij  mit  FJK»nen.  Kreisschnitte.  XXVIII. 
Krümmungsradien  der  ^Nunualsehnitte  und  iicbiefen  ebenen  iSchnttte 
der  Oberflächen.  XXIX.  Krummuuga* Curven  der  Oberflächen. 
XXX.  Ua«  Theorem  von  Üuptn. 
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Vermisehle  Schriften. 

Bulletins  de  l'4c«clöiiiie  Royale  des  scteoces,  des 
lettres  et  de^  beanz  arts  ds  Belgiqve.  (Vergl.  JLiiterar. 
Ber.  Nr.  CL.  S.  16). 

28««  Aniiee,         S^r.  T.  VI.    1859.     Theorie  geometriqtip 
des  rayons  et  centre  de  courbure;  par  M.  Laniarle.  p.  11.  (alle 
diese  geometrischen  Untersuchungen  des  Herrn  ijaniaric  zeich- 
nen sich  durch  grosse  Einfachheit  aus  und  verdienen  nach  uose* 
rer  üeberzeuguni^  alle  Keachtunsr,  ^vas  wir  früher,  auch  iro  Archtr 
selbst,  üchon  öfter  ausgeöprochen  haben).  --  iSur  la  theorie  ana- 
lytique  des  coniqucs;  par  M.  Schaar,  p. 42.  (aligemeine  Sätxe 
über  die  Kegelschnitte,  die  Herr  Schaar  mit  grosserer  Einfach- 
heit sn  beweiseo  sacht,  als  diee  dorch  das  Cartesische  Coordi- 
nateosystem  mSglieli  ist).  —  Sar  les  obeer? atloAS  m^t^orologiqoes 
faitee  k  Gand  en  1858;  par  M.  Dop  res.  p.68.  —  Sur  nii  md- 
moire  de  M.  Steieben  concernaiit  les  cinq  poly^dres  rdguliers. 
Rapports  de  MM.  Timmermaus,  Lamarle,  Nerenbnrger 
(betrifflt  den  Satt,  dass  das  T rig h ei tsm erneut  eines  homo- 
genen regulären  Polyeders  für  alle  durch  den  Mittel- 
punkt gehende  Azen  constant  ist,  welchen  Herr  St  achSr* 
fer  als  dies  gewuhnllch  geschieht  au  begründen  sncbt).  p.  I52l  — 
Influence  do  son  des  clocbes  sar  la  hauteur  du  barom^tre;  par 
M*  Montigny.  p.  159.  —  Sur  les  variations  des  didments  des 
erbites  plandtaires;  par  M.  Schaar,  p.  171.      Note  sur  une 
classe  particuli^re  de  earfaces  a  aire  minima;  par  IVl.  Lamarle. 
p.329.  (guter  Beitrag  sur  Variationsrechnung,  worin  Herr  L.  auch 
Bezug  a«r  Physik  nimmt).  —  Table  de  mortalite  pour  le  Brabaot, 
d'apr^s  les  rfocument$)  du  recenseroeitt  de  1856;  par  W.  Ad. 
Quetelet.  p.  345.  —  Sur  le  magnetisnie  terrestre;  par  M.  Hae* 
steen.  p.  348.  —  Sur  les  ätoiles  filantes  periodiques  du  mois 
d'aodt  1858,  ohsei  vees  en  Allomagoe.   Lettre  de  M.  Heis  a  M. 
Quetelet.  p. 360.  —  Recherches  sur  la  capiliarite;  par  M.  fL 
Bede.  p.  403.  —  Theorie  geometrique  de»  centres  et  axes  instao* 
tanäs  de  rotatinn;  par  M.  Laniarle  (Suile).  p.412.  —  Sur  Tin- 
tensitd  magn^tique ;  par  M.  U  a  u  s  t  e  e  n.  p.  402. 

28fM  Annde,  Sdr.  T.VH.  1689.  Thderie  gderndtrifoe 
des  eentres  et  azes  instantands  de  rotatlon;  par  M.  Lamarle. 
p.7.  —  Sur  les  variations  des  didments  des  erbites  pfandtabes; 
par  M.  Schaar. '  p.44.  (Beide  Abbandlnngen  sind  sehr  weU 
SD  beachten).  —  Note  sur  ranrere  bordale  do  3t  avri!  IW;  ptr 
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M  Frn   Qiifitelet.  p. 72.  —  Notice  sor  les  aimants  de  fer  de 

fiiite  tremp^e;  par  M.  Fi  ort  mon  d.  p.  332.    Rapport  de  M.  Gloe- 

8  CD  er.  —  Occulfatifui  de  Safiirne  par  la  luüe,  le  8.  mai  1859,  h 

rObservatojre  rnyal  de  Ikuxelles.   p,  337.  —  Grele  extraordinaire 

observee  a  Bruxelli  s ;  jiar  M.  A.  (^uetelet.    p.  352.  —  Röduc- 

tion  du  temps  des  osciilations  d  une  aiguille  aimarUee  a  tin  arc 

evanouissant.    Lettre  de  M.  Hansteen  ä  M.  Ernest  Qii<?tclet. 

p.        —  Note  Sur  les  aimants  de  fer  de  foutc  trerupee  et  sur 

la  fragilite  des  üls  de  iaituri  eipo^e^  k  l'air  sous  rinfluence  de 

certaines  variations  de  temperatiire ;  par  IM.  Florimond.  p.368. 

—  Annalfs  de  l'Observatoire  royal  de  Bruxelles.  Communication 

de  M.  Ad.  Quetelet.    p.  406.  —  Sur  la  Variation  des  elements 

magn^tique«.    Lettre  du  P^re  A.  Secchi,  directeur  de  l'Obger- 

Tatoire  de  Roroe,  a  M.  Quetelet.   p. 520.  —  Note  mi  uu  arc- 

ea-ciel  remarqveble;  par  M.  A.  Quetelet  p.528.  —  Tableaa 

<let  angles  fendameDtaux  des  carpe  eioiplea,  observ^  et  calcul^s 

f» 

d'apree  ia  fonnule:  tgas-;  par  M.  Z  eng  er.  p.e08. 

Ann^e,  2""  Ser.,  T.  Vllf.  M.  Hloeaeoer  doone  lep. 
tare  (In  rapport  sur  un  memoire  de  IVl.  Z enger»  seot  le  Utie: 
Recberches  sur  la  vitesse  de  la  lumiere  et  sur  sa  d<tpendanee 
de  Taction  des  Forces  moiecuiaires.  p.  55.  —  Sur  le  roagndtisme 
terrestre  et  «pet  iaU  nient  sur  l;i  decünaison  observee  ä  Bruxelles. 
Lettre  de  iM.  Lamont  h  M.  Ad.  Quetelet.  p.  59.  -  Sur  la 
d^clinaison  magn^tique  a  Bruxelles;  par  M.  Ern.  Quetelet 
p.75.  —  Aurore  bor^aie,  perturbalions  ma^n^tiques  ä  FObserva- 
toire  et  sur  les  lignes  leiegraphiques  de  l'Etat;  par  M.  Ad.  Que- 
telet. p.  77.  —  Aurore  bor^ale  observee  ä  Porto -Rico.  Lettre 
de  M.  Th.  Du  Colombier  a  M.  Ad.  Quetelet  p. 81.  —  Ob- 
8er?ations  »ur  les  aurores  bor^aies,  la  lumiere  zodiacale  et  les 

recueillies  par  M.  Heis,  et  communiquees  par 
M.  Ad.  Quetelet.  p.82.  —  Sur  Ja  difference  de  longitude  des 
oluerfatolree  de  firnxellee  et  de  Berlin,  determioöe,  en  1857, 
p»  dee  aigeaiiz  galvaniques.  p.  156.  —  Sur  les  raouvements  pro- 
pf«e  dee  dteilee  et  du  eoieil;  par  M.  Liagre.  p.  158.  —  Not© 
wr  la  ddtenninatieD  du  rayoo  vectear  dune  plannte  nouvelle. 
par  11 J.  C.  Houxeaa.  p.172.  —  Note  aar  no  opuscule  peu  conna 
de  Simon  Sterin  de  Brogee.  Lettre  A  M.  Ad.  Quete Ut,  par 
ü  Gilbert  (Die  Schrift  betritt  die  namerlache  Auflösung  der 
GbieboDgen  aller  Grade,  natflrileb  dorcb  Nübenmg).  p.  192.  — 
daeHon  dee  obeenratlon«  nagodtiqoea  de  M.  E.  Quetelet,  par 
M.  Hanateen.  p.314.  —  Sor  lee  dtollea  lilantes  du  10  aoüt 
ittO,  raarote  bördele  da  28.  aoit  1869  et  la  lamlAre  sedlaeale; 
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lettre  de  M.  Herrick  4  M.  Ad  Quetelet.  p.322.  -  Lettre 
de  M*  Hole  k  B|*  Ad.  Quetelet  sur  les  pertarbtüoim  negae- 
tiqoei  et  k  l«ni»re  todIteMe  obeerfdc«  en  1897,  IfiSS  «t  ISMIl 
|i.  373.  Beeoodm  maclien  wir  avch  noch  rnfmerksam  evf  eise 
scbfine  ?on  Herrn  LU|;re  in  der  Sdence  pnbUqne  da  17.  4^ 
eembre  1869  gelwiteee  Red«:  ear  la  ploralitd  dee  aoo- 
dee.  p.383. 

KerlMleMg  eiebvlw«. 
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in  der  Nacht  vom  27.-28.  April  i86->  starb 

Dr.  Jofeami  Helnrleh  baiigott  HUler, 

Obtrschulrath  in  ^V  i  esb  aden.  Das  Archiv  verdankt  ihm  meh- 
rere vverthvolle  Briti  ;i<:^e .  und  wir  v\  uri>chei>  sehr^  dass  uns  ein 
Necrolog  des  vieliach  verdienten  ^Mannes  recht  bald  nittgetheiit 
vrerden  möge. 


Am  27.  IMai  starb  in  der  ßtdthe  der  Jahr«  der  Mii 

4.  Januar  1834  zu  Verdeo  im  Königreich  Hannover  geborene 

Dr.  Carl  Ferdinand  Pape, 

nach  grundlicher  Vorbereitung  in  den  mathematischen  und  astro- 
nomischen Wrssenschaftfni  .^eit  dem  Jahre  1H56  Calcnlator  für  die 
(läni.«che  (üradniessun^  m\A  Oltsorvator  an  der  »Stornwarto  in  Al- 
tona. Er  hat  «ich  durch  hk  }tr<  re  ausL'e^^'ichnete ,  in  den  astro- 
nomischen Nachrichten  nicilLr^eiei^te  ArhriitMi  um  die  Wissenschnit 
verdient  i^emacht.   \\\\<\  Andenken  uird  in  Neesen  hioilien. 

Er  war  der  iSchu ie^ersohn  de.«  hochverdienten  llerausgehers  des 
genannten  Journals:  eine  trauernde  Wlttwe  und  zwei  Kinder  in 
zartem  Alter  überleben  den  trefftichen  Mann. 


In  demselben  Monat  ist  der  Wissensehaft  leider  aocb  ent- 
risaeii  irordeo 

TeruMi 

der  hochverdiente  Herausgeber  der  Nouvelles  Annales  de 
Mathematiques.  Einen  besonderen  Neerolog  hofen  wir  sp&ter- 
bin  briogen  zn  kdnnen. 
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Geometrie. 

I  n  t  o  r  n  o  a  1 1  a  o  u  r  v  a  ü  <»  I)  I)  a  d  e  I  q  ii  a  r  t '  o  r  i  n  c  per  ! a 
qualo  pass.i  II  n  n  sola  superlirio  di  secondo  grado.  Äle- 
nioria  del  Prol.  I^uigi  freinona,  letta  ai  7.  di  Marzo  \^\ 
davanti  all'  Accademiu  delle  sciciizc  dell'  Istituto  di 
Bologna.  Estratta  dagli  Annali  di  Matcniatica  pura  ed 
applicata  tom.  IV.  N.  2.  Roma.  Tipograiia  deUa  S.  Con- 
greg.  di  propagaoda  Tide.    1862.  4. 

Eine  Torlftofige  gans  kune  Anseige  dieser  damals  noch  nickt 
erschienenen  Schrift  i^t  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIII.  nacb  einer 

t 

im  „Rendicooto.  I860<— 1861.'*  der  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Bologna  abgedruckten  Analyse  derselben  gegeben  worden. 
Dieselbe  liegt  in  einem  vollständigen  Abdrucke  aus  den  »,AnnaU 
di  Blatomatica  pura  ed  appitcata"  jetzt  vor  uns  und  liefert  eineo 
neuen  Beweis  fQr  den  Erl'olg  und  den  Scharfeiinn,   uoniit  Herr 
Ii*  Creroona  sich  der  weiteren  Ausbildung  der  reinen  hübe- 
ren  Geometrie,  namentlich  rucksichtlich  der  allgemeinen  Tbeorieder 
Ourven  widmet,  und  dadurch  zur  irciteren  Verbreitung  diesen  scbr»> 
nenTbeils  der  Mathematik  in  seinem  Vaterlande  wesentlich  beiträgt. 
Der  Herr  Verlasser  schiiesst  sich  bei  dieser  üiiterftucbunir  haopt' 
sächlich  an  die  friilieren  Arheiteri  von  Caylcv  (Journal  de  Lioa- 
ville.  1845.),  Nalmon  (On  thc  classiGcation       curves  of  f?onMe 
curvature.    Can)bridue  and  Ihiiiliii  ]\latli,  Jonrrial.    Vol.  V.  1*^50. 
p.  23.  und  On  (he  doirree  t<f  the  surlaco  r^Tiprofai  to  a  given  one. 
Transaction.H  ui  llie  H.  Irisli  Academy.    \  ol.  AXIll.    Dublin.  1857) 
und  Steiner  (Leber  Flachen  driften  (irades.    Crelle's  Journal. 
ThI.  Llll.  1857.),  zugleich  mit  liiicksicht  auf  die  altoren  Arbeiten 
von  Plfirker,  an.    In  FoIejc  der  llrtersuchnni^eii  du  >or  Mathe- 
matiker unterscheidet  Herr  L.  Creiuona  zwei  \ves«>nthch  v»  isi  hie- 
dene  dop]H'!t  p:ckriiiii;iitc  rnrven  der  vierteti  Ordinini?,  v^ekht»  als 
Durchsclmittc   zwciei    1  läclien    des  zweiten  (iratles  und 
einer  Fl. Hebe  der  zweiten  mit  einer  Flaelie  der  tUitten 
Ordnung  aufzufassen  sind.    Die  Existenz  der  zweiten  doppelt 
gekrümmten  Curve  der  vierten  Ordnung  ist  zuerst  von  halmon 
und  Gayfey  nachgewiesen  vrorden,  und  der  Untersuchung  dieser 
sweiten  Curve  Ist  die  vorliegende  Schrift  geividmet,  in  iweleber 
nicht  bloss  die  schon  von  Salmnn  und  Steiner  gefandeoen 
Eigenschaften«  sondern  noch  verschiedene  andere  neue  Eigen- 
schaften dieser  Curve  hevriesen,  so  wie  namentlich  auch  eine 
(lineare)  geometrische  Construction  (roediante  intersesioni  de{  piani 
omologhi  di  tre  fasci  projettivi)  gegeben  worden.  Ohne  allen  Cal* 
col  werden  diese  Cntersuchungen »  unstreitig  mit  grossem  Scharf- 
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siaue»  durciiatis  nur  mitteUt  allgemeiner  rein  geometrischer  Be~ 
trachtuncen  tlurchgelührt,  wodurch  denselhen  jedenfalls  ein  ganz 
besonderer  Reiz  und  ein  eigen Üiümlichei»  Interesse  verliehen  wird. 
Naber  auf  das  Detail  dieser  schönen  Unfersuchungen  einzugehen, 
verbietet  uns  eile  iM  schränklheit  des  Haunis  und  der  Zv%eck  die* 
Her  literarischen  Berichte,  weshalb  wir  uns  mit  der  vorstehenden 
all.uemeiiiea  Angabe  der  Tendenz  der  ausgezeichneten  Schrift  be- 
gnügen, aber  Alle,  die  sieb  solchen  rein  geometrischen  Betrachtun- 
gen mit  Vorliebe  widmen,  dringend  auf  diese  Schrift  aofmerksam 
wachen  in Ssseiiy  welche  Jedenfalls  ein  scbOnes  Zeugniss  von  dem 
Seherfoiene  ibree  Verfaeeere  and  von  dem  Erfolge«  mit  nreliäiem 
diese  reine  Geometrie  der  Corveo  auch  in  Itafien  gepflegt  nnd' 
bearbeitet  wird,  liefert. 


A  r  i  L  Ii  m  e  t  i  k. 

Die  Differential-  unti  I  n  tc ^ r a  I  r  e  c  J»  n  u  n ü  ,  um  l  assend 
und  mit  steter  Berücksichtigung  der  Anwendung  dar- 
l^estellt  von  Dr.  J.  Dienger,  Professor  der  Mathema- 
tik an  der  polytechnischen  Schule  in  Karlsruhe.  Ste 
amgearheitete  Auflage.  Stuttgart,  Hetxler'sehe  Buch* 
handlung«   1862.  8. 

Die  im  Jahre  1S57  erschienene  erste  Anflagc  dieses  Werks» 
«velche  auch  in's  Russische  übersetzt  worden  ist,  ist  im  Ijiterar. 
Her.  Nr.  CXXil.  S.  1.  angezeigt  tvorden.  Die  jetzt  vollständiger* 
üchienene,  aus  drei  Bänden  bestehende  zweite  Auflage 'ist  aber 
Hobedingt  als  ein  ganz  neues  Werk  zu  betrachten,  in  verschie- 
denen Punkten  verbessert  und  nach  allen  Richtungen  vervoll- 
ständigt, so  dass  wir,  nnd  zwar  nicht  bloss  in  der  deutschen 
Literatur,  gegenwartig  kein  Werk  wussten,  welches  die  Diffe- 
rential- und  Intcgr.ilrechnune:  nach  ihrem  nonesten  Zustande,  na- 
mentlich auch  mit  Rfirksicht  jinf  dio  Arhcitcn  deutscfier  Mathe- 
Tiiatiker,  so  volLstrindii;  darstellte  wie  das  vorliegende,  das  wir 
daher  der  u  vilcstcri  Bt'aclif  uf!*/  ;)Hi3Fl»'£j<>nl ürli -  l  r'm^ifrhlcn ,  und 

11 11  fi  nnserer  ücher/euguni:  .Niriuan«!  wird  «miUj-  Inen  können, 
'ii  r  tliH  genannten  WisscnHchnnon ,  uhne  an!  die  «  iLM  niiifhen  Quel- 
l*'ii  /uriickziisehen ,  in  oini'ipnnaasson  nnifasspiuirr  \\  eise  kennen 
lern»  11  hIII.  Miehoi  ist  noch  iianz  hcsdüders  i;<T\ orzuheben,  dass, 
aii.s.ser  allen  w  ichtigeren  geonjctrischeii  A  fivM  ini  imgen ,  die  Leser 
auch  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  lehrreiehor  und  interessanter 
Anwendungen  auf  phyt^ikali^cbe  Gegenstände  in  dem  Werke  tinden, 
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die  mit  besonderem  Danke  aufzunebnaen  und  sehr  dienlich  siod, 
das  tiefere  I  ii  ml  ringen  in  die  eigentiicbe  Natur  der  Wisnenschaft 
zu  vermitteln.  Ganz  hesonderis  verdiensttich  ist  jedenfalle  im 
dritten  Bande  enthaltene  .sellisti^tandige  Dar^tellnnsr  der  Integrattoi» 
der  partiellen  Differentialgleicbungen,  die  sehr  dazu  beitragen 
wifd,  die  Bekanntscbaft  mit  dieser  >vichtigen  Partie  der  integrai- 
reehoting  zu  erleichtern  «ind  weiter  zu  verbreiten,  und  in  der  sidi, 
natarlich  gans  mit  Recht  und  der  Natur  der  Sache  vSlIig  cnt»pM- 
cheod»  bMondera  Amrendmig«!!  tuf  Mtehsnik  und  Phyaik 
finden«  Ueberall  hat  sich  der  Herr  Verfasser  einer  rOllig  wissen- 
sehaftlichen  Strenge  der  DarstelJnng  in  der  anerirennungswetthe* 
sten  Welse  befleissigt,  und  das»  er  die  Methode  der  Grlmcii  la 
der  Basis  der  ganzen  Wissenschaft  macht,  bedarf  einer  Bemer- 
kung wohl  gar  nicht  weiter,  da  alie  anderen  Metboden  gegenwir- 
tig  eine  wissenscliaflliche  Berechtigung  ▼5lltg  verloren  haben,  als 
ganz  antiqoirt  an  betrachten  tiind,  und  Ton  gründlicheren  Mathe- 
matikern auch  nur  einer  Ervr&hnong  nicht  mehr  für  werth  gehalten 
%rerden.  Insofern  es  sich  nicht  um  die  Geschichte  der  Wissen- 
schaft handelt  Wir  halten  hiemach  das  vorliegende  neoe  Werk, 
auf  dessen  Besprechung  Im  Einzelnen  hei  seinem  grossen  Um* 
fan^e  wir  hier  natOrlich  nicht  eingeben  kOnnen,  jedenfalls  f&relnc 
Bereicherung  unserer  Literatur  und  empfehlen  dasselbe  nochmals 
dringend  zu  sorgflltigster  Beachtung.  Bei  der  Wichtigkeit  des 
Werks  halten  nir  es  fSr  nOthi^,  unseren  Lesern  durch  die  fol- 
gende Angabe  des  Hauptinhalts  den  grossen  Umfang  desselben 
vor  die  Augen  zu  fahren.  / 

Er«tor  Rand.  (Mit  52  in  den  Text  rifrji'driTrkten  Fieiiren  ) 
l'jTsfrs  Üueli.  I  >  I  ( t  er  e  n  ( i  a  f  r  c  h  T)  II  n  ir  I  ür  1'  u  n  c  1  i  o  n  e  ii  mit 
einer  unabbäugig  V  c  r  i  u  der  l  i  ch  e  n.  I  ti  t  e  r  <i  f  1  o  n  solcher 
Funrfioüen.  Restinuute  einfache  Intej^ralc  und  Au- 
wei* d  u  n  p;  imi  d  (' r  >  i' 1 1)  rn.  I.  Eltdeifnns.  wSntzt»  aus  lU-r  iiiedem 
Analysis.  tiriiu/.wtrliH*.  ii.  Difterentiaiquotieiit  fiir  Funt  ti«*iier»  fUitr 
einzigen  unabhängigen  \  eränderlichen.  III.  ÜJÜerentialquotienteri 
höherer  Ordnung.  Hedciilung  geuissor  Diflfercntialquotienten.  >  er- 
tuuschung  der  unabhiin'jig  \  er;in«h  i liclM^n,  IV.  ünter^u^hmllr  d^r 
Hcheinbar  unbestimmten  l-Omien.  V.  Von  den  pröüsten  utjd  kleii:- 
nXeu  Wcrthen  für  Fuucfioncn  einer  unal)li;u)i:ig  \  erainlf  tlichen. 
VI.  Ua:>   unbeslinimtc  Integral.      Vil.  be»tiiinute  Integral. 

VIII.  Anwendung  der  bestimmten  Integrale  auf  Berechnung  TOS 
Flächen-  und  Kr»rper- Inhalten,  so  wie  von  Bogenliingen.  IX.  Dis 
Theoreme  vjon  Taylor  und  Maclaurin,  nebst  deren  Anwendna- 
gen.  X.  Die  Sätze  von  Bflrmann  mid  Lag  ränge.  XI.  Nlbe- 
rnngsweise  Berechnung  eines  bestimmten  Integrals.  ZwmUu 
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Buch.  Differentialrechnung  für  Functioiien  mehrerer 
unabhängig  Veränderlichen.  Vielfache  Integrale  und 
deren  Anwendung.  XII.  Differentialquotienten  für  Functionen 
mehrerer  unabhängig  Verän<lerlichen.  Vertaiisrhung  dieser  letz- 
tem. Analytische  Anwendungen.  XIII.  \  ielfache  Integrale.  An- 
wendungen. XIV.  Weitere  Untersuchungen  über  bestimmte  Integrale. 

Zweiter  Band.  (Mit  15  in  den  Text  eiogedruckten  Ftgn» 
rM.)  Drittes  Buch.  Integration  der  Differentialgleichun- 
gen. XV.  Die  Differentialgleichungen  erater  Ordnung.  XVI.  Die 
Differentialgleicbangen  höherer  Ordnung.  XVII.  Von  den  besoo- 
dere  Auflösungeo  der  DifferentialgteicbongeD.  XVIII.  Integration 
der  gleichzeitigen  Differentialgleichungen.  Viertes  Buch,  Unter- 
suchungen über  bestimmte  Integrale.  Anhang.  XIX.  Die 
periodisch cn  Reihen  von  Fourier  und  Lagrange.  XX.  Die 
elliptischen  Integrale.  XXI.  Die  Eul ersehen  integrale  oder  die 
Gamniafunctionen .  so  wie  einige  andere  Functionen.  XXII.  Re- 
duction  vielfachpr  Integrale  nnrh  verschiedenen  Methoden.  An* 
bang:  Uebungeu  und  Zusätze  enthaltend. 

dritter  BMid.  Integration  der  partiellen  Oifferen- 
tialgleichnngen.  I.  Integration  gleichseitiger  Differentialglei- 
cbongeii  mit  partiellen  Differentialqnotienten  erater  Ordnnng.  II.  lo- 
tegration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erater  Ordnnng. 
III.  Die  lineare  Differentialgleichung  aweiter  Ordnung  swiachen 
drei  Verlnderlichen.  IV*  Differentialgleichungen  swiacben  drei  Ver- 
laderlicben  aweiter  Ordnung  und  nicht  linearer  Form',  oder  höhe- 
rer Ordnung.  V.  Partielle  Differentialgleichungen  mit  mehr  ala 
diei  Veränderlichen.  VI.  Anfirisung  einiger  Probleme  der  Hydro- 
dynamik. VIT.  Die  Laplace*ache  Functionen.  Anhang  (welcher 
vorzuglich  Probleme  der  hohem  Mechanik,  auch  aus  der  pbynl- 
ichen  Aatronoroie»  namentlich  in  Rfickaicht  auf  daa  Stonwga- 
praUem,  enthält). 


Maschinenlehre. 

Allgemeine  Maschinenlehre.  Fin  Leitfaden  für 
Vorträge,  sowie  zum  Se  1 1  >  t8  iu  lii  u  ni  d  es  heutigen  iVl  a  . 
scbinen  Evesen  s.  niit  besonderer  Beräcksicht  i'j'ung  sei- 
ner Entwickelung.  Für  angehende  Techniker,  Came- 
raliKten,  Landwirthe  und  Gebildete  jeden  Standes. 
\  on  Dr.  Moritz  Hülilmann.  Professor  an  der  polytech- 
nischen Schule  in  Hannover.  Mit  zahireicben  Uolaschq. 
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1.  Bandes  2.  Hllfte.  hraunscbH  eig.  Scbnetschke  uod 
Sohn.    1^2.  & 

Die  mte  Hälft«  de«  ereteo  fiaodes  dieses  sehr  verdicnetlichee 
Werks  ist  im  Literer.  fier.  Nr.  CXLVIL  S.  4.  angezeigt,  und  der 
sllgenieioe  Charakter  und  die  Tendens  desselben,  wie  wir  glau- 
ben, dort  schon  so  deutlich  von  ttos  dargelegt  worden,  dass  hier 
etwas  Weiteres  darüber  sa  sagen  fiberflössig  sein  wflrde.  Be- 
merken wollen  wir  daher  nur»  dass  der  Herr  Verfasser  seines 
Zweck,  vorzugsweise  eine  Beschreibung  der  Maschinen  in  raein 
populärer  Darstellungswelse  zu  liefern,  unverrfickt  vor  Augen  be- 
halten lind  sich,  bei  aüor  Kurze,  doch  der  irüssten  Deutlichkeit 
und  Klarheit  iictleissigt  bat,  weiche  die  trefl liehen  Holzschnitte 
und  überhaujjt  die  in  jeder  F>e/ielniriw  nusgezeichnete  üu.ssere 
Ausi^tattung  nur  nach  7x\  erhohen  gt(  iuin  t  sind.  Den  sehr  inter- 
essanten und  instructiven  geschichtiiihen  Einleitungen»  die  in 
einem  Werke  dieser  Tendenz  ganz  an  ihrem  Orte  sind,  scheint 
in  dieser  zneiten  Hälfte  des  ersten  Bandes  fast  noch  mehr  Auf- 
merksamkeit gewidmet  worden  zu  sein  als  in  der  er'.<;ten  HSifte 
dieses  Bandes.  Die  in  der  (rühcren  Anzeige  von  uns  ausgespro- 
chene Empfehlung  dieses  unserer  I/iteratur  Ehre  ninchendcn  \Verk<!( 
ktSnnen  wir  daher  hier  nur  ans  voIlkommeDer  Ueberzeuguog  wie- 
derholen, und  wollen  nun  im  Folgenden  für  unsere  Leser  noch 
eine  Oebersicht  der  Haupttheile  des  Inhalts  dieser  sweiten  HslRe 
gehen :  , 

8ech.st*^s  /vapitel.    'rheihuaschin       ;  Kreisfhellniajichi- 
nen,  LSni^eiitlieilmasrhinen  nach  vorausgeschickter  sehr  interes- 
santer L'cschichdicher  IVinleitimg  uie  in  allen  l\;i}iif»*ln,  was  wir 
nachher  nicht  Ciherall  noch  itesonders  bemerken  werden).  Zweite 
Abtheiliing«     Maschinen  «nr  Terriehtiuig  niitKlieher 
meclianMSclier  Arbeiten.  —  I  Alischnitt.    Erstes  Kapi- 
tel.    Maschinen   zur    Aufnahme    der  IVIenschenk  rafte 
(Hebel,  Kurbel,  Lauf-,  Tret'  und  Sprossenräder,  Coignet  iMu^cbi- 
nen).  Zweites  Kapitel.   Masehinen  zur  Anfnahme  der 
Thlerkrftfte  ((>«ipel,  Tri»twerke,  TrittmajEchinen).  —  IL  Ab- 
schnitt.   Erstes  Kapitel.   Verticale  Wasserräder  (Ein* 
theiluRfi;  der  WasserrSder«  RSder  In  geradem  Gerinne,  Räd^  in 
gekrOmmtem  Gerinne,  unterschl8fsige  Wasserräder  in  freiem  Strone: 
Kropfrfider  mit  Onrchiasssehütsen,  mit  Ueberfalleinlauf,  mit  Coo- 
lisseneinlauf;  rfickenschllglge  Wasserräder»  ohersehlägige  Was* 
serräder).    Zu'eites  Kapitel.    Horizontale  Wasserräder 
(ßintbeilung j  Fourncyron«Vollturbineo »  Fourneyron-Partialturbinea, 
Henscbel-Jonval-Tnrbinen ,  Turbinen  ohne  Leit-Curven -Apparate, 
die  Turbinen  im  Vergleich  mit  den  verticalen  Waaserrädeni). 


Digitized  by  Google 


'    UUntrUeher  Bericht  CUL 


7 


Dritte»  Kapitel.  Wassersänlenmaschi  nen  (Reichenimchs 
Wassersaiileniiiaschinen,  die  neueste»  \Vasser*iäuienniaschinon).  — 
Iii.  A  l)sch iiitt.  Windräder.  Erettes  Kapitel.  (Ge^cliicht- 
liehe  Kirileituni;.)  Zweite»  Kapitel.  Die  ü  oc  k  vv  i  n  d  in  üb  le. 
Drittes  Kapitel.  Die  hollii  n  d  i  .sc  h  e  Windmühle  (Allge- 
meines uiier  Wiiidrfider).  —  IV.  Ahi^clinitt.  Dampfmaschi- 
nen. Irrste.»*  Kapitel,  (tirjsriiirlitliche  Einleitung.)  Zweites 
Kapitel.  (FJntheiInng  der  Oanipliiiaschinen ,  Steiiernnfren  bei 
Dampfmujiichiüer)  in»  Allgemeinen,  verschiedene  Expan^iüns- An- 
ordnungen,  Condensatoren ,  Vorwärmer,  Lei^tung^^hestimmung  der 
Dampfmaschinen  durch  directe  und  indirectc  Messung).  Drittes 
Kapitel.  Dampfkessel  und  Zubehör  (verschiedene  Dampf- 
IcMselformefi  uod  deren  Beurtheilung:  Kofferkessel,  Cylinderkessel, 
Kussel  mit  Siederohren,  Kessel  mit  Vorwftrroem.  Kessel  mit  in- 
weedl^em  Fenerbeerde,  Albanscbs  Dtid  H en seh el gebe  Kessel, 
beste  Kessel  fiSr  den  Gewerbe*  und  Fabrikbetrieb,  Dimensions* 
rerbSItnisse  der  Dampfkessel  nnd  zugehörige  Fenerungs-Anlagen, 
Sieberbcits-Vorriefatongen  bei  Dampfkesseln:  ' SicberheftsTentiie, 
Wasserstandsglfiser,  Probirhüfane,  Manometer:  Uber  Kesselstein* 
bildnngen,  Kessel  •Explosionen^,  Zusatz-Kapitel  (besondere 
Dampfmaschinen  und  andere  Betriebsroasehinen  anm  Ersatse  der- 
selben). 

Wir  sehen  flen  weiteren  Fortsetzungen  des  verdienstlichen, 
einem  Bedürfnisse  in  zweckmässiger  Weise  abhelfenden  Werkes 
niit  besonderem  Verlangen  entgegen,  und  werden  dieselljcn  so- 
gleich zur  Anzeige  bringen,  so  bald  sie  zu  unserer  Kenntoiss 

gelängen. 


Veiiui^chte  Schriften. 

Bttlletios  de  l'AcadiSmie  Royaie  des  scieoces',  des 
letties  et  des  beanx-arts  de  Belgiqoe.  (Vergl.  Liter, 
Ber.  Nr.  CLL  S.  6.) 

•29"»«  .\nnee,  2"»«  Sär.  T.  IX.  KSiir».  Occnitation  de.s  pl^iaclotf, 
lp  8  decembre  1859;  nolico  de  .^I.  Ad.  Qnetelet.  p.  11.  —  Note 
Sur  Tecoulement  des  eaux  qui  circulcnt  a  la  snrlacc  de  ia  terre; 
par  M.  Lamarle.  p.  12.  —  Note  sur  la  vitessc  du  hrnit  «iu  (on- 
nerre;  par  M.  Montigny.  p.  56.  —  Note  sur  quelques  propriä- 
t^s  des  lignes  trac^es  sur  une  surlace  queleonque;  par  M.  Ph. 
Gilbert,  p.  46.  —  Sur  la  periode  aniiuelle  de  l'intensite  horizoD- 
ttle  du  magnetisme  terrestre;  par  M.  Laniont.    p.  116.  —  Ob- 
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servations  de  la  iune  et  des  ^toiles  de  mtSme  culmination  f:iile« 
en  1859.  Notice  de  M.  Li  n est  Quetelet.  p.  120.  —  Solution 
g^omtilrique  U'une  «erie  de  pruhk  me«  relatif»  a  l  art  de»  constroc- 
tions ;  par  M.  Lamaric.  p.  127.  —  Üragc  du  19  fevrier  1860; 
Düte  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  263,  —  Comniunication  relative 
aux  moyeiw  de  prömooir  les  ^difices  coiitre  tee  ravages  de  Im 
fbadre;  par  M.  de  Vatiz.  p.  377.  —  Sidte  des  obeerfaiioiis  mn 
la  lami^re  sodlacale,  fikiCea  &  Blfiiieter»  du  20  decenbre  1859  et 
ÜSfdvrier  1860,  par  Rl Bei«,  p.359.  —  Solntioe gdoiiidtri«|iie dW 
fldrie  de  probl^mea  relatib  k  Tart  des  eoostractioD« ;  par  Bf.  L aaiarle 
(Saite  et  fia.)  p.  301.  —  Projet  de  eoofdrenee  ioteraatioDale,  pov 
^eodre,  aar  le  globe  eatier«  le  «yat^roe  de«  ol»«er?atloii8  m^Cde- 
relogiques  adoptö  pour  la  mer,  daii8  la  Geofdrence  de  1853.  lietlie 
de«  H.  Maury  k  M.  Ad.  Quetelet.  p.  4IS.  PlidBoniteee 
mdtdorologiqaes ;  par  MM.  Ad.  Quetelet  et  Erneet  Qeefe- 
let.  p.  433. 

29«*  Anii^e,  2"»«  Sör.,  T.  X.  1860.    Sur  un  Douveau  üystdme 
eoregistreur  de««  ohservations  de  tous  les  Instruments  meteorole* 
giques;   par  I^I.  Cli.  No£l.    Rapport  de  M.  Onprez.    p.  6.  — 
üecherche»  8ur  ia  capillarite,  par  M.  Bede.    Rapport  de  M.  Pla- 
teau,   p.  47.  —  Tel^graphes.    Note  sur  It's  effets  de  l'orage  du 
15  roai  18ö0,  aux  environs  de  Tlrlemont;  par  M.  Vinchent.  p.  56. 
—  Note  sur  Teclypse  de  «oJeil  du  18  juillef  1800,  obs^ervee  i 
rObservatoire  royal  de  Hruxelles;   par  IM.  Frnest  Quetelet 
p.  löl.  —  Note  sur  recllpse  partielle  tlu  .solcil,  ubserv^e  a  Kcn- 
sington  le  18  juillet  1860;   par  M.  Ad.  Quetelet.    p.  185.  — 
Üetermioatiou  et  comparaisoii  des  bauteurs  baroni^triques  sou« 
rinflueoce  des  diferenta  veota,  avee  les  inteositda  et  les  terope* 
ratarea  de  ces  vents,  d*aprte  lea  obeervatioDa  faites  k  Bmzellee; 
par  M.  Ob.  Montigny.  p.  187.  —  Notiee  aar  les  paratoonerres: 
par  M.  Jas  par.  p.  300.  —  Snr  les  dtoilea  filantes  da  7  an  11 
aoüt  1860;  notice  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.410.  —  Sur|es  dtei> 
les  älaotes  du  10  aoüt;  Lettre  de  M.  Dopres  i  M.  Ad.  Qae- 
telet  p.  412.  —  Sur  lea  dtoiles  du  10  ao^t  et  sar  lee  plidBe- 
niAaes  pdriodlques  en  gdndral.  Lettre  de  M.  Herr  ick  k  M.  Ad. 
Qaetel  e  t.  p.  414.  ^  Note  sur  les  prindpales  perturbatiens  magiid* 
tiques  de  1860,  par  M.  Ad.  Quetelet.   p.  420.  — >  Anroies  bo- 
reales  ohservces  pendant  le  niois  d'aoüt  1860;  communicattoB  de 
M.  Heia.   p.  422.  —  Relev^  des  perturbations  qui  ont  ^te  con* 
statees  ä  Bruxelles  dans  le  service  des  lignes  täl^grapbiques  les 
8,9,  10,  11  et  12  aoüt  18^)0;  conimnnique  le  13  aoüt  par  M.  Vio- 
chant.    p.  423.  —  Orcultation  des  pl^iades,  obserree  ä  Bruxd* 
lea  le  6  septeobre  18ü0.   p.  425.  —  Sur  lea  protnberaaces  reoget 
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observees  pendant  Tdclipse  de  «oleil  du  18  joillet  1860.  Lettre 
de  M.  Lamont  a  M.  Ad.  Quetelet.  j).  42fi.  (Sehr  richtig  Mgt 
Herr  Lamont  riicksichtlich  der  bekannten  Frage  Hör  Natur 

dieser  Erscheinungen:  fant  ronvenir  que  l'application  des  lois 
connue^q  de  l'nptique  offre  de  grandes  difficultes,  parce  (ju'il  est 
iropossible  dans  rexperience  d'imiter  les  conditions 
qai  existent  dans  la  nature^',  worin  uir  ihm  voilkoiniruMi  bei- 
stifDinen ,  und  jedes  Unternehmen,  diese  Erscheinungen  auf  dem 
Wege  des  Elxperiments  nachahmen  zu  wollen,  für  ganz  verfehlt 
und  für  von  keiner  richtigen  Kenntni.ss  und  Erkenatni^i«,  ja  vrd* 
liger  Unkenntntss  dessen,  woraut  es  hier  ankommt,  zeugend  hal- 
ten. G.)  — >  Intensite  des  vents,  observee  a  Utrei:ht  pendant  les 
aDD^es  1849  ä  IStM.  p.  510.  —  Sur  les  pb^nom^nes  päriodiqaes 
des  plantes  et  dee  «nlnaax;  par  M.  Ad.  Quetelet  p.  518.  — 
Not»  mir  ie  ddveloppement  homelograpbiqiie  de«  enrfacee  de  r^vo» 
latlon;  par  M.  E.  Lamarle.  p.  590.  —  Sur  la  conetrnctioo  dea 
piratonaarres ;  par  M.  Sacr^  Rapport  du  m^or  Li agre.  p.  IHM. 

—  Sor  noe  Donvelle  foDctton  gtfadratriee  dea  rooetiona  aymaetrl- 
fNo,  par  M.  F.  Meier,  p.  608.  —  Sor  la  eonatmetioii  dea  pa- 
latonaerrea.  Note  de  M.  E.  Sacrd.  p.  03t.  —  Rapport«  der 
Herren  Ad.  Qnetelet»  Da  p  res»  Li  agre  Aber  swei  elag^ao* 
geae  Bearlieilinigeo  der  üiifgabe:  „Od  demaade  d*«xpoaer  la 
tb^orie  probable  des  tftoiles  filaotea«  et  d'ladiquer  Ie«  bautear« 
oft  eile«  «e  forment«  apparaissent  et  s'öteigneat»  ea  appnyaat 
cette  tb^orle  «vr  Ie«  faita  ob«erv^. 

30*"«  Ann^e,  2*"  Ser.,  T.  XI.  Sur  ie  minimom  de  tempe> 
ratare  ä  BmxeUee;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  0.  —  Extension 
göotfrale  do  proc^d^  suivi  puur  Ie  d^veloppement  honiolographique 
des  «orfaces  de  revolution';  par  M.  E.  Lamarle.  p.  42.  —  Sur 
une  note  de  M.  Florimond,  concernant  t'electricit^  atmosphöri- 
que.    Rapport  des  ^IM.  de  Montigny  et  Gloesener.    p.  156. 

—  Stir  une  note  de  M.  Pb.  Gilbert,  concernant  la  tlieorie  des 
^quations  differentielles  lineaires.  Ifapport  de  !\1.  Tininiernians. 
p.  176.  —  Sur  la  physitjne  du  gloljr  ;  par  iM.  Ad.  Quetelet. 
p.  178.  —  Remarques  sur  la  theorie  des  equations  differentielles 
Unfaires;  par  M.  Pb.  Gilbert,  p.  200.  —  Ob.servation  de  loc- 
cuUafion  des  pidiades  et  du  passage  au  meridi^n  de  la  luno  (>f 
des  etoiies  de  meme  eulmination ,  Ie  17  fevrier  1861,  Notice  de 
M.  A.  Quetelet.  p.  289.  —  Note  sur  Tinclinaison  et  la  decli- 
oaison  de  Taiguille  aimuntüc  en  1860  et  1861.  p.  316.  —  Note  sur 
SSe  aurore  boreale  observee  ie  ü  niars  1861;  par  M.  Ad.  Que- 
telet p.  317.  —  Note  sur  Torage  du  28  niars  1861 ;  par  Ie  meme. 
pb  818^  —  De  r^tat  de  la  feuillaison  et  de  la  lloraison.  au  com- 
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inencemeot  de  1861;  par  le  möme.  p.  319.  —  Notesvr  la  d«teT- 
niiiatiMi  g^m^riqQO  des  Mlicoides  gauches  tuseeptibles  de 
s'appliquer  Tub  «iir  Xwkx%  mm  dtehiran  ol  dnplieatore;  p« 
IL  L«fliarle.  p.  331.  Sar  la  mtsare  de  I'mc  de  paralMe  cott' 
ptfen  4e  plus  graiid  ddveloppement;  par  Bl.  le  gdniiral  Nerei- 
bvrger.  p.  467«  —  ReebetcWs  anr  la  caasa  de  llniaaace  di 
vaat  aar  la  preaaiaa  atmaspb^riqae}  par  II.  Maatigny.  p.  407. 
(AoaMrUdie,  «rohl  sa  baacbteode  Abbandkag.)  —  Note  aar  des 
«pperaila  aervant  ä  facililar  Tdlade  da  la  tbdarie  des  ondes  loni- 
nenaea  ou  de  la  theone  dea  andea  aonarea;  par  M.  EL  Roes- 
seau.  p.  607.  — •  ObserTations  sor  lea  afets  de  la  chaleor  dajM 
les  aipboea  raoversäs  ä  trois  branches,  qui  faacliaiioent  ä  Bar- 
donn^che  ao  mont  Cenis  et  du  cotö  de  Modane;  par  M.  A.  de 
raligny.  p.  627.  —  Note  sur  l'invention  et  la  disposition ,  de« 
vanne»  cvliiidriques  daus  les  stphons  renversfSs  ä  trois  branches 
qui  (onctioniient  a  Bar<loiuieehe ;  parle  nie  nie.  p.  633.  —  Suite 
des  observations  de  la  lumiere  zodiacile  faites  a  Milnster;  par 
M.  Ueiü.  p.  640.  —  Ktoites  filantcs  du  luoi«  d'aoüt  et  du  niois 
de  novembre  1860;  par  le  nieme.  p.  642.  —  Anrores  boreales 
eo  JbOO  et  1^1«  Observation^  recueliie^;  par  le  inline,    p.  t»44. 

30'"'  Annde,'2»«  S^r.  T.  XII.  1861.  Sur  la  grande  comMi 
de  juillet  1861;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  14.  ^  Variations  de« 
instniments  de  met^orolofxi^,  pendant  ies  orages  du  20  et  du  2J 
juin  1861;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  16.  —  Sur  la  statistiqae 
gön^rale  des  diff^rents  pays;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  90.  — 
Sur  le  Systeme  dreimal;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  110.  —  Comete 
II  de  1861  Observations  de  M.  Ernest  Quetelet.  p.  111.- 
EtoilcK  lilantes  du  nioi«  d'aoüt  ISGI.  IVNitif  c  de  M.  Ad.  Qnete- 
let.  p.  173.  —  Sur  le  ni<'me  pbeuoini^iie  ol)servö  aux  l^tafs-Tnis. 
Lettre  adressee  ä  M.  Ad.  Quetelet;  par  M.  E.  C.  Flerrick. 
p.  175.  —  Sur  le  m^me  ph^nom^ue  observö  a  Kome ;  par  M** 
Cather.  Scarpcllini.  Lettre  adressee  ä  M.  A d.  Quetelet.  p.  180. 
—  Sur  la  Variation  «le  1  iiicliuai^uu  annuelle  a  1  Obücrvatoire  de 
Bruxelles;  par  M.  Uansteen.  Lettre  ä  M.  Ad.  Quetelet. 
p.  186.  —  Aufmerkciam  machen  wir  noch  auf  die  in  der  öffesdi-  1 
eben  Sitzung  vom  16.  Daecmbar  1861  van'  dem  Prfiaidcnten  der  1 
Akademie  Hern^  ^lajor  Liagre  gehaltene  Rede  Qber  Stelbr- 
Aetroaamie«  vrarin  natürlich  hauptelchlicb  die  Verdienal»  Her* 
scheTe  und  $trave*a  nach  ibreni  graaaen  Verdienst  gewfirdig^ 
werden. 
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